Tolydus procesai, diskretus procesai ir burbuly

statistika

Aleksejus Kononovicius

Pagal [AK & VG, recenzuojamas (2019)] ir [VG, AK & SR, ACS 15:
1250071 (2012))].
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Bendras tikslas

Paradoks

Ilga atmintj, :
S ~f7P, Clry~T'™F Bm1,

gauname naudodami Markovo procesa (netiesing SDL):

A
dz = (?7 — 5) 2?17t + AW (%)

Paradokso sprendimas

Biina “tikros” ilgos atminties® ir netikros ilgos atminties® procesai.

Lpvz., trupmeninis Brauno judéjimas (angl. fractional Brownian motion; trump.
fBm)
2angl. spurious long-range memory
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Bendras tikslas

Tikslas:

Rasti metoda, kuris atskirty “tikros” ilgos atminties procesus nuo
netikros ilgos atminties procesy.

[gyvendinimo idéja:

Yra tokia stochastiniy procesy savybé vadinama pirmo kirtimo laiku?,
T. fBm atveju yra gerai zinoma, kad:

p(T) ~TH2,

¢ia H yra fBm Hursto rodiklis. Vienmaciams Markovo procesams yra
zinoma, kad p(T) ~ T—3/2,

Tyor =Inf{t >0:2(t) = hlz(0) =0} . )

3angl. first passage time
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Idéjos iliustra
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Netiesinés SDL (%) ir fBm spektriniai tankiai ir pirmo kirtimo laikai. I§ [VG
& AK, Entropy 19: 387 (2017)].
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Konkretus uzdavinys

[Svystyti metodika

SDL (%) ir kity Markovo procesu pirmo kirtimo laiky skirstiniams
aproksimuoti.
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Netiesinés SDL (x) pirmo kirtimo laikai

Tiesiogiai spresti uzdavinj sunku,
bet galime netiesing SDL (%) transformuoti j Besselio procesa:

— 1
dRzuﬁ-l—dW: (u+§>%+dW

Cia R yra N-madio Brauno judéjimo padéties vektoriaus modulis
(Euklidiné norma), o v vadinamas proceso indeksu.
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Besselio proceso pirmo kirtimo laikai

yra gerai zinomi:

v hV_2 R 'V JV RJ .l/ jl%
Phon (@) = “ > =& (k) o (——’kT) :

~—

0 p—1 Ju+1 (]v,k

Buty dziugu, bet:
@ Suma yra begaliné.
e Joje yra Besselio funkcija J, ().
o Joje yra Besselio funkcijos nuliai j, 5 (Ju(jux) = 0).
o Ji galioja tik Ry < h.

Dalj siy problemy galime apeiti aproksimuodami specifinj atvejj, kai
Ry — h. Si atvejj vadinsime piky (kai R | h) ir duobiy (kai Rg 1 h)
statistika.

Pirmag kartg jvesti [Kaulakys and Alaburda, J. Stat. Mech. P02051 (2009)].
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Pikai ir duobés (pavyzdys)

x (t)
>

Formalus apibrézimas, € > 0:
7 =Inf{t > 0:z(t) < hlz(0) =h+ €},
O, =Inf{t >0:2(t) > h|z(0) =h —€}.
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Besselio proceso duobiy trukmiy skirstinys

vis dar yra begaliné suma:
) 00 j2 .
v ~ o2 v,
p, (0) = Cy Z]V7k exp <__2h2 9) .

Sia begaline suma galime traktuoti kaip Rymano sumg ir pakeisti suma

integralu:

Jv,1

Y (0) =~ Cy /OO 2% exp _:r_20 dz.
4 2h2

Tokj pakeitimg daryti mums leidzia Besselio nuliy savybe, kad jie auga
beveik tiesiskai.
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Besselio nuliai
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Besselio proceso duobiy trukmiy skirstinys

galiausiai uzrasomas taip:

Aproksimacija veikia gana gerai,

bet C3 nustatyti nejmanoma, nes
normavimo integralas diverguoja,

kai 6 — 0.
10711 .

107

p(6)

Kodél diverguoja?

1074 1

105 103 10! Nes procesa startuojame begalo arti
0 ribos h.

v
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Diskretaus kintamojo procesai

Gimimo-mirties procesai

Markovo procesai (grandines)

Busena yra diskreti ir keiciasi tik per vieng zingsnj

Gali turéti baigtinj buseny skaiciy, gali turéti begalinj

Pilnai apibrézti gimimo, AT, ir mirimo, Ay, sparty
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Radioaktyvaus skilimo gimimo—mirties procesas
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Skaitmeninis gimimo—mirties procesy sprendimas

Vieno zingsniy tikimybiy metodas:
Q t=0, X = Xy ir pasirenkame At.
Qt—t+ At
@ X pokytis ({~1,0,1}): p(X — X +1) = AL AL

Q Jei t < tyay griztame j antra zingsnj.

Gillespie metodas:
Qt=0, X =X,
@ Generuojame 7 ~ Exp (A} + )\)_()
Qt—>t+T.
Q@ X pokytis ({—1,1}): p(X = X £1) = —~—

Q Jei t < tyay griztame j antrag zingsnj.
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Ekvivalentus tolydus procesai

Zinant gimimo ir mirties spartas

nesunku isvesti SDL ekvivalencia gimimo—mirties procesui:

dz = Az(A% — A3)dt + \/Az2(A% + A3)dW,

¢ia x = X/N (N — o0), atitinkamai Az = 1/N.

Atvirkstinis peréjimas,

nuo SDL prie gimimo—mirties proceso, yra jmanomas, bet jis nevisada
yra paprastas ir vienareiksmis. Toliau ta darysime du kartus: kursime
Besselio proceso ir Ornstein—Uhlenbeck proceso atitikmenis.
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Gimimo—mirties procesy pirmo kirtimo laikai

Keilsono teorema sako, kad Xp < H atveju:

A

_ =LA

ﬁ{p (TXO’H)} = <6 STXO’H> - X 8)\(Xlo) , §=0.
0 _A;

=1 (X0
Cia )\EH) yra neigiamo H-tojo rango proceso generatoriaus matricos
teigiamos tikrinés vertés. Dzitgu, bet:
e Bendru atveju padaryti atvirkstine Laplaso transformacija yra
nejmanoma.

o Bet mus domina tik Xo = H — 1. Atvirkstiné transformacija yra
vis tiek problematiska. Mathematica susidoroja tik su mazais H.

v
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Tikriniy verc¢iy gavimas

Gimimo mirti '0Ceso ge toriaus matrica

yra tri-diagonali matrica, kurios diagonalése yra mirties spartos,
neigiamos sumines spartos ir gimimo spartos:

A A 0 0 0
M AN A 0 0
g=1 o ) SRS Ve S VN

Skaitmeniskai suskai¢iuoti —G

tikrines vertes su fiksuotu H néra didesnés problemos. Taciau bendro
analizinio rezultato gauti nepavyksta.
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Netyc¢inis pastebéjimas

nemokame tvarkytis su dideliais H, tai belieka jdémiau patyrinéti
rezultatus su mazais H:

o Atvirkstinés Laplaso transformacijos rezultatas yra eksponenciy
suma.

o Eksponenciy laipsnio rodikliai yra —)\EH)G.

e Eksponenciy koeficientai yra problematiskesnis klausimas.
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Metodikos prielaidos

musy metodika tolydziam Besselio procesui beveik tinka ir
gimimo-—mirties procesy atveju.

Ka tai reiskia?

e Tegu atvirkstinés Laplaso transformacijos rezultatas turi specifinj
pavidala.

e Tegu Saknis i$ gimimo—mirties proceso neigiamo generatoriaus
teigiamos tikrinés vertés auga tiesiskai tam tikrame (kiek galima
platesniame) intervale.

o Tegu pirmoji aproksimacija daznai nebus gera. Leiskite mums
padaryti pataisa, kuri sutapinty pirmus tikrojo skirstinio ir
aproksimacijos momentus.
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Metodikos algoritmas

Specifinis pavidalas atvirkstinei transformacijai aproksimuoti:

g A
1] e NZH \(H) NG
< &0 (7 i exp(=A0)
0 7 .
I3 =y =1
s+

Jo aproksimavimas:

~ p)\gH) exp(—)\(H)H) +(1—p)I(9, )‘gH)’ )‘g{)) )

I(6,\2, \p) = 22 exp(—x26)dz,

e
A (1— Agﬂuggam)

H H H
A\

p:
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Besselio gimimo-—mirties procesas

N2 v N2 v
L Y o= (1-%).
=7 (%) w=7(-%)

Nesunku jsitikinti, kad:
2 ()\X )‘X) N

Az (AL +Ay) =

Cia v/ = v +1/2.

Nepasizymi X ir N — X simetrija. )
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Besselio gimimo-—mirties procesas

106 1 106 1
(a) (b)
- 3 | - 3
ﬁ 10 § 10
& &
§ 100 E 100
) )
=Y S
1072 1073 4
1077 107° 1073 107! 1077 107° 102 107!
Bmmi amva
106 i
(c) (d)
1500 A
- 3
§ 10 -
S 8 1000
= 100 =
S
= 500 -
1073 i
T T T T 0 L T T T T
10-7 107° 1073 107! 0 100 200 300
O T i

A. Kononovicius Burbuly statistike Kovo 6, 2019



Simetrinis Besselio gimimo—mirties procesas

Procesas pasizymi X ir N — X simetrija. J
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Simetrinis Besselio gimimo—mirties procesas
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Ornstein—Uhlenbeck gimimo—mirties procesas

Tegu:

Tolydus O-U procesas:

dz = 6(p — x)dt + dW.

Procesas pasizymi X ir N — X simetrija. J
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Ornstein—Uhlenbeck gimimo—mirties procesas
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Imitacinis gimimo—mirties procesas

M=(N-X)e+X), Ay=X(+[N-X)].

Sis procesas yra analogiskas simetriniam Kirmano modeliui bei Rinkéjo
modeliui su iSoriniu triuksmu.

Procesas pasizymi X ir N — X simetrija. J
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Imitacinis gimimo—mirties procesas
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Pritempimas prie duomeny

ir sudétingesniy modeliy

Gauta aproksimacija galime ir “pritempti” prie duomeny parinkdami
parametrus: p, A1, Ao, A,. Galime jg taikyti tiek pikams, tiek duobéms.

Pavyzdys su sandoriy knygos modelio [AK & JR, recenzuojamas

(2019)] piky ir duobiy statistika. Parametrai parinkti derinant pirmus
keturis momentus.
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Potencialus ateities uzdaviniai

Susije su tikslu uzdaviniai:

o Prielaida apie tikriniy verc¢iy spektra yra labai stipri. Buty jdomu
pabandyti jg sulauzyti.

o Tikslas platus, uzdaviniai yra smulkmeniski. Reikia imti placiau —
sukonstruoti ar surasti lygiaverti “konkurenta”.

o Ar galima atsisakyti burbuly statistikos?

Nesusije su tikslu uzdaviniai:

o Rinkinys gimimo—mirties procesy, kuriy stacionarus skirstiniai
buty i$ pagrindiniy naudojamy skirstiniy.

e Rinkinys gimimo—mirties procesy analogisky dazniausiai
naudojamiems stochastiniams procesams.
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Dékui uz démesj!
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