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ВЕСТИ. МОСК. У Н - Т А . СЕР. 1, М А Т Е М А Т И К А . М Е Х А Н И К А . 1987. № 5 

МАТЕМАТИКА 

У Д К 519 

С. Б. Гашков 

О С Л О Ж Н О С Т И М О Н О Т О Н Н Ы Х В Ы Ч И С Л Е Н И Й М Н О Г О Ч Л Е Н О В 

В 1983 г. О. М. Касим-заде [1] построил многочлен степени п от 
п переменных с аддитивной монотонной сложностью 0 ( 2 п / 2 ) , усилив 
один из результатов К. П. Шнорра, указавшего в [2] многочлен сте­
пени п2 от An2 переменных с аддитивной монотонной сложностью 

Сп

2п-1 = 0{2^/Уп). 

Близкие к этому результаты получил в 1984 г. С. Е. Кузнецов [3]. 
В настоящей работе обобщаются методы [1, 2]. Отметим, что это 

обобщение не удается применить к оценке монотонной сложности буле­
вых функций. Другим методом А. Е. Андреев [4] получил почти экс­
поненциальную оценку монотонной сложности булевых функций. 

Будем рассматривать многочлены, вычисляемые схемами в базисе 
{х+у, xy}(jR+. Для любого такого многочлена f(xu хп) обозначим 
L+(f) — наименьшее число сложений, a Lx{f) — наименьшее число ум­
ножений, требуемые для его вычисления. 

Пусть R+[xj, . . . , хп] — полукольцо монотонных многочленов с опе­
рациями + , •, P ( N n ) — полукольцо подмножеств множества N n (где 
N={0, '1, 2, ...}) с операциями (J и X (где AxB={a+b:at=Ay Ь<=В})У 

R+ [хг, ... , хп] Р (N*) — гомоморфизм полуколец, такой, что 
а е т о п у « а = (а 1 ? . . . , ап) б № & аах?1 ... х*п — одночлен много­
члена f(xu ..., хп). 

Подмножество Я полугруппы (G, + ) назовем fe-редким, если оно 
не содержит подмножеств вида AxB={a+b:a^A, Ь<=В}, где Л = 
= { # 1 , ak}czG, B={bu bk}czG. Если (G, + ) — группа, то это 
определение эквивалентно следующему: для различных элементов 

k 
gu ..., gk^G мощность пересечения р) giH^ где giH={gt}xH, мень-

t = i . -. ^ 
ше k. 

Обозначим a(k) последовательность, определяемую равенствами 
а ( 2 ) - 2 , а ( 3 ) = 3 , а(4) = 5 , a(k)=2k~2 при k>A. Всюду далее / ( я ) > 
~>0(g(n)) означает неравенство по порядку. 

Т е о р е м а 1. Пусть k>\ и т о п / — k-редкое подмножество 
( N n , + ) , тогда справедливы неравенства 

(i) ! + ( / ) > -^IL-l; 

(ii) L x + 0(1 т о п / | V 2 j f e - 3 / 2 ) ) a е с л и | т о п /1 &~3 > О (a(fe)2), mo 
a (k) 

Lx (/) + n > О(ft-3/2) l т о п / 1 2 o t ( k ) ~ 1 ; 

(iii) если k=2 и |mon/|n- 3/ 2-*-oo, то Lx(f) 3*21 т о п Л 2 ' 3 . 
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З а м е ч а н и е . Подмножество Н группы (G, + ) назовем полураз­
ностным, если для любых элементов а, Ь, с, d^H 0Фа—Ь=с—с1=^ 

В абелевой группе любое полуразностное множество является 
2-редким, поэтому из теоремы можно вывести результат О. М. Касим-
заде [1]. 

Согласно Шнорру [2], подмножество MczNn называется разделен­
ным, если r+u=s+t=>r=s\/r=t для любых элементов г, s, / G M , U ^ 
^ N n . Разделенное множество является полуразностным и, следователь­
но, 2-редким, поэтому из теоремы вытекают все результаты пункта 4 
[2]. Один из них можно даже несколько обобщить. А именно, если / 

состоит из одночленов вида П xith где 0Ф1У / ^ { 1 , 2, я}, и 
(el, j^J 

если мощности подмножеств /, / не обязательно одинаковы, то множе­
ство т о п / не является, вообще говоря, разделенным, но является 
2-редким. 

Докажем теорему 1. Используемые далее определения можно най­
ти в [5, 6]. От схем в базисе {х+у, xy}\JR+ перейдем к схемам в базисе 

J { 

{0}{}{u\/v, uxv}[){{ai}^P(Nn):ai=(0, . . . , 0, 1,0, . . . , 0)}. 

Л е м м а 1. Справедливы неравенства 

L+ (/) > L v ( топ / ) , Lx (/) > L X ( т о п / ) . 
Для каждого элемента е схемы рассмотрим подсхему, состоящую 

из элемента е и всех его предков. Элемент полукольца P ( N n ) , вычис­
ляемый этой подсхемой, обозначим ф(е) . Мощность ф(е) назовем ве­
сом е. Везде далее предполагаем, что множество т о п / — ^-редкое. 
Рассмотрев цепь, соединяющую элемент е с выходом схемы, и приме­
нив индукцию, получим, что для некоторого ^ c z N n справедливо вклю­
чение ф ( е ) х Л ^ т о п / . Отсюда следует 

Л е м м а 2. Хотя бы один предок любого элемента умножения име­
ет вес меньше k. 

Пусть е — произвольный элемент умножения и еи е2 — его предки. 
Можно считать, что |<р(£ 2 ) |<£ . Заменим е на одновходовый элемент 
е', осуществляющий умножение входа на 9 ( e 2 ) e P ( N n ) . Выход элемен­
та е\ подадим на вход элемента е'. Ребро, соединяющее выход элемен­
та е2 с входом элемента е, уничтожим. Все остальные элементы и реб­
ра оставим без изменения, в том числе и ребра, выходившие из е (те­
перь они выходят из е'). Далее ф(е 2) обозначим через $(е'). Повторив 
эту операцию несколько раз, получим схему, состоящую только из 
элементов дизъюнкции, 1-входовых элементов и констант, вычисляю­
щую множество т о п / и имеющую не большую сложность, чем исход­
ная схема. Действуя аналогично, заменим каждый элемент е веса, 
меньшего на константу, реализующую ф(е). 

Пусть Ц — произвольная цепь, соединяющая выход элемента е с 
выходом схемы, и е / , еш' — все 1-входовые элементы в Ц. Обо­
значим произведение ^(е\) X . . .ХЪ(ет') через ^ ( Ц ) . Если т = 0 , то 
положим Ч г (Ц)={0}. Дизъюнкцию всех таких произведений, взятую по 
всем цепям, выходящим из е, обозначим ^(е). 

Множество элементов схемы назовем сечением, если любая цепь 
от констант к выходу схемы проходит хотя бы через один из элемен­
тов этого множества. 
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По индукции доказывается 
Л е м м а 3. Пусть S — произвольное сечение. Тогда справедливо 

равенство mon/=V<p(e) ХЧ г (в ) . 

Можно считать, что в схеме есть хотя бы один элемент V- В каж­
дой цепи, проходящей от констант к выходу схемы, выберем элемент 
V, не имеющий в этой цепи среди предков ни одного элемента дизъ­
юнкции. Множество всех выбранных элементов образует сечение, кото­
рое обозначим 35 = {6 Ь bm}. Множество элементов, лежащих в этих 
цепях непосредственно перед элементами из 95 и не имеющих позади 
элементов \Д тоже будет сечением; обозначим его © = { с ь а}. 

Превратим элементы (£ в константы, реализующие <p(c;), i = l , . . . 
..., t. Матрицу смежности вершин двудольного графа с долями 95 и © 
обозначим (p l 7 ) . Из леммы 3 следует 

Л е м м а 4: т о п / = V ф(*/) X ¥(6.-)= V ф ( ^ ) X 

Заметим, что 1^(6/) | < й для любого /, так как в противном слу­
чае cp(bj) X 1 F(6/)czmonf, что противоречит ^-редкости т о п / . 

Л е м м а 5. Если Ахх.. .ХАР — k-редкое множество и \At\<k 
при всех i, то \АХХ.. .ХАР\< (k— I ) 3 . 

Действительно, пусть 5 таково, что | А Х Х . . .XAs-\ | < k , | Л х X . . . 
...XAs\>k. Тогда \As+lx...xAp\<k (иначе А{Х...ХАР не будет 
^-редким), и поэтому \АХХ.. .ХАР\<\АгХ... I X I A s \ X | J 4 s + 1 + . . . 
. . . Х Л Д | < ( ^ - 1 ) 3 . 

Из лемм 4, 5 вытекает, что У > (Л— l ) ~ 3 | m o n / | . Остается по-
Q 

вторить рассуждения, дающие оценку числа 2-входовых элементов схе­
мы через число ее входов и констант (см., например, [5, с. 50]), и за­
метить, что Ly (щоп/) ^ У Pi—1. Неравенство (i) доказано. 

и 
Вернемся к рассмотрению исходной схемы, построенной из элемен­

тов V, 1-входовых элементов и констант {0}, {ai}y i=l, п. На каж­
дой цепи, проходящей через любой элемент с,-, выберем его ближайше­
го 1-входового потомка (если такового нет, то выберем элемент V. яв­
ляющийся концом цепи и одновременно выходом схемы). Множество 
выбранных элементов обозначим © ={di, . . . , di). На каждой цепи, про­
ходящей через любой элемент с,-, выберем его ближайшего 1-входового 
предка или константу. Множество выбранных элементов обозначим 
95 = { ^ 1 , vq}\ ©, 95 являются сечениями схемы. Превратим все эле­
менты 95 в константы. 

Л е м м а 6. Для некоторой булевой матрицы 
m o n / - V Ф(^) X V(df) X ^(df). 

Для доказательства используем лемму 3. Пусть Ц — произвольная 
цепь, выходящая из vu Она проходит через некоторый элемент с/, при­
чем ее участок от и,- до Cj состоит только из дизъюнкций. Найдем в 
Ц ближайший после с/ элемент из SO, например, dr. Так как между vi 
и dr нет 1-входовых элементов, то W(Ц)с=гР(dr) X i | ) ( d r ) , поэтому 
Ч (vi) = \JxP(dr)x ty(dri) для некоторых индексов г/. Без ограничения 

общности можно считать, что ни одно из ф(^/) не является дизъюнк­
цией каких-либо ф(^/) , \Фи и аналогичное утверждение верно для 
^ (dt) Xty(di) (иначе можно было бы уменьшить размеры матрицы 
(\ш)). Индукцией по k доказывается 
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Л е м м а 7. При k>3 среди любых 2k~l ненулевых k-мерных буле­
вых векторов найдется вектор, равный дизъюнкции каких-то других из 
этих векторов. 

Л е м м а 8. Матрица ( J L U ; ) является a (k) -редкой, т. е. не содержит 
u(k)Xa(k) подматриц, заполненных единицами. 

Действительно, если допустить противное, то для некоторых /, / 
\1\ = | / | = а ( & ) , справедливо, согласно лемме 6, включение 

(V Ф (Vi)) X (V ¥ (dj) X г|) Щ) а т о п /, 

из которого с помощью леммы 7 следует противоречие. Так как 
*P{d>i) Xi|)(d/)c=4 f(bi) при некотором i, то в силу лемм 5, 6 \\ц ^ 

Ц 

^(k—l)_3|mon/|. Применяя рассуждения, приведенные на с. 62— 
64 в [7], можно показать, что 

2 - _I_ q + l 

i,f 

Так как Lx(f)+n+2^>q+l, то отсюда следуют неравенства (ii), (Hi). 
Теорема доказана. 

З а м е ч а н и я . Для любого многочлена / справедливо неравенст­
во £ + ( / ) < | т о п / 1 — 1. Поэтому если т о п / — ^-редкое множество, то 
L + ( / ) = O f e ( | m o n / | ) , а если k=2, то L+(f) = | m o n / | - 1 . Для любого 
> 2 существует fe-редкое множество AaZn

m, такое, что если т о п / = Л , 

то Lx(f)<Ok(\A\ 2 f t ) при k>3, Lx(f)<0(\A\W) при fc=3, L x ( f K 

< 3 | Л | 2 / 3 при &=2, причем \A\^Omtk (m + ) при n-+oo и фиксиро­
ванных m, k. 

Если верна гипотеза [7, с. 65] о существовании fe-редких булевских 
2- -1 

пХп матриц с Ok(n ) единицами, то Lx(f)<Ok(\A\ ) при любом 
fe>2. Возможно, что оценка теоремы для Lx(f) верна и при a{k)=k, 
k=2, 3, . . . . 

Пусть ^-редкое множество т о п / таково, что мощность любого его 
подмножества вида А\Х...ХАР, где \At\<k, i=l, р, не превосхо­
дит Р; р<(&—I) 3 . Тогда оценки теоремы можно усилить до следующих: 

OL{k) 

(/) + n > О (I mon /1 /Р) 2 a ( f e ) " 1 , если - ^ y - ^ - >0(a (kf). 

Если множество т о п / не содержит подмножеств вида АхВ, где | Л | = 
= 2 , | £ | = £ , то в качестве р можно взять (k-l)2. Приведем еще при­
мер. Пусть f(X) — перманент пхп матрицы Х = (#*•/). Тогда т о п / яв­
ляется !+1-редким множеством и в качестве р можно взять 

| J L j J j J l | | ! (это утверждение не следует из предыдущего замечания, 

однако несложно доказывается). Применяя выписанные ранее неравен-
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ства, получаем следующую оценку сложности монотонного вычисления 
перманента пХп матрицы X: 

Все же перманент не слишком удобен для применения этой теоремы. 
Известно [8—10], что многочлены с алгебраическими независимыми 

над полем Q коэффициентами имеют высокую сложность вычисления 
даже в базисе {х±у, ху, x/y}\JK. Там же построены примеры имеющих 
высокую сложность многочленов от одной переменной с алгебраически­
ми над полем Q и даже с рациональными коэффициентами. Но к мно­
гочленам с коэффициентами 0 и 1 методы работ [8—10] пока не уда­
лось применить. С помощью полученной теоремы можно строить мно­
гочлены от любого числа переменных с любыми положительными коэф­
фициентами, которые имеют высокую сложность в монотонном базисе. 
Для этого нужны эффективные примеры «мощных» ^-редких множеств. 

Если сопоставить ^-редкому подмножеству Я группы (G, + ) бу­
левскую | G | x | G | матрицу М= (mgth), такую, что mglh=l<r¥g+h<=H, 
то она будет ^-редкой. 

1-1 
Из [7, с. 62-64] следует, что | Н | < О ( | G | * + k). 
По аналогии с упоминавшейся гипотезой из [7] можно выдвинуть 

более сильную гипотезу о возможности эффективного построения в по­
лугруппе (Nn, + ) ^-редкого подмножества мощности О (m^-W+k), 
лежащего в Ъп

т\ Z m ={0 , 1, т— 1}. 
Т е о р е м а 2. (i) В группе (Zn

p, + ) , где р — простое, р>2, можно 
указать 2-редкое подмножество мощности р^2^. 

(ii) В группе ( Z P 2 + P + U + ) , где р — простое, можно указать 2-ред-
кое подмножество мощности р+1. 

(iii) В группе (GF(q)z, +), где GF(q) - поле Галуа порядка q, 
не кратного 2, сфера {(х, у, z)e=GF(q)z:x2+y2+z2=p}, где ( - р ) являет­
ся квадратичным невычетом в GF(q), представляет собой Ъ-редкое под­
множество мощности q2—q. 

(iv) В полугруппе (N n , + ) можно указать 2-редкое подмножество 
множества Zm

n, имеющее мощность 0(тп^2), если выполняется одно из 
условий: 

1) п=1 или п четно, а т - ^ о о ; 
2) m — фиксированное простое число, а я - > о о . 
(v) В полугруппе (Nn, + ) можно указать Ъ-редкое подмножество 

множества Zm

n, имеющее мощность 0(пг2п^), если 1) m — фиксиро­
ванное простое, большее 2, я - ^ о о , либо 2) п кратно 3, т - > о о . 

(vi) Для некоторого е > 0 в полугруппе (N n , + ) можно указать 
Ъ-редкое подмножество множества Zm

n, имеющее мощность 0 ( т * ^ + 8 > ) , 
если 1) т>2, п-^оо, либо 2) п>4, т - ^ о о . 

Утверждение (i) следует из теоремы [11, с. 280]; утверждение 
(ii) — из теоремы Зингера [12, с. 179]; утверждение (iii) — из теоремы 
Брауна [13] и задачи [14, с. 458]; утверждение (iv) из (i), (ii); утверж­
дение (v) - из (Hi), изоморфизма (GF(q), +)~(Zn

p, + ) , где q=pn, 
и асимптотической теоремы о простых; утверждение (vi) — из (v) и 
асимптотической теоремы о простых. 

С л е д с т в и е , (i) Для некоторого е > 0 и любых пг>2 и п можно 
указать многочлен с коэффициентами 0 и 1 от п переменных, каждая 
из которых имеет степень не выше m— 1, такой, что при п-+оо 

L+(f(X))>0(2nn-^2). 
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(ii) Можно указать многочлен с коэффициентами 0 и I, у которого 
deg f 

L+(/)^0(3 3 ). 
(iii) Можно указать многочлены /ь /2, fs степени п от одной, двух 

и трех переменных соответственно, у которых 

Ь+{П)>0{п^), L+(f2)>0(n), L+(fz)>0(n2), 

Lx(/i)>0(«'/s)> Lx(f2)>0(nW), Lx(f3)>0{rfi'*). 

З а м е ч а н и е 1. M. И. Гринчук доказал существование ^-редких 
подмножеств (N n , + ) , лежащих в Ъп

т и имеющих мощность mn/k°^\, 
где ( я l o g т ) ° 0 > (работа вскоре будет опубликована). Из этого не­
эффективного результата вытекает существование множества mon fez 
c=Z^ , для которого 

Так как для любого множества mon/czZ^ L+(f) < m " и Lx(f)< 
< 0 ( m n / 2 ) , то предыдущие оценки довольно близки к точным. 

З а м е ч а н и е 2. Из одного неравенства Д. Клейтмена (см., на­
пример, [7, с. 126]) вытекает, что в лемме 7 оценку 2k~l можно заме­
нить на Ck

[k/2](l+o(l)). Поэтому утверждение (ii) теоремы 1 справед-

ливо для некоторой последовательности a(k) — Cĵ " . 
З а м е ч а н и е 3. Можно эффективно построить в группе (Z;£, + ) 

^-редкое подмножество мощности 0 ( 2 2 / г / 3 ) при &=315. Для этого доста­
точно заметить, что поверхность x 3 + y 7 + 2 1 5 = 1 над конечным полем 
G F ( 2 2 m + 1 ) имеет 2 4 т + 2 точек и является /^-редким подмножеством адди­
тивной группы трехмерного пространства над этим полем при &=315. 

Из теоремы 1 тогда вытекает, что неравенство (ii) следствия из 
теоремы 2 для некоторых эффективно конструируемых многочленов 

~ degf 

/ можно усилить до следующего: L+ (f) > О (2 3 ). 
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УДК 511 

В. А . Плаксин 

О С У М М Е К В А Д Р А Т И Ч Н О Й Ф О Р М Ы И СТЕПЕНИ Ц Е Л О Г О Ч И С Л А 

1. Введение. Разрешимость диофантова уравнения N=x2+y2+Dz2 

для последовательности натуральных чисел N положительной плотно­
сти установила Е. П. Голубева [1]. Пусть k>2 и ty(x> у) — любая не­
вырожденная квадратичная форма с целыми постоянными коэффици­
ентами. В настоящей работе изучается разрешимость уравнения А/= 
^ ( я , y)+Dzk для почти всех чисел N<X9 за исключением «СХ 1 -^ , где 
Ь>0. 

Для простоты изложения рассмотрим уравнение 

N^(x, y)+nk (1) 

с положительно определенной квадратичной формой ф фундаменталь­
ного дискриминанта — т в целых числах х, у и 0<п. Обозначим x(Af) 
число решений уравнения (1), u(mt N) — число решений сравнения 

N~yp(x, y)+zk(modm). 

Пусть £ = 7б1&31п&, — площадь области у)<1 и 

A(N, Q)= Y v(q, AO, v(q, N)= £ ^(d)и(q/d, N)(q/d)~2. (2) 
Q<Q d\q 

Т е о р е м а . Чисел N*cX, для которых формула 

к (N) = я ф Л (N, X 1/ 2* 2) Wk + О (XW-t) 

неверна, всего < Х 1 ~ г . 
В дальнейшем р обозначает простое число, pv\\N, pe\\k, р б | |т, 6 = 

= v+max{6+l ; 6} и G=n p | T p p . 
С л е д с т в и е . Чисел N<X с условием u(Gy N)>0, не представи-

мых в виде (1), всего <^Х1~*. 
Доказательство теоремы (п. 2—4) использует круговой метод Хар-

ди-Литтлвуда -Рамануджана в форме тригонометрических сумм 
И. М. Виноградова [2, 3], доказательство следствия (п. 5—6) — рассуж­
дения Дэвенпорта и Хейлбронна [4] и Ю. В. Линника [5]. 

2. Круговой метод. Малые дуги. Введем обозначения: р = 74о&21п&, 
е = 1 0 - 3 , с > £ ; X>Xc,P=XVk,R=Pk~Vki Q = p i / 2^ , д = 1 / ^ , &=1пХ. Пусть 
е(а) = ехр(2ша) , 

= Y е(аЦ(х, у)) и Sk(a)= £ e{ank). (3) 

Согласно [2], K(N) представляется в виде интеграла по интервалу 
(—1//?; 1—1//?] от произведения сумм (3). Разбиение области интегри-
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