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Аннотация. Рассматривается задача построения квадратной буле-
вой матрицы A порядка n без «прямоугольников» (такой матрицы,
что составленная из её элементов, находящихся в каких-либо двух
строках и двух столбцах, матрица не состоит из единиц), линейное
преобразование по модулю два, определяемое которой, имеет слож-
ность o(ν(A) − n) над базисом {⊕}, где ν(A) — вес матрицы A, т. е.
число единиц (такие матрицы без прямоугольников названы редкими

матрицами). Приведены две конструкции, решающие данную зада-
чу. В первой конструкции n = p2, где p — нечётное простое число.
Соответствующая матрица Hp имеет вес p3 и порождает линейное
преобразование сложности O(p2 log p log log p). Во второй конструк-
ции матрица имеет вес nk, где k — мощность множества Сидона
в Zn. Можно считать, что k = Θ(

√
n), для некоторых n известны

примеры множеств мощности k ∼ √
n. При этом соответствующее

линейное преобразование имеет сложность O(n log n log log n). Рас-
смотрены обобщения указанной задачи.
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Введение

В работе Б. С. Митягина и Б. Н. Садовского [13] приведено решение
задачи, сформулированной в аннотации, которое, однако, оказалось не-
верным. В качестве матрицы без прямоугольников в [13] взята описанная
ниже циркулянтная матрица, построенная на основе множества Сидона,
сконструированного методом Зингера. Доказательство было основано на
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ния математических наук РАН «Алгебраические методы математической
кибернетики и информационные системы нового поколения» (проект «За-
дачи оптимального синтеза управляющих систем»).
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использовании метода Тоома быстрого умножения чисел [16] и теоремы о
том, что сложность любого булевского оператора в базисе {⊕, &, 0, 1} не
меньше сложности его «линейной части», причём последняя реализуется
в базисе {⊕} (по определению линейная часть не содержит единиц в
качестве свободных членов).

Однако доказательство последней теоремы, как заметил Э. И. Нечи-
порук в [14], содержит, по-видимому, неустранимую ошибку, связанную
с тем, что при перемножении многочленов по модулю два (т. е. многочле-
нов Жегалкина) линейные члены в произведении получаются не только
при умножении линейных членов одного из сомножителей на свободный
член другого (т. е. на константу 1), но и при умножении линейного члена
одного из сомножителей на такой же член другого сомножителя. На-
пример, многочлен (x ⊕ y)(x ⊕ z) имеет линейную часть x, а не 0, так
как слагаемое x2 следует учесть как x. В [14] Э. И. Нечипорук выска-
зал предположение, что эта ошибка вызвана тем, что авторы, крупные
специалисты по функциональному анализу, не учли непривычное для
классического анализа тождество булевой алгебры x2 = x.

На самом деле, сложность оператора может быть меньше сложности
его линейной части, даже если последняя рассматривается в базисе всех
двуместных булевых функций, т. е. теорема 1 из [13] неверна. В этом
легко убедиться, рассмотрев оператор со следующими компонентами:

x ⊕ z1, x ⊕ t1,

x ⊕ z1 ⊕ z2, x ⊕ t1 ⊕ t2,

x ⊕ z1 ⊕ z2 ⊕ y1, x ⊕ t1 ⊕ t2 ⊕ y1,

x ⊕ z1 ⊕ z2 ⊕ y1 ⊕ y2, x ⊕ t1 ⊕ t2 ⊕ y1 ⊕ y2,

(x ⊕ z1 ⊕ z2 ⊕ y1 ⊕ y2)(x ⊕ t1 ⊕ t2 ⊕ y1 ⊕ y2).

Дальнейшие результаты [13] в той или иной степени опираются на эту
теорему и, как отметил Э. И. Нечипорук, не могут считаться доказанны-
ми, кроме нескольких лемм и теоремы 2, которая ранее была доказана
О. Б. Лупановым [11] в более сильной форме.

Заметим, что лемма 1 (приведённая без доказательства) фактиче-
ски является леммой о транспозиции (если сложность рассматривать в
базисе {⊕}), появившейся независимо в статьях ряда авторов (см., на-
пример, [20]) несколько позднее, чем [13].

Возможно, что под влиянием [13] Э. И. Нечипорук [15] предложил
свой (более элементарный, чем в [13]) пример матрицы без прямоуголь-
ников размера n × n и веса асимптотически n3/2 при n = p2, где p —
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произвольное простое число, и доказал корректные варианты предло-
жения 2 из [13], а именно, следующие утверждения: сложность реали-
зации такой матрицы вентильными схемами асимптотически равна n3/2

и сложность реализации соответствующей этой матрице системы дизъ-
юнкций в монотонном базисе {∨, &} тоже асимптотически равна n3/2.
В доказательстве нуждались по существу только нижние оценки, и на
тот момент они были рекордными эффективными нижними оценками
(т. е. нижними оценками для конкретно заданных индивидуальных бу-
левых функций и операторов) в своём роде.

Впоследствии результат Э. И. Нечипорука был независимо повторен
Ламаньей и Сэвиджем [26]. Теорема о нижней оценке сложности системы
дизъюнкций из [15] Мельхорном в [12] была обобщена на более широкий
класс матриц (см. также [29]). Это обобщение позволило для матрицы
из работы [4] доказать оценку сложности Θ(n5/3) реализации соответ-
ствующей системы дизъюнкций в монотонном базисе. Вероятно, если бы
Э. И. Нечипорук знал результат [4], он написал бы примерно то же, что
и в [12], лет на десять раньше.

Рекордный результат в этом направлении получен в 1985 г. А. Е. Анд-
реевым [1], который для любого t построил пример (n×n)-матрицы веса
Ot(n

2−1/t) без прямоугольников размера Ot(1)×Ot(1) и получил для этой
матрицы нижние оценки вида Θt(n

2−1/t) для сложности её реализации
вентильными схемами (из [12] следуют подобные же оценки и для слож-
ности реализации соответствующей системы дизъюнкций в монотонном
базисе). Результат А. Е. Андреева в 1996 г. несколько усилен Роньяи с
соавторами в [24].

По-видимому, никому до сих пор не удалось перенести указанные
нижние оценки хотя бы в каком-нибудь виде на случай сложности схем,
реализующих системы булевых линейных функций (т. е. линейных форм
по модулю два) в немонотонном базисе {⊕}.

В связи с отмеченными результатами представляет интерес вопрос о
том, может ли сложность системы AX линейных форм по модулю два,
определяемой по данной булевой матрице A без прямоугольников (да-
лее эта величина L⊕(AX) обозначается через L⊕(A), так как однозначно
определяется матрицей A), быть существенно меньше, чем вес матрицы
(и согласно [15] меньше, чем сложность L∨(A) = ν(A) − m определяе-
мой по матрице системы дизъюнкций, где m — число ненулевых строк
матрицы A). Это тот самый вопрос, который неудачно попытались ре-
шить в [13]. Заметим, что в [13] фактически поставлен вопрос о величине
λ(n) = maxMn L∨(Mn)/L⊕(Mn), где Mn — булева матрица порядка n
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(вместо L∨(Mn) речь шла о другой мере сложности матрицы, но это несу-
щественно), а также о величине λ∗(n), определение которой отличается
от λ(n) тем, что рассматриваются только матрицы без прямоугольников.
В [13] приведено ошибочное доказательство того, что λ∗(n) > n1/2−o(1)

при достаточно больших n.
На самом деле, не очевидно даже, что λ(n) > 1 при некотором n.

Впрочем, можно проверить, что λ(n) = 1 для n 6 4 и что λ(n) >

λ∗(5) = 7/6 для всех n > 5, предъявив подходящую матрицу поряд-
ка 5 [7]. В 1973 г. первый из авторов в курсовой работе показал, что
λ∗(n) > 3/2 − o(1), построив конкретный пример матрицы, на которой
достигается это неравенство. Фактически было доказано чуть больше, а
именно, что 2 > λ∗

3(n) > 3/2 − o(1), где определение функции λ∗
3(n) от-

личается от определения λ∗(n) тем, что вместо сложности реализации
произвольными схемами в базисе {⊕} рассматриваются схемы глуби-
ны 3 (и только матрицы, реализуемые такими схемами). Впоследствии
К. А. Зыков [8] усовершенствовал упомянутую конструкцию и доказал,
что λ∗

3(n) > 12/7 − o(1). Он же [7] показал, что λ∗(n) > 2 − o(1).
Далее будет показано, что

λ∗(n) > Θ(n1/2)/(log n log log n),

что даже усиливает гипотетический результат из [13], причём оценка до-
стигается на двух конкретных примерах матриц без прямоугольников —
фактически тех самых примерах, которые предлагались в [13] и [15].

Заметим, что из упоминаемой ниже верхней оценки веса матриц без
прямоугольников очевидно вытекает верхняя оценка λ∗(n) = O(n1/2).

Если не ограничиваться матрицами без прямоугольников, то О. Б. Лу-
панов в 1960-x гг. в неопубликованной работе показал, что для матрицы
Сильвестра (о ней см. ниже) отношение сложности вентильной схемы
глубины два к сложности вентильной схемы по модулю два∗ той же глу-
бины по порядку не меньше n1/2/ log n.

Далее будет также показано, что

λ(n) > Θ(n/c
√

log n log log n),

причём эта оценка достигается на конкретной матрице, построенной в
работе [24]. Более того, используя результат М. И. Гринчука [6], можно

∗В отличие от обычных вентильных схем, в случае схем по модулю два элемент ai,j

реализуемой такой схемой матрицы равен 1 тогда и только тогда, когда число всех
различных путей в схеме, соединяющих (входной и выходной) полюсы i и j, нечётно.
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показать, что

O(n/ log n) > λ(n) > Θ
(
n/ logO(1) n

)
,

но указать явно матрицу, на которой достигается нижняя оценка, не
удаётся.

1. Первый пример — матрица Нечипорука

Пусть p — нечётное простое число. Рассмотрим кольцо

Kp = GF(2)[x]/(xp + 1).

Пусть элементы кольца Kp (классы эквивалентных по модулю xp + 1
многочленов) кодируются коэффициентами (единственного) многочлена
из класса степени, меньшей p.

В кольце Kp элемент x (более точно, эквивалентный класс с предста-
вителем x; в дальнейшем подобные оговорки будут опускаться) является
корнем степени p из единицы. Таким образом, определено односторон-
нее ДПФ (дискретное преобразование Фурье) порядка p в данном кольце
(одностороннее означает, что обратного преобразования не существует).

Пусть f0, . . . , fp−1 ∈ Kp. Тогда компоненты ДПФ вектора (f0, . . . , fp−1)
задаются формулами

f∗
j =

p−1∑

i=0

fix
ij , j = 0, . . . , p − 1.

Обозначим через Hp матрицу этого преобразования. Через E0 обозначим
единичную матрицу размера p × p, а через Ei — матрицу, получаемую
из E0 циклическим сдвигом строк на i позиций вниз.

По свойству выбранного представления элементов кольца Kp умно-
жение на xk выполняется циклическим сдвигом коэффициентов — со-
ответствующее преобразование задаётся матрицей Ek. Следовательно,
матрица Hp имеет вид

Hp =




E0 E0 . . . E0 . . . E0

E0 E1 . . . Ej . . . Ep−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
E0 Ei . . . Eij . . . Ei(p−1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
E0 Ep−1 . . . E(p−1)j . . . E(p−1)2




.
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Проверим тот факт, что матрица Hp не содержит прямоугольников.
Воспользуемся разбиением указанной матрицы на горизонтальные и вер-
тикальные полосы ширины p, нумеруя их от 0 до p− 1. Заметим, что на
пересечении i-й горизонтальной и j-й вертикальной полосы расположена
матрица Eij .

Предположим, что некоторые две строки и некоторые два столб-
ца матрицы Hp в пересечении образуют «единичный» прямоугольник.
Пусть эти строки расположены в i1-й и i2-й горизонтальных полосах,
а столбцы — в j1-й и j2-й вертикальных полосах. Очевидно, i1 6= i2 и
j1 6= j2, так как в любой строке и любом столбце матрицы Ek содержит-
ся ровно по одной единице.

Легко видеть, что для любой строки i-й горизонтальной полосы рас-
стояние между единицами из l1-й и l2-й вертикальных полос, где l1 < l2,
совпадает с i(l1 − l2) по модулю p. Согласно предположению имеем сов-
падение по модулю p расстояний между единицами i1-й и i2-й полос на
пересечении с j1-м и j2-м столбцами. Таким образом,

i1(j1 − j2) ≡ i2(j1 − j2) mod p,

откуда следует
(i1 − i2)(j1 − j2) ≡ 0 mod p,

что невозможно в силу того, что 0 < |i1 − i2|, |j1 − j2| < p.
Матрица Hp является матрицей Нечипорука [15] (ранее эта матрица

была построена в [25]), в которой строки и столбцы нумеруются двой-
ными индексами (a, b) и (x, y) соответственно, а единица стоит на пере-
сечении строки (a, b) и столбца (x, y) в том и только том случае, когда
y ≡ ax + b mod p. Для столбцов следует принять лексикографический
порядок нумерации:

(x, y) = (0, 0), (0, 1), . . . , (0, p − 1), (1, 0), . . . , (1, p − 1), . . . . . . , (p − 1, p − 1),

а для строк несколько видоизменённый:

(a, b) = (0, 0), (0, 1), . . . , (0, p − 1), (p − 1, 0), (p − 1, 1), . . . , (p − 1, p − 1),

(p − 2, 0), (p − 2, 1) . . . , (p − 2, p − 1), . . . . . . , (1, 0), (1, 1), . . . , (1, p − 1).

Проверим: i-ю горизонтальную полосу такой матрицы определяет со-
отношение a = −i mod p, а j-ю вертикальную — соотношение x = j.
Тогда позиции единиц матрицы в пересечении полос определяются из
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соотношения y ≡ −ij + b mod p, где b и y нумеруют строки и соответ-
ственно столбцы данной подматрицы. Это в точности матрица Eij , что
и требовалось доказать.

Очевидно, ν(Hp) = p3. Покажем, что сложность линейного преоб-
разования с матрицей Hp, т. е. ДПФ порядка p в кольце Kp, составля-
ет O(p2 log p log log p). Для этого воспользуемся известным приёмом —
сведе́нием ДПФ порядка p к циклической свёртке двух векторов дли-
ны p над Kp. Эта свёртка сводится к умножению двоичных многочленов
степени не выше 2p2 − 1.

Сведе́ние ДПФ к свёртке можно выполнить, например, методом Блю-
стейна или методом Райдера (см., например, [3]). Изложим первый из них
как более простой. Положим β = x(p−1)/2 ∈ Kp. Заметим, что β−2 = x.
Тогда

f∗
j =

p−1∑

i=0

fix
ij = β−j2

p−1∑

i=0

β(j−i)2β−i2fi = β−j2
∑

i+k≡j mod p

UkVi = β−j2
Cj ,

где Uk = βk2
, Vi = β−i2fi. Поскольку умножение на степени β выпол-

няется с нулевой сложностью, сложность ДПФ порядка p совпадает со
сложностью вычисления компонент C0, . . . , Cp−1 циклической свёртки
векторов (U0, . . . , Up−1) и (V0, . . . , Vp−1). Определим многочлены u(y) =∑

Uiy
i, v(y) =

∑
Viy

i, c(y) =
∑

Ciy
i. По построению

c(y) = u(y)v(y) mod (yp + 1).

Это умножение можно интерпретировать как умножение в кольце

Kp,2 = (GF(2)[x]/(xp + 1))[y]/(yp + 1) ∼= GF(2)[x, y]/(xp + 1, yp + 1).

Оно стандартным образом (при помощи подстановки Кронекера) сводит-
ся к умножению двоичных многочленов степени 2p2 − 1. Справедлива
более общая, чем требуется в данном случае,

Лемма 1. Умножение в кольце

Kp,t = GF(2)[x1, x2, . . . , xt]/
(
xp

1 + 1, xp
2 + 1, . . . , xp

t + 1
)

выполняется билинейной схемой сложности O((2p)tt log p log(t log p)) и

глубины O(t log p).

Доказательство. Элементы кольца Kp,t представляются многочле-
нами переменных x1, . . . , xt степени не выше p−1 по каждой переменной.
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В результате умножения таких многочленов (без приведения по моду-
лям) получается многочлен степени не выше 2p − 2 по каждой перемен-
ной. Рассмотрим замену переменных

x1 = x, x2 = x2p, . . . , xt = x(2p)t−1
,

которая элементы Kp,t переводит в двоичные многочлены переменной x
степени меньше (2p)t/2. Обратная замена выполняется по правилу

x[mt,...,m1]2p = xmt
t · . . . · xm1

1 ,

где [mt, . . . , m1]2p — запись числа в системе счисления с основанием 2p.
Указанная замена сохраняет произведение многочленов t перемен-

ных, если оно имеет степень не выше 2p − 1 по каждой из переменных.
Это легко проверить, так как в силу линейности проверку можно огра-
ничить мономами.

Замена переменных в обе стороны выполняется с нулевой сложно-
стью. Умножение двоичных многочленов степени m можно выполнить
билинейным алгоритмом А. Шёнхаге [28] сложности O(m log m log log m)
и глубины O(log m). Приведение произведения по модулям xp

i +1 по сути
есть приведение подобных слагаемых и выполняется со сложностью (2p)t:
независимых слагаемых — pt, подобных слагаемых в каждой группе —
не более 2t. Лемма 1 доказана.

Билинейность означает, что в случае, когда один из множителей яв-
ляется постоянным, схема умножения вырождается в схему над бази-
сом {⊕, 0}.

В рассматриваемом случае постоянным является множитель u(y).
Таким образом, сложность ДПФ порядка p над Kp и, как следствие,
L⊕(Hp), составляют O(p2 log p log log p), откуда вытекает оценка

L∨(Hp)

L⊕(Hp)
> Θ(p)/(log p log log p).

2. Второй пример — циркулянтная матрица

Циркулянтной называется квадратная матрица, каждая строка ко-
торой получается циклическим сдвигом предыдущей строки на одну по-
зицию. Таким образом, циркулянтная (n × n)-матрица имеет вид




a0 a1 . . . aj . . . an−1

an−1 a0 . . . aj+1 . . . an−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2 . . . aj−1 . . . a0


 .
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Как известно (см., например, [21]), линейное преобразование с цирку-
лянтной матрицей есть циклическая свёртка с вектором, образованным
коэффициентами первой строки матрицы. Используя метод Шёнхаге
умножения многочленов с коэффициентами из поля GF(2), умножение
булевского вектора на булевскую циркулянтную матрицу по модулю два
можно реализовать со сложностью O(n log n log log n).

Для построения циркулянтной матрицы без прямоугольников рас-
смотрим множество S = {s1, . . . , sk} ⊂ Zn, в котором все разности si−sj ,
где i 6= j, различны (эта конструкция имеется в [13], но была известна и
ранее). Такое множество называется множеством Сидона [27]. Для всех
i = 1, . . . , k положим asi = 1, а остальные aj положим равными нулю.

Определённая таким способом циркулянтная матрица состоит из k
циклических единичных диагоналей, проходящих через si-е позиции пер-
вой строки. Величины si − sj имеют смысл расстояния между соответ-
ствующими диагоналями. Единицы, стоящие на одинаковых позициях в
некоторых двух строках, относятся к разным циклическим диагоналям.
Следовательно, если бы по две единицы в некоторых двух строках были
расположены на одних и тех же позициях, то для каждой из строк эти
единицы относились бы к различным (упорядоченным) парам цикличе-
ских диагоналей, но это противоречит построению: расстояния между
диагоналями не повторяются. Поэтому построенная матрица не содер-
жит прямоугольников.

Известно, что k = Θ(
√

n), в частности, k <
√

n + 1/2 (см., напри-
мер, [27]). Следуя [27], приведём несколько примеров, в которых дости-
гается асимптотическая оценка k ∼ √

n.

(i) Множество Ружи. Пусть n = p(p − 1), где p — простое число,
а ζ — порождающий элемент мультипликативной группы поля GF(p).
Положим k = p − 1, а si определим из соотношений

si ≡ i mod (p − 1), si ≡ ζi mod p.

(ii) Множество Боуза. Пусть n = q2 − 1, где q — степень простого
числа, k = q. Пусть θ — примитивный элемент в поле GF(q2). Положим
S = {si ∈ [0, q2 − 1] | θsi = θ + αi, GF(q) = {α1, . . . , αq}}.

(iii) Множество Зингера (см. также [17]). Пусть n = q2 + q + 1,
q — степень простого числа, k = q + 1. Пусть θ — примитивный элемент
в поле GF(q3). Положим

S = {0}∪{si ∈ [1, q2 +q+1] | θsi/(θ+αi) ∈ GF(q), GF(q) = {α1, . . . , αq}}.
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Для построения описанной выше циркулянтной матрицы без прямо-
угольников вместо множества Сидона можно с тем же успехом исполь-
зовать близкое к нему (n, k, 1)-разностное множество (k-элементное под-
множество Zn, разности элементов которого различны и образуют Zn).
Зингер [17, 27] построил семейство разностных множеств, одно из ко-
торых совпадает с указанным выше множеством Сидона. (Подробнее о
разностных множествах и примере Зингера см. [17].)

Известно, что матрица, построенная на основе множества Зингера,
фактически совпадает с матрицей, строки которой представляют собой
характеристические функции прямых конечной проективной плоскости
порядка q. Тот факт, что матрица не содержит прямоугольников, вытека-
ет из того, что любые две прямые проективной плоскости пересекаются
ровно в одной точке. С этой точки зрения матрица Нечипорука пред-
ставляет собой матрицу характеристических функций прямых конечной
аффинной плоскости порядка p. Разумеется, в последней можно взять
вместо p степень любого простого числа, если в качестве аффинной плос-
кости использовать координатную плоскость над конечным полем GF(q)
(подобные вопросы рассматриваются, например, в [10]).

Во всех приведённых примерах матрицы относятся к числу наиболее
плотных в классе матриц без прямоугольников: несложно убедиться в
том, что (n×n)-матрица без прямоугольников не может иметь вес более
n1,5+n/2. Примечательно, что при этом циркулянтная матрица, основан-
ная на множестве Зингера, имеет в точности максимально возможный
вес для n = q2 + q + 1 (доказательство этого факта можно найти в [10]
или [18]).

М. И. Гринчук доказал в [6] существование циркулянтных булевских
(n×n)-матриц Zn таких, что L∨,&(Zn) > Θ(n2/ logO(1) n) (на самом деле,
он конкретно указал константу в знаке O(1) и получил аналогичный ре-
зультат для сложности реализации таких матриц вентильными схемами
как глубины два, так и произвольной глубины). Отсюда и из указанной
выше оценки сложности умножения циркулянтной матрицы на вектор
по модулю два следует, что λ(n) > Θ(n/ logO(1) n). Однако эта оценка
неэффективна, так как матрица, на которой она достигается, не указа-
на явно. Из упоминавшейся выше принадлежащей О. Б. Лупанову [11]
верхней оценки L∨(Mn) = O(n2/ log n) вытекает, что λ(n) = O(n/ log n).

3. Обобщения первого примера

Рассмотрим умножение на константу

a =
∑

{06k1<p, ..., 06kt<p}
a(k1, ..., kt)x

k1
1 · . . . · xkt

t .
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в кольце Kp,t (см. лемму 1). Для коэффициентов A(i1, ..., it),(j1, ...,jt) мат-
рицы умножения на a имеет место свойство цикличности

A(i1, ..., it),(j1, ...,jt) = a( (i1−j1) mod p, ..., (it−jt) mod p ). (1)

Действительно, коэффициент c(i1, ..., it) при мономе xi1
1 · . . . · xit

t произве-

дения ab ∈ Kp,t, где b =
∑

b(j1, ..., jt)x
j1
1 · . . . · xjt

t , вычисляется по формуле

c(i1, ..., it) =
∑

{(j1+k1) mod p=i1, ..., (jt+kt) mod p=it}
a(k1, ..., kt)b(j1, ..., jt).

Ясно, что циклическая в смысле (1) матрица есть матрица умно-
жения на некоторую константу кольца Kp,t. Соответствующее линейное
преобразование можно реализовать способом леммы 1.

1. Матрица Брауна [4]. Пусть p — простое число. Если выбрать в
качестве первой строки «циклической» (p3, p3)-матрицы булевский век-
тор, изображающий характеристическую функцию p-ичной трёхмерной
сферы x2 + y2 + z2 = α, то остальные строки матрицы со свойством
цикличности (1) будут изображать характеристические функции сфер
(x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = α, полученных из исходной сферы произ-
вольным сдвигом, a, b, c ∈ GF(p). Параметр α ∈ GF(p) выбирается так,
что любые три такие сферы пересекаются не более чем в двух точках,
поэтому матрица не содержит прямоугольников размера 3×3. Мощность
каждой сферы равна p2 − p, поэтому вес матрицы равен p5 − p4. Следо-
вательно, согласно [12] нижняя оценка сложности реализации монотон-
ными схемами системы дизъюнкций, определяемой такой матрицей Cn,
где n = p3, имеет вид L∨,&(Cn) > (1/4 − o(1))n5/3, а очевидная верхняя
оценка равна L∨(Cn) = O(n5/3). Согласно лемме 1 верхняя оценка слож-
ности реализации линейного преобразования по модулю два, определя-
емого матрицей Cn, есть L⊕(Cn) = O(n log n log log n). Поэтому имеем
эффективный пример булевской (n × n)-матрицы Cn такой, что

L∨,&(Cn)

L⊕(Cn)
> Θ(n2/3)/(log n log log n).

2. Матрица Коллара — Роньяи — Жабо [24]. Пусть p — простое
число, t ∈ N. В качестве первой строки (pt, pt)-матрицы выберем вектор,
изображающий характеристическую функцию множества x(pt−1)/(p−1)= 1
в поле GF(pt) (это множество элементов нормы 1). В матрице, достроен-
ной по правилу (1), любая строка изображает характеристическую функ-
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цию множества (x−α)(p
t−1)/(p−1) = 1 при некотором α ∈ GF(pt). Элемен-

ты поля GF(pt) кодируются p-ичными векторами длины t — коэффици-
ентами разложения в некотором базисе над GF(p). В [24] показано, что
данная матрица не содержит прямоугольников размера t × (t! + 1) (и, в
силу симметрии, размера (t! + 1) × t). Мощность множества единичной
нормы в GF(pt) равна (pt − 1)/(p− 1). Поэтому из [12] для этой матрицы
Rn, n = pt, имеем оценки

L∨(Rn) &
n2−1/t

t · t! , L∨,&(Rn) &
n2−1/t

t2t!
.

С другой стороны, L⊕(Rn) = O(2tn log n log log n) согласно лемме 1. При
t ≍ log p/ log log p получаем

L∨,&(Rn)

L⊕(Rn)
> Θ(n/c

√
log n log log n),

где c — постоянная.

4. Замечания

Упомянутые верхние оценки можно также распространить на слу-
чай матриц над произвольным коммутативным кольцом K — в базис
при этом надо включить линейные арифметические операции: сложение,
вычитание и умножение на константы из K (первый пример годится не
для всех колец). Оценки сложности в обоих примерах зависят от ал-
горитма умножения над K и могут быть записаны в виде O(M(n)) (в
первом примере n = p2), где M(k) — сложность алгоритма умножения
многочленов степени k. Оценка M(k) = O(k log k log log k) справедлива
при любом K [22]. В некоторых случаях она может быть улучшена: на-
пример, для K = C имеет место M(k) = O(k log k), что влечёт оценку
сложности матриц из обоих примеров O(n log n).

Во время написания [13] не был известен метод Шёнхаге быстрого
умножения, понятия ДПФ и циклической свёртки были малоизвестны,
иначе бы то, что написано здесь, давно было бы кем-нибудь опублико-
вано. Тем не менее заметим, что, например, для зингеровой матрицы
без прямоугольников результат λ(n) > nO(1) можно было получить, ис-
пользуя вместо метода Шёнхаге простейший «троичный» вариант мето-
да Тоома для умножения двоичных многочленов с оценкой сложности
O(nlog3 5) (для этого достаточно рассмотреть умножение многочленов с
коэффициентами не в поле GF(2), а в поле GF(23), или даже GF(22), ес-
ли применить один известый трюк). «Двоичный» вариант метода Тоома,
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т. е. метод Карацубы, для этого недостаточен. Любопытно, однако, что,
тем не менее, в случае матрицы Нечипорука при p = 7, используя для
вычисления ДПФ 7-го порядка метод Райдера сведения его к цикличе-
ской свёртке 6-го порядка и вычисляя последнюю методом Карацубы в
сочетании с обычным методом умножения квадратных трехчленов, по-
лучаем неравенство λ(49) > 42/41.

Основные результаты статьи относительно функции λ(n) остаются,
очевидно, справедливыми, если в её определении заменить L∨(Mn) слож-
ностью реализации этой матрицы вентильными схемами и вентильными
схемами глубины два, а также просто весом матрицы. В последнем слу-
чае пример матрицы, для которой соответствующее отношение не мень-
ше n/2 + 1/(2n − 2), строится тривиально — это матрица Qn, всюду за-
полненная единицами, кроме соседней с главной диагонали, так как для
неё L⊕(Qn) 6 2n − 2. Очевидно также, что L∨(Qn) 6 3n − 6. В то же
время сложность реализации этой матрицы вентильными схемами глуби-
ны два по порядку равна n log n согласно известному результату Анселя
и Р. Е. Кричевского [2, 10], а сложность реализации произвольными вен-
тильными схемами по порядку равна n согласно результату, полученно-
му независимо Чандра, Форчуном и Липтоном [23] и М. И. Гринчуком [5].
На самом деле, М. И. Гринчук получил и нижнюю, точную по порядку,
оценку. А именно, он показал, что сложность реализации вентильными
схемами глубины h матрицы Pn, в которой единицы стоят ниже глав-
ной диагонали, а на ней и выше — нули, равна по порядку nFh(n), где
F1(n) = n, F2(n) = ⌈log2 n⌉, F2(n) = 0 при n 6 1, F3(n) = 1+⌈log2 log2 n⌉,
F3(n) = 0 при n 6 1, Fh(n) = G(Fh−2(n), n), где оператор G(f(n), n) для
произвольной функции f(n) такой, что f(0) = 0, f(n) < n при n > 0,
определяется как минимальное натуральное m такое, что f (m)(n) 6 1,
где f (0)(n) = n, f (m)(n) = f(f (m−1)(n)). В [23] вместо функции Fh(n)
использовалась другая функция, определение которой основывалось на
обращении рекурсивной функции Аккермана.

Вопрос о получении нетривиальных эффективных нижних оценок
L⊕(Mn) для конкретных матриц представляется трудным. Очевидно,
что в классе всех циркулянтных матриц такой оценки нет, так как для
матрицы Jn, получаемой из упомянутой выше матрицы Qn удалением
одной единицы, справедлива оценка L⊕(Jn) 6 2n − 1. Алон, Карчмер и
Вигдерсон [19] получили для сложности реализации вентильными схема-
ми по модулю два глубины два произвольной булевой матрицы Адамара
An (т. е. (n, n)-матрицы (в булевом случае), расстояние Хэмминга между
любыми двумя строками которой равно n/2) нижнюю оценку Θ(n log n).
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Для одной из таких матриц, а именно, для матрицы Сильвестра∗ Sn,
они получили верхнюю оценку O(n) сложности реализации произволь-
ными вентильными схемами по модулю два (а в случае её реализации
вентильными схемами по модулю два глубины два — оценку Θ(n log n)).
Их методом, используя представление Sn = Dn × DT

n , где Dn — матри-
ца, образованная всеми n различными булевыми строками длины log2 n,
можно показать, что L⊕(Sn) 6 3n, причём одновременно глубина схемы
равна O(log n).

Представляет интерес также вопрос об оценке величины

Λ(n) = max
An

L⊕(An)

L∨(An)
,

в какой-то мере обратной к λ(n). Из верхней оценки О. Б. Лупанова [11]
для L⊕(An) следует, что Λ(n) = O(n/ log n). Можно предположить, что
Λ(n) → ∞. Если Λ(n) > 3+ε, то получится контрпример к теореме 1 [13].

Рассмотрим матрицу Bn порядка n = 2k, составленную из трёх под-
матриц Bn/2 и одной подматрицы того же размера, состоящей толь-
ко из единиц. По аналогии с матрицей Сильвестра можно представить
Bn как произведение матриц Dn и DT

n , при этом в определении опе-
рации умножения матриц вместо сложения по модулю два использу-
ется дизъюнкция. Тогда аналогично оценке L⊕(Sn) 6 3n можно до-
казать, что L∨(Bn) 6 3n. Легко доказать, что L⊕(Bn) = O(n log n).
Можно предположить, что L⊕(Bn)/n → ∞. Если удастся доказать, что
L⊕(Bn) = o(n log n), то получится, что преобразование Мёбиуса, перево-
дящее многочлен Жегалкина в совершенную д.н.ф., имеет тоже слож-
ность o(n log n), так как она равна L⊕(Bn) + O(n).

Справедливость ряда утверждений из работы [13], по всей видимости,
до сих пор остаётся под вопросом. Например, верно ли, что сложность
линейного булева оператора в базисе Жегалкина {⊕, &, 0, 1} совпада-
ет с его сложностью в линейном базисе {⊕, 0} (предложение 1 из [13])?
Известно, что ответ на аналогичный вопрос с операцией дизъюнкции
вместо ⊕ — отрицательный [29].
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18. Эрдёш П., Спенсер Дж. Вероятностные методы в комбинаторике. —

M.: Мир, 1976. — 130 c.
19. Alon N., KarchmerM., WigdersonA. Linear circuits over GF(2) //

SIAM J. Comput. — 1990 — Vol. 19, N 6. — C. 1064–1067.
20. BernsteinD. J. The transposition principle //

http://cr.yp.to/transposition.html



18 С. Б. Гашков, И. С. Сергеев18 С. Б. Гашков, И. С. Сергеев18 С. Б. Гашков, И. С. Сергеев

21. BiniD., PanV. Polynomial and matrix computations. Vol. 1. — Boston:
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