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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû êâàäðàòíûõ áóëåâûõ ìàòðèö A,
òàêèõ, ÷òî ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ìàòðèöû A è äîïîëíèòåëüíîé ìàòðèöû Ā
âåíòèëüíûìè ñõåìàìè ðàçëè÷àåòñÿ ñóùåñòâåííî.

Íàïîìíèì, ÷òî âåíòèëüíàÿ (m,n)-ñõåìà � ýòî îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè-
÷åñêèé ãðàô, â êîòîðîì n âåðøèí îòìå÷åíû êàê âõîäû è m âåðøèí îòìå÷åíû
êàê âûõîäû. Âåíòèëüíàÿ ñõåìà ðåàëèçóåò áóëåâó m × n-ìàòðèöó A òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ëþáûõ i è j âûïîëíåíî: A[i, j] = 1 ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî â ñõåìå èìååòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç j-ãî âõîäà â i-é âûõîä. Ñëîæíî-
ñòüþ ñõåìû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðåáåð â íåé, à ãëóáèíîé � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà
îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè. Ïîäðîáíåå ñì. â [1].

Ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé ïî ÷èñëó ðåáåð ñõåìû, ðåàëèçóþùåé ìàòðèöó A,
îáîçíà÷àåì ÷åðåç L(A); ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé ñõåìû ãëóáèíû d � ÷åðåç
Ld(A).

Â ðàáîòå [2] ìåòîäîì [3] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå n× n-ìàòðèö A, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

L(Ā)/L(A) = Ω(n/ log3 n).

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì îá àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòè [1, 4] êëàñ-
ñà áóëåâûõ ìàòðèö ïîäîáíîå îòíîøåíèå íå ìîæåò ïî ïîðÿäêó ïðåâîñõîäèòü
n/ log n.

Íàçîâåì k-ïðÿìîóãîëüíèêîì ñïëîøü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà k × k.
Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ k-ðåäêîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò k-ïðÿìîóãîëüíèêîâ â
êà÷åñòâå ïîäìàòðèö.

Â [2] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû A, äîïóñêàþùåé ïðîñòóþ ðåàëèçà-
öèþ â ãëóáèíå 2, L2(A) = O(n log2 n), äîïîëíèòåëüíàÿ ìàòðèöà Ā ê êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ 2-ðåäêîé è èìååò ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî áîëüøîé âåñ (÷èñëî åäèíèö),
|Ā| = Ω(n5/4). Êàê ñëåäñòâèå èç [4], L(Ā) = L2(Ā) = |Ā|.

Íèæå ìàòðèöû, îáëàäàþùèå àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè, ñòðîÿòñÿ ÿâíî.

Òåîðåìà 1.
(i) Äëÿ íåêîòîðîé êîíêðåòíî çàäàííîé áóëåâîé n×n-ìàòðèöû C âûïîëíåíî

L(C̄)/L(C) = n · 2−O(
√

lnn ln lnn).
(ii) Äëÿ íåêîòîðîé êîíêðåòíî çàäàííîé áóëåâîé n × n-ìàòðèöû C âûïîë-

íåíî: L(C) = O(n), ìàòðèöà C̄ ÿâëÿåòñÿ 2-ðåäêîé è |C̄| = Ω(n4/3).
(Íàïîìíèì, ÷òî 2-ðåäêàÿ ìàòðèöà íå ìîæåò èìåòü âåñ âûøå n3/2 + n.)
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ïðîñòóþ êîìáèíàòîðíóþ ëåììó.
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Ëåììà 1. Ïóñòü n×n-ìàòðèöà A èìååò âåñ |A| > 2n3/2. Òîãäà îíà ñîäåðæèò
Ω((|A|/n)4) 2-ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêàæåì, ÷òî ñòðîêà ìàòðèöû ïîêðûâàåò ïàðó ñòîëáöîâ u,
åñëè â ïîçèöèÿõ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ýòèõ ñòîëáöîâ ñòîÿò åäèíèöû. Åñëè
îáîçíà÷èòü ÷åðåç ai ÷èñëî åäèíèö â i-é ñòðîêå ìàòðèöû A, òî îáùåå ÷èñëî
ïîêðûòèé ñòðîêàìè ïàð ñòîëáöîâ ìîæíî îöåíèòü êàê
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç bu ÷èñëî ñòðîê, ïîêðûâàþùèõ ïàðó ñòîëáöîâ u. Òîãäà∑
u bu = σ. ×èñëî 2-ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ìàòðèöå A ïðè ýòîì ðàâíî
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Ïóñòü n =
(
m
2

)
. Ïî áóëåâîém×m-ìàòðèöå A ïîñòðîèì n×n-ìàòðèöó B ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Çàíóìåðóåì ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû B 2-ýëåìåíòíûìè
ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà [m]. Ïîëîæèì B[a, b] = 1 â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê a è ñòîëáöîâ b â ìàòðèöå A ðàñïîëîæåí
2-ïðÿìîóãîëüíèê.

Ëåììà 2. Åñëè ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ k-ðåäêîé, òî ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ K-
ðåäêîé, K =

(
k−1

2

)
+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìàòðèöà B ñîäåðæèò K-ïðÿìîóãîëüíèê íà ïåðåñå-
÷åíèè ñòðîê s1, . . . , sK è ñòîëáöîâ t1, . . . , tK , òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò ïðÿìî-
óãîëüíèê íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê ∪si è ñòîëáöîâ ∪ti. Ïðè ýòîì | ∪ si|, | ∪ ti| > k,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò k-ðåäêîñòè ìàòðèöû A.

Ëåììà 3. Åñëè ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ k-ðåäêîé è |A| > 2m3/2, òî

L(B) = Ω

(( |A|
kn

)4
)
,

ïðè ýòîì L3(B̄) = O(n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1, |B| = Ω((|A|/n)4), à èç ëåììû 2 ñëåäóåò,
÷òî B ÿâëÿåòñÿ K-ðåäêîé. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Íå÷èïîðóêà [4]

L(B) >
|B|
K2

= Ω

(( |A|
kn

)4
)
.

Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöó B̄ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ãëóáèíû 3 è ëèíåé-
íîé ñëîæíîñòè. Íà âòîðîì è òðåòüåì óðîâíÿõ ñõåìû ðàçìåñòèì ïîm âåðøèí è
çàíóìåðóåì èõ ÷èñëàìè èç [m]. Âõîä a = {i, j} ñîåäèíèì ñ âåðøèíàìè i, j âòî-
ðîãî óðîâíÿ. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ âûõîäàìè è âåðøèíàìè òðåòüåãî óðîâíÿ.
Âåðøèíû âòîðîãî è òðåòüåãî óðîâíÿ ñîåäèíèì ðåáðàìè ñîãëàñíî ìàòðèöå Ā.
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Ïî ïîñòðîåíèþ, ñõåìà èìååò O(m2) ðåáåð. Òî, ÷òî ñõåìà ðåàëèçóåò ìàòðè-
öó B̄, âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïóòü, ñîåäèíÿþùèé âõîä a è âûõîä b ñîäåðæèòñÿ â
ñõåìå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîäìàòðèöà ìàòðèöû Ā, îáðàçîâàííàÿ
ñòðîêàìè b è ñòîëáöàìè a, íå ÿâëÿåòñÿ ñïëîøü íóëåâîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï. (i) òåîðåìû â êà÷åñòâå ìàòðèöû A âûáåðåì íîðì-
ìàòðèöó èç ðàáîòû [5], êîòîðàÿ ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ
∆-ðåäêîé è èìååò âåñ m2/∆, ãäå ∆ = 2O(

√
logm log logm). Ïîëîæèì C = B̄.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï. (ii) âûáåðåì â êà÷åñòâå ìàòðèöû A 3-ðåäêóþ ìàò-
ðèöó Áðàóíà [6] âåñà Θ(m5/3). Ïîëîæèì C = B̄. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîð áëàãîäàðåí Ñ. Þêíå çà ïðåäëîæåíèÿ ïî óñîâåðøåíñòâîâàíèþ äîêà-
çàòåëüñòâà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14-01-00671à.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A è B � äâå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n.
Îíè íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ìàòðèöà X ∈ Zn×n, ÷òî AX = XB è detX = ±1 (ïðè ýòîì ïèøóò
A ∼ B). Ìàòðèöà X íàçûâàåòñÿ òðàíñôîðìèðóþùåé ìàòðèöåé.

Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Zn×n èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí d(x) =
det(xE−A), êîòîðûé ðàñêëàäûâàåòñÿ íà íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë Q ìíîæèòåëè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðàòíîñòü êàæäîãî ìíîæèòåëÿ


