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Losungen zu den Ubungsaufgaben

Crahskurs Mathematik fir Informatiker
S. Jukna

Kapitel 1

1.1

1.3

(1) Angenommen, es gibt a # b € A mit g(f(a)) = g(f(b)). Da f injektiv ist, gilt f(a) #
f(b). Dann muss aber auch g(f(a)) # g(f(b)) gelten, da g injektiv ist. (2) und (3) folgen
analog.

(4) Wiirde es f(a) = f(b) fiir a # b € A gelten, so sollte auch g(f(a)) = g(f(b)) gelten, ein
Widerspruch zu der Injektivitdt von g o f. (5) und (6) folgen analog.

Beispiel: Wir betrachten die Mengen A = C' = {a}, B = {a, b} und die Abbildungen

{a} L {a,b} % {a}

mit f(a) = a und g(a) = g(b) = a. Dann ist g o f bijektiv, da g(f(a)) = g(a) = a gilt.
Aber f ist nicht surjektiv, da b nicht im Bildbereich von f liegt, und g ist nicht injektiv,
da g(a) = g(b) gilt.

Da die Implikation (3) = (1) trivial ist, reicht es die Implikationen (1) = (2) und (2) = (3)
zu zeigen. Sei A = {ai,...,a,}. Die Mengen f~(a1),..., f '(axn) stellen eine Zerlegung
der Menge A dar, woraus

n

Y I @) =14l =n

i=1
folgt.

(1) = (2): Ist f surjektiv, so sind alle n Terme |f~*(a;)| ungleich Null. Da alle diese n
Terme positiv sind und ihre Summe die Zahl n nicht iiberschreiten darf, kann dies nur
dann der Fall sein, wenn |f~*(a;)| = 1 fiir alle i = 1,...,n gilt. Somit kénnen keine zwei
Elemente in ein Element abgebildet werden, was die Injektivitdt von f bedeutet.

(2) = (3): Ist f: A — A injektiv, so miissen alle f(a1),..., f(an) verschiedene Elemente
der Menge A sein. Da aber A nur n Elementen enthélt, ist damit f eine Permutation dieser
Elemente.

Es reicht nur die Richtung (=) zu zeigen (die andere ist vollig klar). Es gelte daher

{{fatfa. 0} = {{e} 4 d} }.

Dann muss das Element {a} der ersten Menge zu der zweiten Menge gehoren. Da aber
diese (zweite) Menge nur eine einzige 1-ementige Menge {c} als ihr Element enthélt, muss
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{a} = {c} und damit auch a = ¢ gelten. Nach demselben Argument muss auch {a,b} =
{c,d} = {a,d} gelten (wir haben ja a = c bereits bewiesen), woraus b = d folgt.

1.4 Diese Aufgabe testet, wie gut Sie die Definitionen der Mengengleichheit und der Abbildun-

1.5

gen verstanden haben. Um die Mengengleichheit A = B zu zeigen, muss man die beiden
Inklusionen A C B und B C A zeigen. (Ein héufiger Fehler ist, nur eine davon zu zeigen.)
Das Wichtigste in der Definition einer Abbildung f : X — Y ist:

aus U,V CY und UNV =0 folgt f~(U)Nf~ (V) =0.

Wiirde es namlich ein Element 2 € X sowohl in f~!(U) wie auch in f~!(V) liegen, so sollte
es nach der Definition des Urbides f~!(U) sowohl f(x) € U wie auch f(z) € V gelten. Dies
ist aber nicht moglich, wenn die Mengen U und V' disjunkt sind.

(1) Sei nun U C Y eine beliebige Teilmenge. Um die Inklusion f~* (Y \U) C X \ f~(U)
zu zeigen, sei # € X ein Element in dem Uhrbild f~*(Y \ U). Dann gilt auch f(z) ¢ U,
woraus € f~1(U) und damit auch z € X \ f~1(U) folgt.

Um die umgekehrte Inklusion X \ f~1(U) C f~'(Y \ U) zu zeigen, sei x € X ein Element
von X, der nicht in dem Uhrbild f~'(U) von U liegt. Dann gilt f(z) € Y \ U, woraus
z € f7Y Y\ U) folgt.

(2) Um die Inklusion f~1(UNV) C f~Y(U)N f~(V) zu zeigen, sei € f~(UNV). Dann
muss das Bild f(z) von x sowohl in U wie auch in V liegen. Somit muss das Element z
selbst sowohl in f~(U) wie auch in f~(V) liegen, woraus = € f~*(U) N f~*(V) folgt.
Um die Inklusion f~'(U) N f~Y(V) C f~1(UNV) zu zeigen, sei x € f~H({U) N f~1(V).
Dann muss es Elemente y1 € U und y2 € V mit f(z) = y1 und f(z) = y2 geben. Da aber
f eine Abbildung ist, muss dann y1 = y2 gelten. D.h. das Element y1 = f(z) gehort zu
beiden Mengen U und V, woraus = € f~(U NV) folgt.

(8) Sei y € f(AN B). Dann gibt es ein z € AN B mit f(z) = y. Da aber x zu beiden
Mengen A und B gehort, gehort auch y zu beiden Mengen f(A) und f(B).

Die umgekehrte Inklusion f(A)N f(B) C f(AN B) gilt aber i.A. nicht! Seien zum Beispiel
X ={a,b,c}, A= {a,b}, B = {b,c} und betrachte die Abbildung f mit f(a) = f(c) =y
und f(b) = z mit y # z Dann gehort zwar das Element y zu f(A) N f(B) = {y}, es gehort
aber nicht zu f(AN B) = f({b}) = {=}.

(4) Nach der Definition von f~' ist f~'(f(A)) = {z € X: f(z) € f(A)}. Gehort nun ein
Element x zu der Menge A, so gehort auch f(z) zu dem Bild B = f(A) von A. Dann muss
aber das Element 2 zu dem Urbild f~*(B) = f~(f(A)) gehoren.

Die umgekehrte Inklusion f~'(f(A)) C A gilt aber nicht! Betrachte zum Beispiel die
Mengen X = {a,b}, Y = {y}, A={a} und sei f(a) = f(b) = y.

FHIA) = 77 () = {a, b} Z {a} = A.

Sei B = (V, E) ein Baum mit E # () und sei p = (v1,v2,...,v,) ein lingster einfacher Weg
in B. Wir behaupten, dass dann der erste und der letzte Knoten den Grad 1 haben, d.h.
d(v1) =1 und d(vy) = 1 gilt.

Wire d(v1) > 1, dann miisste es einen zu v; adjazenten Knoten x € V geben mit x # v2. Da
x # v; fur alle 1 <4 < r gilt (es gébe sonst einen Kreis in B und B wére nicht azyklisch),
ist p’ = (x,v1,v2,...,v,) ein einfacher Weg in B, der im Widerspruch zur Annahme linger
als p ist. Es gilt also d(v1) = 1. Eine analoge Argumentation zeigt d(v,) = 1.



1.6

1.7

331

Sei f:V — {1,2,...,r} eine legale Farbung von G = (V, E) mit r = x(G) Farben. Wegen
der Legalitdt von f muss jede Knotenmenge f_l(i)7 ¢ =1,...,r eine unabhingige Menge
sein und kann daher nicht mehr als «(G) Knoten enthalten. Da diese Knotenmengen auch
disjunkt sind (f ist ja eine Abbildung), muss daher n = [V| = >7_ [f'(i)] < 7 a(G)
und somit auch x(G) =r > a(G) gelten.

Die zweite Ungleichung x(G) < n—a(G)+1 ist wiederum einfach zu beweisen: Wir nehmen
eine beliebige unabhéngige Menge S C V mit |S| = a(G) Knoten und firben alle Knoten
in S mit einer Farbe. Um eine legale Farbung des ganzen Graphen zu erhalten, reicht es
zu jedem der verbleibenden n — |S| = n — a(G) Knoten seine eigene Farbe zu zuweisen.

Zunichst zeigen wir, dass die Abbildung f : € — N mit f(0) = 0 und f(X) = > . 2°
fiir @ # X € & surjektiv ist. Sei n € N eine beliebige natiirliche Zahl, n # 0, und sei
n = Zf:l €;2" ihre Bindrdarstellung. Dann gilt n = f(X) mit X = {i: ¢; = 1}. Somit ist
die Abbildung f surjektiv.

Nun zeigen wir, dass die Abbildung f auch injektiv ist. Seien X # Y zwei beliebige endliche
Teilmengen von N und sei k£ die grofste Zahl in der symmetrischen Differenz X & Y. Wir
kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass k € X und k ¢ Y gilt. Dann ist die Differenz

Die Summe Z;:Ol 2" ist eine geometrische Reihe Zi‘:ol z" mit 2 = 2 und ist daher gleich

(" —1)/(x — 1) = 2 — 1. Somit ist die Differenz f(X) — f(Y) > 1 ungleich Null, woraus
f(X) # f(Y) folgt. Die Abbildung f ist also auch injektiv.

Da f surjektiv wie auch injektiv ist, ist die Menge £ abzahlbar.

Kapitel 2

2.1

2.3

2.4

Sei n die Anzahl der Biicher, die Hans hat. Den Fall n > 1000 kénnen wir ausschliefsen,
denn dann wiirden beide Aussagen A und C' richtig sein. Den Fall 1 < n < 1000 kénnen
wir auch ausschliefien, denn dann wiirden beide Aussagen B und C richtig sein. Also bleibt
nur der Fall n = 0 (Hans hat keine Biicher) iibrig; in diesem Fall ist nur die Aussage B
richtig.

Es gibt viele Moglichkeiten dies zu beweisen. Man kann z. B. das Universum M = {0,1}
betrachten mit zwei Pradikaten P(z) fiir »2 = 0« und Q(z) fir »2 = 1«. Dann gilt zwar
Vo : P(xz)V Q(x), die Aussage (Vo : P(x)) V (Vx : Q(x)) gilt aber nicht, da P(1) und Q(0)
falsch sind. Genauso gilt (3z : P(x)) A (3z : Q(z)), da P(0) A Q(1) wahr ist. Die Aussage
Jz: P(xz) A Q(z) gilt aber wegen 1 # 0 nicht.

Sei angenommen, dass a > 2 ein Teiler von n und ein Teiler von n+1 ist. Dann ist n = a- k
und n + 1 = a - k' fiir zwei ganze Zahlen k und k¥'. Alsoist 1 =a-k' —a-k=a- (K — k).
Daraus folgt 1/a = k' — k. Da k' — k eine ganze Zahl ist, muss a = 1 gelten. Das ist ein
Widerspruch zur Hypothese a > 2.

Um die Aussage A = »+/2 ist irrational« zu beweisen, benutzen wir die Wiederspruchsregel.
Dazu nehmen wir an, dass v/2 eine rationale Zahl ist. Dann kann man diese Zahl als
Quotient v/2 = a/b zweier ganzen Zahlen a und b darstellen, wobei
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(*) a und b keinen gemeinsamen Teiler k& > 2 haben.

Um einen Widerspruch zur Annahme —=A = »+/2 ist rational« zu erhalten, reicht es also zu
zeigen, dass die Zahlen @ und b in jeder Darstellung /2 = a/b duch 2 teilbar sein miissen.

Wegen 2 = a/b gilt durch Quadrieren auch 2 = a2/b2. Wir multiplizieren beide Seiten
mit b2 und erhalten a? = 2b%. Da a® gleich zwei mal eine ganze Zahl ist, muss a? gerade
sein. Nach Beispiel 2.3 ist dann auch a gerade, also a = 2¢ fiir eine ganze Zahl c¢. Aus
2b% = a? und a = 2¢ folgt nun 2b% = 4¢* und damit auch b* = 2¢2. Also ist b* eine gerade
Zahl und, wieder nach Beispiel 2.3, muss auch b gerade sein. Da beide Zahlen a und b
gerade sind, ist 2 ein gemeinsamer Teiler von a und b, ein Widerspruch zu (*). Also ist V2
eine irrationale Zahl, wie behauptet.

+ =2—1=1. Es gelte nun h,, = 2 — - (Induktionsan-

on—1

Induktionsbasis: h1 = 2 — 211,
nahme). Dann gilt auch

1 1

1 1
hn+1 - §hn + 1= 5(2 — 2n—1

Wir wollen zeigen, dass [2°| = 2" fiir alle Mengen S mit n = |S| Elementen gilt. Induk-
tionsbasis n = 0 ist trivial, da dann S die leere Menge ist und kann daher keine weiteren
Teilmengen aufser sich selbst haben.

Sei nun die Aussage fiir alle Mengen mit n Elementen richtig und S sei eine Menge mit
|S| = n + 1 Elementen. Wir fixieren ein Element a € S und betrachten die Menge

Fo={A: ACS, a¢ A}
aller Teilmengen von S, die das Element a nicht enthalten, und die Menge
Fi={A: ACS, a€ A}

der verbleibenden Teilmengen von S, also diejenigen Teilmengen, die das Element a ent-
halten. Wenn wir dieses Element a aus allen Teilmengen A € F; entfernen, dann erhalten
wir die Menge

Fi={A\{a}: AC5 ac 4},

die genauso viele Teilmengen wie F; hat. Da beide Fy und F; Potenzmengen von S\ {a}
sind, gilt nach Induktionsvoraussetzung |Fo| = 2" sowie |F;| = 2". Insgesamt ergibt dies

125] = |Fo| + |Fi| = 2" + |F)| = 2" + 2" = 2"+

Induktion iiber n. Induktionsbasis n = 1 ist trivial, da 1 = 1% gilt. Induktionsschritt
n—n+ 1: Es gelte

143+5+---+(2n—1)=n>.
Dann gilt auch
143454+ +2n—-1)+C2n+1)=n"+2n+1=(n+1)>.

Bild 13.1 gibt einen alternativen (anschaulichen) Beweis.
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Bild 13.1: Die Summe der ersten n ungeraden natiirlichen Zahlen gleich ist n?.

Induktionsbasis: Fiir n = 0 gilt 0> +2-0 = 0, 0> — 0 = 0 und Null ist durch alle Zahlen
teilbar. Induktionsschritt n — n + 1: Nach Induktionsannahme sind beide Zahlen n® + 2n
und n® — n durch 3 teilbar. Dann miissen auch die Zahlen
n+1)°%+2n+1)=0*+3n>+3n+1)+2(n+1)
= (n® 4+ 2n) + (3n® + 3n.+3)

und

n+1)?—m+1)=0*+3n"+3n+1)— (n+1)

= (n® —n) + (3n° + 3n)

durch 3 teilbar sein.

Sei Sn =31, ﬁ Wir wollen zeigen, dass S, > +/n + 1 —1 fiir alle n gilt. Induktionsbasis

n =1 ist wegen /2 < 2 trivial. Sei nun S,, > v/n + 1 — 1 richtig. Dann gilt auch

1 1
Sn :Sn+ = > +1-14 ——.
o Vnt1- " NCES

Es reich also zu zeigen, dass

vn+1l—1+ L >vVn+2-1 (13.1)

vn+1

gilt. Dazu addieren wir 1 zu beiden Seiten und multiplizieren beide Seiten mit /n + 1.
Dann steht auf der linken Seite

Vi+12+1=mn+1)+1=n+2

und auf der rechten Seite steht

Vin+2)n+1) </(n+2)n+2)=n+2.

Somit ist die Ungleichung (13.1) und damit auch die Ungleichung Sp+1 > vVn+2 — 1

bewiesen.

o .
2.10 Induktionsbasis: Fiir n = 0 gilt > 2° =20 =2' —1=2" —1.

=0
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Induktionsschritt n — n + 1: Sei n beliebig und es gelte

22 =ontl 1,
=0

Unter Anwendung der Induktionsvoraussetzung folgt

n+1 n

Z 9 — <ZQL) 4ontl = (2n+1 _ 1) 4ontl — g gntl L _ oD+l g
i=0 i=0
2.11 Es reicht zu zeigen, dass es fiir jedes festes n und fiir alle k = 0,1,2, ... die Ungleichung

1+k/n < (1+1/n)F gilt. Induktionsbasis k = 0 ist trivial.

Induktionsschritt n — n + 1. Wir nehmen an, dass
k
145 < (1+ l)
n n
gilt. Wegen (1+ 1/n)" > 1 fiir alle » > 0 gilt dann auch

k1 ky 1
1+i:<1+—)+—
n n

n
1\ 1 .
< <1 + —) + = Induktionsannahme
n n
1\F 1\¢ 1 .
<<1—|——> —|—<1—|——> - = wegen (14 1/n)" > 1
n n n
k
(2 2)
n n
k+1
=(1+3)
n

2.12 Induktionsbasis: 4 Cents lassen sich mit zwei Zweicentstiicken bezahlen.

Induktionsschritt: Wenn wir wissen, in welcher Stiickelung a Cents zu bezahlen sind, kén-
nen wir daraus recht leicht schlieffen, wie eine Stiickelung fiir a + 1 Cents aussehen kann:
Man stelle sich dazu den Miinzenhaufen fiir a Pfennige vor.

1. Wenn er zwei Zweicentstiicke enthélt, nehmen wir sie fort und legen dafiir ein Fiinfcent-
stiick hinzu.

2. Wenn er ein Fiinfcentstiick enthélt, nehmen wir es fort und legen dafiir drei Zweicent-
stiicke hinzu.

Im ersten Fall enthilt der Miinzenhaufen a — 2 -2 4+ 5 = a + 1 Cents, und im zweiten
Fall a =5+ 3-2 = a+ 1 Cents. Da jeder solcher Miinzenhaufen von mindestens 4 Cents
entweder ein Fiinfcentstiick oder zwei Zweicentstiicke enthalten muss, ist stets eine der
beiden Regeln anwendbar.

2.13 Induktion iiber r. Fiir » = 1 ist die Ungleichung offensichtlich richtig, da dann Ay =1
gelten muss. Fiir r = 2 ist die Ungleichung auch richtig wegen der Konvexitét. Nehmen wir
also an, dass die Ungleichung fiir » > 2 Summanden richtig ist, und zeigen, dass sie dann
auch fiir r + 1 Summanden richtig bleibt:

fazr +Xowa 4+ -+ Aeazr 1) S A f(z) + Aaf(x2) +- -+ A f(@rsn)
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Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass A1 # 0 gilt. Nun ersetzen wir die Summe A\jz1 + A2x2
der ersten zwei Terme durch py mit

A1 _— A2 .
PV VR D VNI Ve

p=A+X und y=

Wegen 0 < p < lund p+ Y7 X =Y. ;A = 1 konnen wir die Induktionsannahme
anwenden, woraus
r+1

F(Enw) = £+ 3w < )+ 3 Aufe)
i=1 =3 =3

folgt. Nun benutzen wir wieder die Konvexitét von f und erhalten

A A
wf(y) = (M +>\2)f()\1 ;/\2931 b 4—2/\2302)

s Gat )\2)<)\1)—\&—1)\2f(xl) * )\1)—\&-2)\2f(m2)>

= A f(z1) + A2 f(z2) .

Ist die Funktion f(z) konkav, so reicht es, alle Ungleichungen umzukehren.

2.14 Unser Maximierungsproblem ist durch das Paar (A, f) gegeben, wobei A eine endliche
Menge und f : A — A eine Abbildung ist. Eine Losung fiir das Problem ist eine groftmog-
liche Teilmenge S C A, so dass f eingeschrankt auf S eine bijektive Abbildung ist. Wir
16sen dass Problem mittels Induktion tiber n = |A|.

Induktionsbasis n = 1 ist trivial, da in diesem Fall S = A die einzige Losung ist.

Induktionsschritt n +— n + 1: Angenommen wir wissen, wie man das Problem fiir alle
Paare (B,g) mit |B| = n und g : B — B losen kann. Sei A eine beliebige Menge mit
|A] = n + 1 Elementen und f : A — A sei eine beliebige Abbildung. Ist f bijektiv,
so ist S = A die einzige Losung. Anderenfalls muss mindestens ein Element zo € A
auferhalb des Bildbereiches von f liegen. Somit kann x¢ in keiner Losung S fiir das Paar
(A, f) enthalten sein. Dann sind aber die Losungen fiir dieses Paar genau die Losungen
fiir das Paar (B, g), wobei B = A\ {zo} und g die Einschrinkung von f auf B ist. Wir
haben also das urspriingliche Problem auf ein »kleineres« Problem reduziert, das nach der
Induktionsannahme bereits losbar ist.

2.15 Wir fragen zwei Personen A und B, ob A kennt B. Falls ja, dann kann A nicht eine
Beriihmtheit sein. Falls nein, dann kann B keine Berithmtheit sein. Damit kénnen wir eine
von diesen zwei Personen mit nur eine Frage aus der Befragung eliminieren. Nach n — 1
Fragen bleibt nur eine Person X iibrig. Man kann dann mit 2(n — 1) zusétzlichen Fragen
bestimmen, ob X tatséchlich eine Beriihmtheit ist.



336 13 Losungen zu den Ubungsaufgaben
Kapitel 3
3.1 (1) Nach dem binomischen Lehrsatz gilt
(1—V5)" + (1+V5)" :i " (—1)’€x/5k+§n: "vE
k k
k=0 k=0
n k k
_ (”) [(_1)’“\/5 +5 } .
k
k=0
Da die Binomialkoeffizienten ganzzahlig sind, reicht es zu zeigen, dass
k k
Zr = (-5 +5
fiir alle k = 0,1,...,n ganze Zahlen sind. Ist k ungerade, so gilt Z; = —1\/5k + \/gk =0.
Ist dagegen k eine gerade Zahl, also k = 2m fiir eine natiirliche Zahl m, dann ist
Zk _ (_l)gm\/g27n + \/g?m _ 5m + 5m
wiederum eine ganze Zahl.
(2) Nach dem binomischen Lehrsatz gilt
= n—k =k e n—k k
(VZ+V3)"+(V2-V3)" =Y (Z)ﬁ VDS (Z) V2R —1)kV3
k=0 k=0
-3 (vE v oA
k=0
wobei v/3" + (—1)k 3" nach demselben Argument wie in Teil (1) eine ganze Zahl (0 oder
2. 35/2) fiir jedes k = 0,1,...,n ist.
3.2 Nach Satz 3.9 gilt
n _nn—=1)---(n—k+1)(n—k)
k+1 (k+ 1)
_n—k nn—-1)---(n—k+1)
T k41 k!
n—k [n
k41 k|-
3.3 Seien n+ 1,n+ 2,...,n + k aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen. Da der Binomialkoef-
fizient
n+k) (+k)! m+k)n+k-1)---(n+1)
k  kln! k!

eine ganze Zahl ist, muss auch das Produkt Hle(n + 7) durch k! teilbar sein.

3.4 Wir wenden das Prinzip des doppelten Abzihlens an. Wir betrachten namlich eine aus n
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Zeilen und (Z) Spalten bestehende Tabelle T'. Wir interpretieren die Zeilen als Elemente
z von [n] = {1,2,...,n} und die Spalten als k-elementige Teilmengen von [n]. Der Eintrag
zu (z, M) ist gleich 1, falls x € M gilt, und ist sonst gleich 0. Somit hat jede Spalte M
genau |M| = k Einsen. Die Anzahl der Einsen in der Zeile zu z is genau die Anzahl ()
der k-elementigen Teilmengen M mit x € M. Da die Summe iiber die Zeilen von 7" gleich
der Summe iiber die Spalten sein muss, gilt

n—1 n
(i23) -G
Wir wenden wiederum das Prinzip des doppelten Abzéhlens an. Wir betrachten namlich
eine aus (7) Zeilen und (Z) Spalten bestehende Tabelle T'. Wir interpretieren die Zeilen
als l-elementige Teilmengen L und die Spalten als k-elementige Teilmengen K von [n]. Der
Eintrag zu (L, M) ist gleich 1, falls L C M gilt, und ist sonst gleich 0. Somit hat jede
Spalte K genau ('f) einsen und jede Zeile L genau (Z:f) Einsen, woraus die gewiinschte

Gleichung

0006

Wir beweisen den binomischen Lehrsatz (z +y)" = Y7 _, (})2"y" " mittels Induktion n.
Induktionsbasis n = 0 ist trivial. Induktionsschritt n +— n + 1:

Induktionsannahme

Il
5
+
s

(]
/N
>~ 3
~

8

ol
<

i

ol

Wir kénnen nun die erste Summe als

(8) onnﬂ +Z (Z) Ikynkarl
k=1

und die zweite als

" n k n—k+1 Y n+1 0
() ()

umschreiben. Aufsummiert ergibt dies wegen

()G
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n n+1 . n n+1
(O)l( 0 ) sowie auch (n)l(n+1>

die gewiinschte Gleichung

n+1
(I + y)n+1 _ Z (TL Z 1) xky(n+1)7k )

k=0

und

In einer Stadt wohnen x Frauen und y Ménner, und die Einwohner haben Lust so viele
Vereine wie moglich zu bilden. Die einzige Einschrinkung ist, dass jeder Verein genau z
Teilnehmer haben muss. Da wir insgesamt « 4+ y Einwohner in der Stadt haben, kann man
genau (z':y) solche Vereine bilden. Andererseits ist (7)(,,) genau die Anzahl der Vereine,
in denen genau ¢ Frauen und z — ¢ Méanner beteiligt sind. Da in jedem Verein entweder
keine Frauen (i = 0) oder eine Frau (¢ = 1) ... oder alle Frauen (i = z) teilnehmen kénnen,
erhalten wir

(7)-50)00)

Fiir x = y = z = n ergibt dies die Gleichung

S () -

Sei 2o € X fest und betrachte die folgenden zwei Teilmengen der Potenzmenge 27 :
Fo={M: MCX, zo¢ M} und Fi={M: MCX, zo € M}.

Diese zwei Teilmengen sind disjunkt und ihre Vereinigung ist gleich 2%. Sei f : Fo — Fi die
durch f(M) = M U {zo} gegebene Abbildung. Diese Abbildung ist offensichtlich bijektiv,
woraus |Fo| = |Fi| folgt. AuRerdem gilt fiir jede Menge M € Fo

|M| gerade <= |f(M)| ungerade .

Wir haben also jeder geraden bzw. ungeraden Teilmenge Y von X eine eindeutige ungerade
bzw. gerade Teilmenge zugewiesen. Daher muss X genau so viele geraden wie ungeraden
Teilmengen enthalten.

Aus dem binomischen Lehrsatz folgt

f: (?) 9 = f: (’Z) 21" = (24 1) =3".

i=0 =0

3.10 Sei n die Anzahl der Biirger, X; sei das Kapital des i-ten Biirgers und X = )" | X; sei

das gesamte Kapital. Dann ist das Durchschnittskapital gleich K = X/n, woraus X = nK
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und somit auch

X, =X — Xian—nE:EnK:lX
2 2 2

i reich i arm

folgt.

3.11 (1): Markiere die kanten des Baumes B mit Bits 0 und 1: Die Kante zum linken Kind
erhélt Bit 0 und die Kante zum rechten Kind erhélt Bit 1. Dann entspricht jeder Weg vom

Waurzel zu einem Blatt ¢ einem 0-1 Vektor a; = (ai,...,as;) der Linge ¢;, wobei t; die
Tiefe dieses Blattes (= die Anzahl der Kanten bis zu diesem Blatt) ist. Auerdem sind
diese Vektoren fiir verschiedene Blitter auch verschieden. Sei ¢ = max{t; : i =1,...,n}

die maximale Tiefe eines Blattes von B. Sei A; C {0,1}* die Menge aller 2" Vektoren,
deren ersten ¢; Bits mit den Bits auf dem Weg zum Blatt ¢ tibereinstimmen:

A; ={(b1, ..., b)) by =ay firalle k=1,...,t}.

Die Menge A; besteht also aus diejenigen 0-1 Vektoren in {0,1}’, mit denen man den
Blatt ¢+ von der Wurzen beginend erreichen kann. Da die Wege zu verschiedenen Blatter
verschieden sind, sind die Mengen A, ..., A, disjunkt. Daher gilt

2 3o =Y e =3 A = | A < oy =2,
i=1 i=1 i=1 i=1
woraus die Kraft-Ungleichung
SRR
i=1
folgt.
(2): Wie im Hinweis gegeben, wenden wir die Jensen-Ungleichung mit f(z) = log,z,

;=274 und \; = 1/n fur alle ¢ an. Da die Logarithmusfunktion konkav ist, ergibt dies

n

1 n 1 n . .
—— ti = — ! 277 = i i W 1 270 = —t;
n ;:1 n ;:1 08 ( ) § f(xi) egen log, ( )

i=1

< f( Z )\Zwi) Jensen-Ungleichung
i=1
I~ e, o
= log, (ﬁ ; 2 tl) = log, (; 2 tl) —logyn
<0 —log,n = —logy,n Kraft-Ungleichung .
3.12 Sei f(z) = e, A1 = ... = A\, = 1/n und z; = lnay, fiir alle = 1,...,n. Da e” eine

konvexe Funktion ist, ergibt die Jensen-Ungleichung

> f( Z )\ixi) Jensen-Ungleichung
i=1
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1/n

— e( ) zi)/” _ <ﬁelnai)1/n _ <ﬁal>
i=1 i=1

3.13 (a) Betrachte n Nistpldtze durchnummeriert als Zahlenpaare

(1,2),(3,4), (5,6),...,(2n — 1,2n)

und setze die Zahl a € S in den Nistplatz (4,7 + 1) genau dann, wenn a = ¢ oder a =i + 1
gilt. Da wir |S| = n + 1 > n Zahlen in S haben, miissen mindestens zwei Zahlen a,b € S,
a # b in demselben Nistplatz sitzen, d. h. es muss entweder b = a+ 1 oder a = b+ 1 gelten.

(b) Betrachte n Nistplidtze durchnummeriert als
(1,2n),(2,2n —1),(3,2n —2),...,(n,n+ 1)

und setze die Zahl a € S in den einzigen Nistplatz (¢,2n — i+ 1) mit a € {i,2n — i 4 1}.
Da wir |S| = n+ 1 > n Zahlen haben, miissen mindestens Zwei Zahlen a # b aus S in
demselben Nistplatz (¢,2n — i+ 1) sitzen. Dann muss aber a+b=1i+(2n—i+1) =2n+1
gelten.

(c) Jede Zahl a € {1,2,...,2n} kann man als Produkt a = z, -2 fiir eine ungerade Zahl x,
darstellen: Teile dazu a wiederholt durch 2. Zum Beispiel: 2 = 1, x10 = 5, 12 = 3, usw.
Zwischen 1 und 2n gibt es n ungerade Zahlen — diese Zahlen betrachten wir als Nistplétze
und die Zahlen in S als Tauben. Wir setzen die Taube a € S in den Nistplatz z,. Da
es |S| = n+ 1 Tauben und nur n Nistplidtze gibt, miissen zwei Tauben a # b aus S in
demselben Nistplatz sitzen. Dies bedeutet aber, dass z, = xp = z und somit auch a = z2"
und b = 2™ fiir entsprechende Zahlen k und m gelten muss. Gilt nun & < m, so ist b
durch a teilbar; sonst ist a durch b teilbar.

3.14 Wir betrachten eine Tabelle T', deren Zeilen mit Elementen z € X und Spalten mit

Teilmengen Ai, ..., A, markiert sind. Wir setzen T'(z,i) = 1 genau dann, wenn = € A;

gilt; sonst ist T'(x,7) = 0. Die Anzahl der Einsen in der Zeile zu z ist dann gleich d(zx)

und die Anzahl der Einsen in der Spalte zu A; ist gleich |A;|. Die gewiinschte Gleichung
Al =37, e x d(z) folgt also aus dem Prinzip des doppelten Abzihlens.

3.15 Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit |E| > 2(k — 1)? Kanten und sei M C F ein

Matching mit der groften Anzahl der Kanten. Ist |[M| > k, so sind wir fertig. Nehmen wir
deshalb an, dass [M| < k — 1 gilt. Sei U die Menge der 2|M| Endknoten der Kanten in M.
Da M sich nicht erweitern ldsst, muss jede Kante aus £ mindestens einen Endknoten in
dieser Menge U enthalten. Wir kénnen also eine Abbildung f : E — U definieren, indem
wir jeder Kante e € E einen ihren Endknoten y € e mit y € U zuweisen. Wenn wir nun
die Kanten e € E als Tauben und die Knoten y € U als Nistpldtze betrachten, dann ergibt
uns das Taubenschlagprinzip einen Knoten y € U mit
_1 Bl _ 2(k—1)2
|f (y)|2m>m—k—1'

Nach der Definition der Zuweisung f : E — U bedeutet dies, dass der Knoten y ein
Endknoten von mindestens k Kanten sein muss. Somit haben wir einen Stern mit k£ Kanten
in G gefunden.
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Kapitel 4

4.1

4.2

4-3

4-4

4:5

4.6

4-7

4.8

4-9

nt+a4=n+4n® +4—4n® = (n®* + 2+ 2n)(n* + 2 — 2n).

Wegen 1 = 10 mod 3 ist die Summe ao + 10a1 + 10%as + - - - + 10%as modulo 3 gleich der
Summe ag +1-a1+1-ax+---+1-as.
an_1:(an+an—1+an—2+.”+a2+a)_(an—1+an—2+”.+a+1)

=(a—1)- (""" +a" P+ - +a+1).
Seien 7, = a mod n und r, = b mod n. Dann ist
ab = (zn+71a)(yn +re) = (zyn +are + yra)n + rary .

Da der erste Term durch n teilbar ist, miissen beide zahlen ab und r,r, dieselben Reste
geteilt durch n ergeben.

Aus a = gb+ r folgt r = a — gb. Da ¢ beide Zahlen a und b teilt, muss ¢ auch den rest r
teilen.
(a): Sei d = (a,b). Da a gerade ist, gibt es eine Zahl m mit a = 2m. Wegen d|a muss eine

Zahl t mit 2m = td geben. Da d eine ungerade Zahl (die Zahl b) teilt, muss d ungerade
sein. Dann muss aber die Zahl ¢ gerade sein, also ¢t = 2r fiir ein r. Aus 2m = 2rd folgt nun
m = rd, d.h. d muss ein Teiler von m = a/2 sein.

(b): Siehe Aufgabe 4.7

Nach Satz 4.4 gilt:
(an,bn) = min{anz + bny: z,y € Z} N N4 Satz 4.4
=n-min{az+by: z,y € Z} N NL
=n-(a,b) Satz 4.4 .

Induktionsbasisn =2: fa=0+1=1, fs=1+1=2und (1,2) = 1.

Induktionsschritt n — n + 1: Wir wollen (fn+1, fn+2) = 1 aus (fn, fnt1) = 1 ableiten.
Dazu fiihren wir einen Widerspruchsbeweis aus. Sei (fn+1, fnt2) = d, wobei d > 1 ist. Aus
frnt2 = dp, fnt1 = dq fiir irgendwelche Zahlen p,q und aus frn4+2 = fn4+1 + fn erhalten wir
fn = fa+2—fn+1 = d(p—q), d. h. f, ist auch durch d teilbar. Da d beide Zahlen f, und fn+1
teilt, muss (fn, fn+1) > d gelten. Dies ist aber ein Widerspruch zu der Induktionsannahme

(fmfnJrl) =1L

(=): Seid = (a,n). Hat az = b mod n eine Losung x, so muss nach Lemma 4.2 die Differenz
ax — b sowohl durch die Zahl n wie auch durch die Zahl d teilbar sein. Da aber a durch d
teilbar ist, muss auch b durch d teilbar sein.

(«): Ist b durch d = (a,n) teilbar, dann sind alle drei Zahlen a,b und n durch d teilbar
und wir kénnen die modifizeirte Gleichung

b

T Emod

ale
a3
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betrachten. Da d = (a,n) der grifite gemeinsamer Teiler von a und n ist, miissen § und
5 teilerfremd sein. Daher hat die modifizierte Gleichung nach dem Satz von Bézout eine
Lésung x € Zy. Da aber az — b durch n genau dann teilbar ist, wenn gz — % durch 5

teilbar ist, muss « auch die Losung von ax = b mod n sein.

4.10 Nach dem binomischen Lehrsatz gilt
P p p—1 »
@+y)?’ =Y <k>wky”_k =2’ +y"+ ) <k>wky”_k ;
k=0 k=1

wobei nach Beispiel 4.7 die letzte Summe durch p teilbar ist.

4.11 Sei

51,52 Sm

n=py P2 Pm

die Primzahlzerlegung einer natiirlichen Zahl n > 2 mit 2 < p; < p2 < ... < pm. Dann hat
jeder Teiler a von n die Form

a=pi'py* - pot (132)
mit r; € {0,1,...,s;} furalles = 1,...,m. Man kann also jedem Teiler a von n einen Vektor
(r1,72,...,7m) mit 7 € {0,1,...,s;} zuweisen. Da es nach der Produktregen (Satz 3.1)

genau [[" (s¢ + 1) solche Vektoren gibt, bleibt es zu zeigen, dass je zwei verschiedene
Vektoren auch verschidenen Zahlen entsprechen.

Um einen Widerspruch zu erhalten, nehmen wir an, dass

PUPE it = pipE - p
fiir zwei verschiedene Vektoren (r1,...,7m) und (t1,...,tm) gilt. Wenn wir nun die beiden
Seiten dieser Gleichung kiirzen (also beide Seiten durch p;° bzw. durch p? teilen, falls
r; < t; bzw. r; > t; gilt), dann erhalten wir zwei verschiedene Darstellungen einer Zahl > 2
als Produkt von Primzahlen, ein Widerspruch zu dem Fundamentalsatz der Arithmetik.

4.12 Sei a = (k+ 1)! + 1 wie in dem Hinweis. Dann ist die Zahl a +i = (k + 1)! + 4 + 1 fur
alle i =1,2,...,k durch ¢ + 1 teilbar, denn es gilt (k+1)!=1-2---(¢+1)---(k+1). Also
kann keine der Zahlen a + 1,a + 2,...,a + k eine Primzahl sein.

4.13 Wir kénnen o. B.d.A. annehmen, dass p > 2 gilt: In Zy = {0,1} sind 0 und 1 verschiedene
Wurzel. Sei nun h = [p/2], also h = EZ1. Seien @ # y zwei verschiedene Zahlen in
{0,1,...,h}. Es reicht zu zeigen, dass dann auch die Quadrate 22 und y? ungleich modulo
P sein miissen.

Um einen Widerspruch zu erhalten, nehmen wir an, dass 22 = y? mod p gilt. Wegen z? —
y? = (z+y)(z —y) muss dann (z +y)(z —y) = 0 mod p und somit auch z = y mod p oder
x = —y mod p gelten. Wegen x # y kann die erste Gleichung x = y mod p nich gelten, denn
bede Zahlen x und y liegen in Z,. Es muss also x = —y mod p oder &quivalent x = p —y
gelten (in Z, ist ja —y = p — y das additive Inverse von y). Dies kann aber nicht der Fall

sein, da beide Zahlen z und y nicht grofer als h = prl sind.
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4.14 Zunichst miissen wir kliaren, wieviele Zahlen aus [n] = {1,2,...,n} durch eine (feste)
ganze positive Zahl m < n ohne Rest teilbar sind. Die durch m teilbaren Zahlen aus [n]
sind genau die Zahlen m,2m,3m, ..., rm, wobei r die grofte natiirliche Zahl mit » < n/m
ist, also r = |n/m]. Somit ist m ein Teiler von genau |n/m| der Zahlen 1,2,...,n.

Nach unserer oberen Uberlegung sind genau |n/p| der Faktoren 1,2,3,...,n von
n=1-2-3---n
durch p teilbar. Dies ergibt
5
p
Vorkommen der Zahl p in der Primzahlzerlegung von n!. Nun haben wir

)

Faktoren von n!, die nicht nur durch p sondern auch durch p? teilbar sind. Jeder von diesen
Faktoren bringt zusétzlich noch einen Vorkommen von p in der Primzahlzerlegung von n!

bei, usw.
Nun etwas préziser. Da die Primzahlzerlegung von n =1-2-...-n Produkt der Primzahl-
zerlegungen der Faktoren 1,2, ... n ist, gilt

xp(n!) = xp(1) + xp(2) + - + xp(n) -
Sei
r = max{k: p* < n}

die grofite natiirliche Zahl mit [n/p” | # 0. Wir wollen also zeigen, dass

i) = 3|5 - |5 (13:3)

gilt. Um dies zu zeigen, benutzen wir das Prinzip des doppelten Abzéhlens. Dafiir betrach-
ten wir eine r X n Tabelle T" mit

1 falls p* teilt m;

0 sonst.

T(k,m) = {

Die m-te Spalte dieser Tabelle besteht also aus x,(m) Einsen gefolgt von Nullen; eine
Eins an der k-ten Stelle bedeutet, dass m immer noch durch p* ohne Rest teilbar ist.
Aufsummiert iiber alle n Spalten ergibt dies

Z T(k,m) = Z Xp(m) = xp(n!).

m=1k=1 m=1

T

Andererseits hat die k-te Zeile von T' genau |n/p® | Einsen, da genau so viele Zahlen m aus
{1,2,...,n} durch p"® ohne Rest teilbar sind. Aufsummiert iiber alle n Zeilen ergibt dies



344 13 Losungen zu den Ubungsaufgaben

also
i zn:T(k:,m): - {%J

k=1m=1 k=1 p

und die gewiinschte Gleichheit (13.3) ist damit bewiesen.

4.15 Eine Zahl x in
Z,e ={0,1,2,... P -1 ={12,... 0" —1,p") wegen p* mod p* =0

ist nicht relativ prim zu p* genau dann, wenn z durch p teilbar ist, d.h. wenn z ein
Vielfaches von p ist. Daher sind das genau die p*~' Zahlen

A={p,2p,3p,...,(»" — 1)p,p"}.

Da die restlichen Zahlen in Z, relativ prim zu pj sein miissen, erhalten wir
k k k— k—
B(p") = [Zyn| = [A| =p* =" =p" - 1).

4.16 Sein =pgund A ={a € Z,: (a,n) > 1} sei die Menge aller Zahlen a # 0 in Z,, die nicht
teilerfremd zu n sind. Nach dem Euklid’schen Hilfssatz kann die Zahl d = (a,n) > 1 das
Produkt n = pg nur dann teilen, wenn d = p oder d = ¢ gilt; daher muss a ein Vielfaches
von p oder von ¢ sein. Die Menge A hat also die Form

A ={q,2q,,3q,...,pa} U{p,2p,2p,. .., qp} .
Wegen |A| =p+ q— 1 (pg kommt zweimal in A vor!) erhalten wir

dn)=n—|Al=n—-p—q+1=(@-1)(¢—1)=9¢(p) - 6(q).

4.17 Nach dem Kleinen Satz von Fermat gilt =" = 1mod p und k¥ = k mod p fiir alle
k=12,...,p— 1. Daher gilt modulo p

p—1 p—1 mal
—_—~—
SR =141+ 4 I=p—1=-1
k=1
und
p—1 p—1 1
ka = Zk: =142+---+(p—-1) :ppT =0 arithmetische Reihe.
k=1 k=1
Beachte, dass (p — 1)/2 eine ganze Zahl ist.
4.18 Gilt a = bmod p; fiir alle i = 1,...,¢, so muss (nach dem Chinesischen Restsatz) auch

a = b mod P fiir das Produkt

P=pi-p2-... pt
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gelten. Da alle p; Primzahlen sind, muss p; > 2 fiir alle i gelten, also
P>2".

Sind nun a # b zwei verschiedene Zahlen in {1,2,..., N}, dann kann ¢ = b mod P nur
dann gelten, wenn die Zahl P kleiner als N ist. Zusammen ergibt dies 2" < P < N, woraus
t <log, N folgt.

Kapitel 5
5.1
ab = e(ab)e hier ist ab die Abkiirzung fiir a o b
= (b*)(ab)(a?) wegen z° = e
= b((ba)(ba))a Assoziativitét
= b(ba)’a
=b(e)a wegen 2 = e
=ba.

5.2

5-3

5-4

5-5

Sei (G, o,¢€) eine endliche Gruppe der Ordnung n und sei n gerade. Wir bilden die Paare
(x,y) mit y = 27" »Element und sein Inverses« und sei m die Anzahl der Paare mit z # y.

! (oder #quivalent 2% = e) erfiillen;

Die verbleibenden Elemente in G miissen dann x = x~
diese enthalten das neutrale Element e (ein Element) und alle Elemente der Ordnung 2.
Es muss also n — 2m — 1 Elemente der Ordnung 2 geben. Da n gerade ist, muss diese Zahl

n — 2m — 1 ungerade und damit ungleich Null sein.

Gegenbeispiel:
(202)03=(22)% =25 £25=2>" =20 (203).
Sei X eine nicht-leere Menge. Dann sind (2%,N) und (2%,U) beide Halbgruppen. In der

ersten Halbgruppe ist e = X das neutrale Element. Aber fir A € 2¥ mit A # X gibt es
kein Inverses, da es AN B C A # X fiir alle B € 2% gilt. In der zweiten Halbgruppe ist
e = () das neutrale Element. Aber keine nicht-leere Teilmenge A € 2% kann ihr Inverses
haben, da es AU B D A # () fiir alle B € 2% gilt.

(a) Da jede Funktion f € Sas bijektiv ist, ist die Umkehrfunktion f=' das Inverse von f.

(b) Wir wollen zunéchst zeigen, dass die Gruppe (Sar, o) kommutativ ist, wenn |M| < 2
gilt. Sei M = {1,2}. Dann besteht Sa; aus nur zwei Funktionen (Permutationen)

(D) o)

und es ist klar, dass fiir sie f o g = go f gilt (f ist ja eine identische Abbildung).

Wir wollen nun zeigen, dass fiir |[M| > 3 die Gruppe (S, o) nicht kommutativ, also nicht
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5.6

5.7

5.8

13 Losungen zu den Ubungsaufgaben

abelsich, ist. Dazu betrachte die folgenden zwei Permutationen

7=( 5 o) mia=(, 7 5

Dann gilt f(g(1)) = f(2) =3 #2=g(1) = g(f(1)), und damit gilt das Kommutativgesetz
fog=go fin dieser Gruppe nicht.

Da (Q,+,-,0,1) ein Korper ist, reich es zu zeigen, dass jedes Element a + V2b # 0 von
R = {a + bV/2: a,b € Q} sein multiplikatives Inverses in R hat. Wegen v2 ¢ Q und
a,b € Q kann a? — 2% = 0 nur dann gelten, wenn a + v/2b gleich Null ist. Warum? Da die
Zahl v/2 irrational ist: Wire es niamlich b # 0, so wiirde dann % = /2 eine rationalle Zahl
sein. Somit ist

_ 1 a—+/2b a b
20) ! = = = - 2
(a+\/_) a++v2b a?—2b? a? — 2b2 a2—2b2\/_

das multiplikative Inverse von a + V20 #0.

Ein Polynom vom Grad 2 oder 3, ist kein Primpolynom genau dann, wenn er einen linearen
Faktor z — a enthélt. Die Behauptung folgt also direkt aus Lemma 5.25.

Wir betrachten den Ring Z2/p(x) = {0,1, 2,1 + 2} mit p(x) = 2 + 1. Wegen 2z = 0 und
—x = x in Z» gilt

t(14+z)=2>+2 =241 mod p(z)
und
(x+1)° =z +22+1=24+1=0mod p(z).

Die Multiplikationstabelle sieht also folgendermafen aus:

. 0 1 T 1+z
0 0 0 0 0
1 0 1 T 1+z
T 0 x 1 1+
14z |0 1+z2z 1+=x 0

Somit ist Za/p(x) kein Korper, da zum Beispiel 1 + = kein multiplikatives Inverses hat.

5.9 p(x) =2" '+ 2" 2+ .-+ +1, denn es gilt

(x—D)(z" "+ P44 1)
:(I7b+$7L71+"'+I2+$)—($n71+$n

=z" 1.

-2

o ta+1)

5.10 Ist b € Z eine Nullstelle von p(z) = anz™ + -+ - + a1 + ao, dann gilt

0=p() =anb" +---+arb+ao.
N—— —

teilbar durch b
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Daher muss auch ag durch b teilbar sein.

5.11 Sei a(u —v)+b(u+v) = 0. Dann gilt (a4 b)u+ (a —b)v = 0. Da u, v linear unabhéngig
sind, muss a + b = 0 und a — b = 0 gelten. Dann muss aber a +a = b — b = 0 wie auch
b+b=a—a =0 gelten. Wegen char(F) # 2 kann dies nur dann der Fall sein, wenn a und
b beide gleich Null sind.

5.12 (v1 +v2) — (v2 +v3) + (v3 +v4) — (V4 +v1) = 0.
5.13 Sei a(v1 + v2) + b(v2 + v3) + ¢(vs + v1) = 0. Dann gilt auch
(a+c)vr+ (a+bve+ (b+c)vs =0,

woraus a + ¢ = a + b = b+ c = 0 wegen der linearen Unabhéngigkeit von v, v2,vs folgt.
Aus a+c¢=a+ b folgt nun ¢ = b, aus a + b = b+ ¢ folgt a = ¢, also a = b = ¢. Wegen
a + ¢ = 0 miissen alle drei Zahlen gleich Null sein.

5.14 Zunichst zeigen wir die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren
V1,01 +U2,V1 + V2 +U3,..., 01+ F Uy
Sei
Avr 4 Az(vr +v2) + -+ A (v + - F o) = 0.
Dann gilt auch
M+ FAn)vi+ Qe+ -+ Am)vz + - + A0 = 0.
Die lineare Unabhéngigkeit von v1, ..., v, ergibt

AMF+X+-+ A =0,
A+ +An =0,

woraus A1 = ... = Ay, = 0 durch Einsetzen folgt. Es bleibt also zu zeigen, dass sich jeder
Vektor & € V als eine Linearkombination von Vektoren vi,v1 + vo,...,v1 + -+ + Um
darstellen lasst. Da die Vektoren vi, ..., v, eine Basis von V bilden, kann man x als eine
Linearkombination

T =a1V1+ "+ amUm
darstellen. Es bleibt also, nur die Zahlen A1, ..., \;, zu bestimmen, fiir die

= v+ Xe(wi+v2)+ -+ An(vi+- -+ Vm)
=Mt An)vi+ A+ An)ve o+ Ao

gilt. Die Gleichungen

a1v1 + -t amVn = = (At An)vi o+ A
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ergeben das Gleichungssystem

)\1+)\2+"'+)\m:a17
A2+ A = a2,

)\'m = am .
Durch Einsetzen erhalten wir

)\1:(11—0,2, )\2:0,2—(13, cey )\m:am.

5.15 Angenommen, es gibt eine nicht-triviale lineare Kombination
AMfi+Xefo+ -+ A fm =0;

dabei ist 0 : A — F eine Nullfunktion mit 0(a) = 0 fiir alle a € A. Sei ¢ das kleinste Index
mit

Ai 0.
Wir ersetzen die Variablen durch das Element a; und erhalten
Aj=0 fiir j<i £ (a;)=0 fir j>i

0=MXAfi(as)+ -+ Xic1fi(as) FAi fi(ai) + Nixifiai) + -+ Am fm(a:) = Nifi(aq) .

Wegen fi(a;) # 0 folgt daraus A\; = 0, ein Widerspruch.

5.16 Seien f(z) = e, g(z) = 2* und h(z) = 4x. Sei af + bg + ch = 0 eine Linearkombination,
die die Nullfunktion O ergibt. Dann gilt (af + bg + ch)(z) = 0 oder &dquivalent

ac® + bz +4dcx =0
fiir alle z € R gilt. Fiir x = 0 ergibt dies a = 0. Es gilt also

bx* + dex =0

fiir alle x. Fiir x = 1 ergibt dies b+4c = 0, also b = —4c. Fiir x = 2 folgt dann —64b+ 8b =
—56b = 0, also b = 0 und somit auch ¢ = 0.

5.17 Induktion iiber n. Induktionsbasis n = 0 ist trivial:
E(0-0) = E(0) = cos0+isin0 =cos0=1= E(6)".
Gilt nun E(0)" = E(nf), so gilt wegen der Additionstheoreme fiir Kosinus und Sinus

cos(z +y) =cosz-cosy —sinz - siny,

sin(xz +y) = cosz - siny + sinz - cosy
auch

E((n+1)0) = cos(nd + 0) + isin(nd + 0)
= cos(nd) - cos @ — sin(nd) - sin @ + i [sin(nh) - cos 6 + cos(nh) - sin 0]



= [cos(nB) + isin(nd)] - [cos(8) + isin(0)]
=E@O)".

Kapitel 6

349

6.1 Angenommen gibt es Vektoren w1 € Ui \ U2 und us € Uz \ Up. Ist nun U; U Uz ein
Vektorraum, so muss auch der Vektor w1 4+ w2 in Uy UUs liegen, d. h. es muss w1 +u2 = w

6.3

6.4

fiir ein w € Uy (oder w € Us) gelten. Da aber Uy (wie auch Uz) ein Vektorraum ist, muss

dann auch der Vektor uz = w —v1 in Uy (oder der Vektor u; = w — vz in Uz) liegen. Ein

Widerspruch. Die andere Richtung ist trivial.

Sei \iv1+-- -+ A v = 0 eine Linearkombination. Wir wollen zeigen, dass dann A\; = ...

Ak = 0 gilt. Dies ergibt sich aus
0= (vs,0) = (vi, \iv1 + -+ Apvi) = A {vi, v1) + - + A (vi, Vi),
was wegen v; # 0 schon A\; = 0 zur Folge hat. Warum? Da
S (e
und ||v;]| # 0 wegen v; # 0 gilt (R ist ja ein euklidischer Vektorraum).
(a) Es gilt

e +yl* + llz—yl* = (@+y,z+y)+(x -y z—y)

=(z,z) +2(z,y) + (y,y) + (=, z) — 2(z,y) + (y,9)
2@, x) +2(y,y)
=2(lz)* + llyl*).

(b) Aus [lz|| = [ly|| folgt

(x+y,z—y) = (z,z)— (x,y) + (¥, z) — (Y,y)
= (z,z) — (y,y) = |=|* - ly|> = 0.

(c) Aus

e +yl* = (@ +y,z +y) = (@ 2) +2z,y) + (y,y)

und
Iz —yl* = (@ ~y,2 —y) = (@) — 2z, y) + (y,y)
folgt
Iz +yl* = |z - y|I* = 4(z,y) .
Betrachte (wie im Hinweis) den Vektor v = (vi,...,v,) mit v; = 1 falls u; > 0, und

v; = —1 sonst. Dann gilt |u;| = u;v; fiir alle ¢ und damit auch (u,v) = |u|. Andererseits
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6.5

6.6

6.7

6.8
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sind alle Koordinaten von v gleich £1, woraus

loll = v/{v,v) =

folgt. Aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt nun
] = [{u, v)| < [lv] - [lull < vnllul|.

Betrachte u = (z1,...,2n) und v = (Zo(1), ..., Ton)). Wegen |lul| = |jv|| gilt dann nach
Cauchy—Schwarz Ungleichung

n n

2 2
Y@t = (u,0) < Jull - ol = Jul® = (u,u) =) af.

i=1 =1
Wir zerlegen den Vektorraum (wie im Hinweis gegeben) in zwei Teilmengen

Vo={veV: (v,y) =0},
Vi={veV:{v,y) =1}.

Die Menge V; ist nicht leer, da wegen y ¢ V* nicht alle Vektoren in V' orthogonal zu y
sein konnen. Wir wollen zunéchst zeigen, dass

u+VoCV: und w+Vi CVy

fiir alle w € V4 und w € Vj gilt. Dazu nehmen wir einen beliebigen Vektor uw +« in u + Vp
mit & € Vj und betrachten sein Skalarprodukt mit y:

(utz),y) = (uy) +(z,y) =1+0=1.

Somit gehort w + @« zu Vi. Die zweite Inklusion w + Vi C V; folgt analog. Somit gilt
Vol = u + Vo < [Vi| = |w + Vi < [Vol,

woraus |Vo| = |Vi]| folgt.

(a) Diese Aussage ist i. A. falsch! Betrachte zum Beispiel die Vektorriume V = 73 und
U = span({1}) mit 1 = (1,1). Dann ist U+ = {0,1}. Der Vektor e; = (1,0) liegt aber
nicht in span(U UU*) = {0,1}.

(b) Diese Aussage ist richtig! Gehort ein Vektor @ zu U, so muss er zu allen Vektoren in
U™ orthogonal sein, woraus & € (U>)* und damit auch U C (U*)™* folgt. Der Vektorraum
U liegt also in dem Vektorraum V = (U*)*. AuRerdem hat U nach Satz 6.23 die gleiche
Dimension wie V:

dimV =dim(U*)" =n—dimU™* =n — (n — dimU) = dimU ,
woraus U =V folgt.

Wir wollen zuerst zeigen, dass span(V U V1) = span(V N (V1)®) gilt. Ein Vektor  liegt
im span(V UV ") genau dann, wenn er orthogonal zu allen Vektoren in V' wie auch zu allen
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Vektoren in V7 ist, was genau dann der Fall ist, wenn € V- N (V)" =V NVt gilt.
(Hier haben wir die Aufgabe 6.7(b) benutzt.)

Sei nun  ein beliebiger Vektor in V' N V. Dann gehért @ zu V wie auch zu V*, woraus
(z,x) = 0 folgt. Da wir aber modulo 2 rechnen, bedeutet dies, dass die Anzahl der Einsen
in & gerade ist und somit (x,1) = 0 gilt. Damit haben wir gezeigt, dass der Vektor 1 in
(VAVHE Cspan((V N VL) =span(V U V) liegt.

6.9 Es gelte (z;,z;) < 0 fiir alle i # j und betrachte die Vektoren x; = (z;,1) € R™*! fiir
i=1,...,n+ 2 Der Vektorraum R""! hat die Dimension n + 1. Da wir mehr als n + 1
Vektoren in diesem Vektorraum haben, miissen diese Vektoren linear abhéngig sein. Es
muss also eine Linearkombination

/ ! !
a1y + a2y + -+ any2Tpq0 =0

geben, wobei nicht alle a; gleich Null sind. Dann gilt aber sowohl

arx1 + a2x2 + -+ ant2Tnt2 =0 (13.4)
wie auch
a1+a2+...+an+2:0, (13'5)

Da nicht alle a; gleich Null sind, miissen nach (13.5) die Mengen P = {i : a; > 0} und
N = {i: a; < 0} beide nicht leer sein. Aferdem gilt nach (13.4)

Zaimi+zaja7j:0.

i€ P JEN

Daher kann man den Vektor

Yy = Zaia?i

ieP
auch als
y=> (—a)z;
JEN

darstellen. Nach der Definition der Mengen N und P gilt —a;a; > 0 und nach unserer
Annahme auch (x;,x;) < 0 fiir alle ¢ € P und alle j € N. Somit ist das Skalarprodukt

(y,y) = <Zaiwi7 Z —aj:vj> = Z Z —asaj{xi,x;) <0

ieP JEN i€P jEN

negativ, ein Widerspruch zu (y,y) = ||ly||*> > 0.

6.10 Sei fa(x) = Az. Dann ist Bild fa der Spaltenraum und Bild f, ist der Zeilenraum von
A. Nach Satz 6.4 besitzen diese beiden Vektorraume die gleiche Dimension:

dimBild f4 = dim Bild f 4+ .

Zusammen mit der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen (Satz 5.48 in Abschnitt 5.6.2)
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erhalten wir
dim Null f4,+ =m — dimBild f4 = m — dim Bild fa .
Da das Gleichungssystem Az = b genau dann fiir alle b € F™ 16sbar ist, wenn dim Bild fa4 =
m gilt, ist dass genau der Fall, wenn dim Null f,+ = 0 gilt.
Kapitel 7
7.1 Sei x; die Alte des Vaters, x2 die Alte des iltesten Sohnes und z3 die Alte des jiing-
sten Sohnes. Dann kénnen wir unsere Information iiber diese unbekannten Zahlen als ein
Gleichungssystem Ax = b mit
1 1 1 1 100
A=1]1 =2 01, r=| 2 |, b= 0
1 0 -3 T3 30
darstellen. Vorwértselimination:
1 1 1 100
1 -2 0 0| 22 —21
1 0 -1 30 | z3 — 21
1 1 1 100
0 -3 —1| —100
0o -1 =2 —70 23—2’2/3
1 1 1 100
0 -3 —1/|-—100
5 110
0 0 —3| %
Losbarkeitsentscheidung: Das Gleichungssystem Az = b ist eindeutig 16sbar, da rk(A) = 3
gleich der Anzahl der Zeilen ist.
Riickwértssubstitution: Aus —%:pg = —% folgt w3 = 22. Aus —3z2 — 22 = —100 folgt
xo = 78/3 = 26. SchlieRlich folgt z1 = 52 aus x1 + 26 + 22 = 100. Also ist der Vater 52
Jahre alt, der alteste Sohn ist 26 und der jiingste Sohn ist 22 Jahre alt.
7.2 Fiir a = 1 kollabiert das Gleichungssystem zu einer einzigen Gleichung x +y+ z = 1. Diese
besitzt unendlich viele Losungen. Sei nun a # 1. Das Eliminationsverfahren liefert dann
1 1 a|l 1 1 a 1 1 1 a 1
1 a 1|1 |—]0 a=-1 1-a 0 — 1 0 a-1 1—-a 0
1 1)1 0 l-a 1-a*|1-a 0 0 -a*-a+2|l-a

Aus der letzten Zeile ergibt sich die Bedingung (—a®—a+2)z = 1—a. Da a # 1 vorausgesetzt
ist, ist diese Gleichung nur dann erfiillbar, wenn —a? — a + 2 # 0 gilt. Das ist fiir alle
a ¢ {—2,1} der Fall. Fiir a = —2 besitzt das Gleichungssystem also keine Losung. Sei nun
a ¢ {—2,1}. Dann gilt

1—a 1—a 1

—a?—a+2 (—a+1D(a+2) a+2°

z =



7-3

7-4

353

Riickwirts Einsetzen liefert

1
(a=Dy+(1-a)—= =0,

also

1—a a—1 1

YT T et @-10) (@a+t2)(a—-1) a+2°

Weiter ist dann

T+ — al =1
+2 at+2
folglich gilt
. l_a—i—li 1
a a+2 a+2°

Zusammenfassend ergibt sich also:

(i) Keine Losung fiir a = —2.
(ii) Genau eine Losung fiir a € {—2,1}. Diese Lautet

o) = ( 111 )
Y2 = a+2 a+2 a+2/"

(iii) Mehrere Losungen fiir a = 1.
Aus
—1 0] [-4 2> [-4 2][-4 2] [16—2> 0
0 -1 |-z 4] |-z 4][-z 4] | 0 16 — z?
folgt 16 — 22 = —1 und damit auch = +/17.

Zunichst lohnt es sich X2 — 2X bis zu einem Quadrat zu erweitern, d.h. durch
(X -EY¥=X>-2X+FE

zu ersetzen. Wir addieren deshalb die Einheitsmatrix E zu beiden Seiten der gegebenen
Gleichung

X% -2X = {_61 g} . (13.6)

Die dquivalente Gleichung ist somit

(X —E)? = {g ﬂ .

Sei nun

(X —E) = {‘CL Z} .
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7-5

7.6

77

7.8

7-9
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Unser Ziel ist, die Eintrége dieser Matrix zu bestimmen. Dafiir setzen wir diese Matrix in
die Gleichung (13.6) ein und erhalten

v B

Da c(a+d) = 6 ungleich Null ist, ist auch a + d ungleich Null. Aus b(a+d) = 0 folgt daher
b= 0. Aus a® + bc = 0 folgt somit auch a = 0. Dies ergibt a = b = 0, c¢d = 6 und d* = 4,
woraus d = +2 und ¢ = £3 folgt. Also

0 0
X_E*L[?, iz}'

Die Losungen X der Gleichung (13.6) und somit der urspriinglichen Gleichung sind also

1 0 1 0
=89 wmax=]1 0]

(1) fa ist injektiv <= Ax # Ay oder dquivalent A(x —y) # 0 fir alle x # y € F" gilt.
Da x # y dquivalent zu  — y # 0 ist, ist dies zu der linearen Unabhéngigkeit der Spalten
der Matrix A dquivalent.

(2) Surjektivitat von fa(x) = Az bedeutet, dass das Gleichungssystem Ax = b fiir alle
Vektoren b € F™ Iosbar sein muss. Dies bedeutet aber, dass die Spalten von A den ganzen
Vektorraum F™ aufspannen miissen.

(3) folgt aus (1) und (2), da S genau dann eine Basis von F™ ist, wenn span(S) = F™ gilt

und die Vektoren in S linear unabhéngig sind.

Nach ein paar Schritten kommt man zu der Vermutung

n_ |1 n
i i)

Mit der Induktion kann man diese Vermutung auch begriinden:

n+1 _ . nil 1 1 n 71 TL+1
at=aa= o] 3= T

Da A invertierbar ist, so ist auch A~'. Da A~! und B invertierbar sind, so ist auch das
Produkt A™'B. Deshalb muss A™'B den vollen Rang n haben, d.h. alle n Spalten von
A~ B miissen linear unabhéngig sein. Da dimR"™ = n gilt, folgt die Behauptung.

Sei B = [b1,...,b,]. Dann ist AB = [Aby,..., Ab,]. Wir wissen, dass Ab, = 0 und b,, # 0
gilt. Damit ist = b,, eine nicht-triviale Losung des Gleichungssystems Axz = 0. Dies
bedeutet, dass die Spalten von A linear abhéngig sind.

Da die Spalten von B = [b1,...,by] linear abhingig sind, muss eine der Spalten, sei es
0.B.d. A. die letzte Spalte b,, eine Linearkombination b,, = ci1b1 + -+ + cn—1bn—1 der
anderen Spalten sein. Aus AB = [Aby, ..., Ab,] folgt nun, dass auch die letzte Spalte Ab,,
von AB eine Linearkombination der anderen Spalten von AB sein muss:

Abn = A(Clbl + -+ Cn—lbn—l) = ClAbl + -+ Cn—lAbn—l .
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Also sind auch die Spalten von AB linear abhéngig.

7.10 Ist rk(A) < m, so muss es einen Vektor & € R" mit  # 0 und Az = 0 geben. Somit gilt
auch ' Az = 0 und die Matrix ist nicht positiv definit.

7.11 Aus Az = 0 folgt CAx = C0 = 0. Andererseits gilt CAx = Ex = x. Also muss = 0
gelten.

7.12 Fir @ = Db gilt Az = A(Db) = (AD)b = Eb = b. Also ist = Db fiir jedes b € R™ eine
Losung von Ax = b.

7.13 Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung (B — C)D = 0 mit D™'. Dies ergibt
B-C=(B-C)DD'=0-D'=0
und somit auch B = C.

7.14 Sei U = span(A) der Spaltenraum von A und W = span(A, b) sei der Spaltenraum der
erweiterten Matrix (A|b). Wegen der Dimensionsformel fiir direkte Summen gilt

dimU +dimU" =m = dim W + dim W™,
woraus

Ut=W" = U=W
folgt. Dann gilt aber auch

Ax = b <= span(A,b) = span(A)

<= span(4,b)" =span(4)"

<= ausy A =0 folgt (y,b) =0.
7.15 Nach Satz 7.1 gilt
A+ANT =AT+ AN T =AT+A=4+4".
Somit ist die Matrix A + AT symmetrisch. Es gilt auch
(A-—ANHT =47 (AT =—(a-4a").
Somit ist A — A" fast symmetrisch. Es reicht also die Matrix A als die Summe

A= %(A+AT) + %(A—AT)
zu schreiben.
7.16 Es gilt
det(A) = det {

det(B) det { -
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det(A + B) = det { . 3 } — 18— 28 = —10 # —22 — det(A) + det(B) ;
2 17
det(AB) = det { ! }28 — 51 = —23 # —23 = det(A) - det(B) .

7.17 Nimm A € R mit X € {0, a11, azs, ..., ann} und betrachte die Matrizen

air — A 0 e 0
a21 a22 — A N 0
X =
anl an?2 .. Ann — )\
und
)\ ai2 e Ain
0 A N a2n,
Y =
o 0 ... A

Dann gilt A =X 4Y, det(X) = (a11 — A)(a2 — A) - -+ (@nn — A) # 0 und det(Y) = A" # 0.
7.18 Aus AT A = E folgt
1=det(E) =det(A" - A) =det(A") - det(A) = det(A)?
und somit auch det(A) = £1.

7.19 Ist A eine m x n Matrix und sind ihre Spalten linear unabhéngig, so muss rk(A) = n
gelten. Dann gilt auch rk(A") = rk(A) = n, woraus A"y =0 <= y = 0 folgt.

7.20 Nach Satz 7.3 gilt a;; # 0 genau dann, wenn die Knoten 7 und j adjazent sind, und b;; # 0
gilt genau dann, wenn es einen Weg der Lange 2 von ¢ nach j iiber einen dritten Knoten
k & {i,j} gibt. Somit bilden die Knoten 7, j und k einen Dreieck genau dann, wenn a;; # 0
und b;; # 0 gilt.

7.21 Nach Aufgabe 6.2 reicht es zu zeigen, dass die Zeilen von Ha,, paarweise orthogonal sind.
Dafiir benutzen wir Induktion iiber m. Fiir m = 1 ist die Aussage offensichtlich. Fiir den
Induktionsschritt m — 1 — m seien @ und y zwei Zeilen von Hs,,. Diese Zeilen haben die
Form ¢ = (u,tu) und y = (v, +v), wobei nach der Induktionsannahme (u,v) = 0 gilt.
Somit muss aber auch (x,y) = (u,v) + (u,v) =0+ 0 =0 gelten.

7.22 Wegen A3 = B® und A’B = B?A gilt
(A>+B*)(A-B)=A*-A’B+B°A-B*=0 0 ist hier die Nullmatrix.
Hitte also die Matrix A% + B? ein Inverses (A% 4+ B?)™!, dann wiirde
A-B=EA-B)=(A*+B*) " (A*+B*)(A-B)=0

gelten, woraus A — B = 0 im Widerspruch zu A # B folgen wiirde.
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7.23 Das charakteristische Polynom von A ist

3—x 1

det(A — AE) = det { 9 )

}:(3—A)(—,\)+2:A2—3,\+2:(,\—2)(,\—1).

Die Eigenwerte von A sind also A = 2 und A = 1. Das charakteristische Polynom von B ist
1-Xx -3 5 1-Xx =3 5
det(B=AE)=det| 0 1-X 0 |=det| 0 1-X 0 |[=(1-X>*2-)\).
0 -2  2-A 0 0 2—A

Die Losungen von det(B — AE) = 0 sind also A = 1 (mit Vielfachheit 2) und X = 2.

7-24
TS SN (RPN [ REDS R DUNEUN |
ATv=A ()\ Av) = )\A (M) = )\A (Av) = )\(A A)v = 35U
7.25 Seien A # p verschiedene Eigenwerte einer symmetrischen Matrix A und x,y seien Ei-

genvektoren zu diesen Eigenwerten: Az = Az und Ay = py. Wir multiplizieren die erste
Gleichung mit y ', die zweite mit T und erhalten

y' Az = (y, Az) = (y, \z) = Mz, y),
x' Ay = (z, Ay) = (z, py) = plw, y).

Die linken Seiten stimmen wegen der Symmetrie von A (also AT = A) und der Gleichungen
(XY)T =Y X" und (X7)T = X iiberein:

y Az =(ATy) z=(Ay) w=x"((4y)") =z Ay.
Damit ergibt sich Az, y) = u(x,y). Da aber X\ # p gilt, muss daher (x,y) = 0 gelten.

7.26 Induktion iiber n. Die Basis n = 2 ist richtig, denn es gilt:

1
det(Xg):det{ xl}:1~x2—1~x1:x2—x1.
1 2
Induktionsschritt n — 1 +— n. Fir ¢ = 1,...,n — 1 multiplizieren wir die i-te Spalte von
1 =z x% . w’fﬁl
1 a9 :r% . :cgfl
Xn ==
1 an z2 ... gl

mit z; und ziehen die resultierende Spalte von der (i + 1)-ten Spalte ab. Somit erhalten
wir die Matrix

1 0 0 0
1 zo—x1 z2(w2—21) ... xy “(2—71)
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Wegen der Linearitéit bleibt die Determinante dabei unveréindert, also det(X,) = det(Y;)
gilt. Die Matrix Y,, enthélt nur eine Eins in der ersten Zeile. Nach der Laplace’scher Ent-
wicklung der Determinante nach der ersten Spalte konnen wir die erste Zeile und die erste
Spalte streichen. Fiir die resultierende Matrix Z,, gilt dann auch det(Y;) = 1-det(Z,) =
det(Zy). Nun benutzen wir die Linearitat der Determinante (hier ist z ein Zeilenvektor)

det(...,Az,...) =A-det(...,z,...),

um die Zahlen o — x1,23 — 1,...,x, — 21 »nach Vorne« zu bringen

n72(

xo—x1 x2(r2—21) ... xH ‘(T2 — 1)

det(Z,) = det

Tn — 21 Tn(Tn —x1) ... :cZ_Q(:rn — 1)
1 a9 :r% :05“2
1 a3 a3 ... x07?
= (z2 —z1)(x3 —x1) - (T — 1) - det
1 an z2 ... xt7?

Die dabei enstehende (n— 1) x (n— 1) Matrix ist wiederum eine Vandermonde-Matrix (fiir

Elementen x2,...,z,). Nach Induktionsvoraussetzung gilt daher

det(Xn) = (22 —21) (@3 —21) - (xa —21)  [[ (@j—z)= [[ (zj—=).
2<i<j<n 1<i<j<n
7.27 Fir n verschiedenen Element a1,...,a, € F sei A eine n X n Matrix A mit den Zeilen

mi:<1,ai,af,...,a?71), i=1,...,n.

Da alle Elemente a1, ..., a, verschieden sind und A eine Vandermonde-Matrix ist, gilt
det(A) =[] (aj—a:)#0.

1<i<j<n
Nach dem Singularitdtskriterium (Korollar 7.19) miissen daher alle Zeilen x1,...,z, der

Matrix A linear unabhéngig sein.

7.28 Sei A = (ai;) eine streng diagonal dominante n x n Matrix tiber R, d.h. |ais| > >, |as]
fiir alle Zeilen 7 = 1, ..., n gilt. Angenommen, A ist singulér, also rk(A) < n. Dann gibt es
einen Vektor @ € R" mit  # 0 und Az = 0. Wegen = # 0 ist die Zahl

lzk| = max{|a;| : i=1,...,n}

positiv. Wir betrachten nun die k-te Koordinate Z?:1 arjx; des Vektors Ax. Wegen Ax =
0 muss diese Koordinate gleich Null sein. Fiir den Absolutbetrag dieser Koordinate gilt aber

n n
‘Zaijj > |agkar| = Y lawz;| > |xk|(|akk| -> |akj|> >0,
j#£k

i=1 i# j#k

ein Widerspruch.



359

7.29 Da auf der Diagonalen von A nur Einsen stehen, gilt Tr(A) = n. Wie sieht dann Tr(A?)

aus? Sind az, ..., a, die Zeilen von A, so ist der Eintrag b;; der Matrix A? = (bij) genau
das Skalarprodukt b;; = (as,a;) der i-ten und der j-ten Zeile von A (die Matrix A ist ja
symmetrisch). Somit gilt wegen a;; = 1 und |a;;| < 1/4/n fiir alle i # j

n n n n
T‘I‘(A2) — Z bii = Z<Gi7 az-) = Z Z a?j
i=1 i=1 =1 j=1
= Z af; + Z a;
i=1 1<i#j<n

<n+n(n—-1)(1/yn)?=2n-1.

Nach Lemma 7.39 gilt daher

Tr(A)? n? n
k(A) > > —. O
A = Ay ST 3
Kapitel 8
8.1
(a _ b) Z an—kbk _ Z an—k+lbk _ Z an—kbk+1
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
_ an+1 + Z anfkbk+1 _ Z an7kbk+1 + bn+1
k=0 k=0
_ an+1 _ bn+1 .
8.2 Sei x bzw. y die Anzahl der Flachen in der obersten bzw. untersten Reihe. Mathematisch

8.3

kann man das Problem wie folgt formulieren: Fiir gegebene Zahl a = pm gesucht sind zwei
Zahlen z < y, so dass die Gleichung a = > Y i gilt. Dazu betrachten wir arithmetische
Reihen von der Form

Spr=(m—-r)+-+(m—-2)+(m—-1)+m+m+1)+(m+2)+---+(m+r).

Dann gilt S, = (2r + 1)m. Es reicht also r so zu wéhlen, dass p = 2r + 1 gilt. Dann gilt
y

aucha =) 7 imitz=m-—rundy=m+r.

Sei aj, die Weglange, die der Frosch nach k Spriingen zuriicklegt. Dann gilt a1 = 1 und

Ap4+1 = %ak. Somit wir der Frosch nach n Spriingen

n 9\ k1 (g)n_l 9\ "1
S JORRC =0
k=1 3

Meter zuriicklegen. Da Sg »ungefdhr« 2,74 ist, wird der arme Frosch nicht iiberleben. Noch
schlimmer: Auch nach unendlich vielen Spriingen wiirde der Frosch nur

£ £ ) -t

k=1 k=0
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8.4

8.5

13 Losungen zu den Ubungsaufgaben

Meter zuriicklegen und wiirde somit immer noch in Gefahr bleiben.

Sei ¢ = 1+ p der Zuwachsfaktor des Kapitals in einem Jahr und sei K; der Kontostand am
Anfang des (i + 1)-ten Jahres. Dann gilt

Ki=Kq—=x,

K2:K1~q—m:Kq2—acq—m7

K3 :Kz-q—:c:Kq3—xq2—:rq—x,
und die Vermutung leigt nahe: Es sollte

n—1 n

_ _ i 1-—
Kn:an_mqn 1_mqn 2_«“_$q0:an_IZqL:an_w' q
i=0 1-q
gelten. Wir beweisen diese Vermutung
K,=Kq"—x- .
A g (13-7)

mittels Induktion {iber n. Induktionsbasis n = 1 ist trivial, da

1—4¢*

1—gq

Ki=Kq—z=K¢' —=z

gilt. Induktionsschritt n — n + 1. Es gilt K,+1 = K, - ¢ — x, denn in einem Jahr hat
das Kapital vom Vorjahr um ¢ mal zugewachsen und Theo zieht den Betrag x davon ab.
Auferdem gilt nach der Induktionsannahme die Gleichung (13.7). Somit erhalten wir

Kn+1:Kn~q—:c:<an—x-1_q >~q—x

1—-gq
_ n+l
:Kq”+1—x<7qlfq +1)
_ n+l
:Kq"“_m.i
1—gq

Damit ist die Behauptung (13.7) bewiesen. Es bleibt also nur die Gleichung K, = 0 nach
x zu losen:

S G )
1—qm

Das charakteristische Polynom von x,, = 7x,—1 — 16x,—2 + 122, _3 ist
272 4162 -12=(2—-2)*(2—3).

Somit ist (E—2)?(E—3) ein Vernichter der Folge (z,,). Der erste Faktor (E—2)? vernichtet
die Folge von der Form ((an + b)2™) und der zweite Faktor E — 3 vernichtet die Folge von
der Form (¢3™). Die allgemeine Losung ist also die Summe

Tn = (an + b)2" + 3"

diesen beiden Folgen. Nun benutzen wir die Randbedingungen, um die Koeffizienten a, b, ¢
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zu bestimmen:
l=20=(a-0+b)2°+e3°=b+c
5=x1=(a-1+b)2" +¢3"' =2a+2b+ 3¢
17=x2=(a-2+b)2° +¢3° =8a+4b+ 9c.
Wir 16sen dieses Gleichungssystem und erhalten ¢ = 1, b = 0 und ¢ = 1. Somit ist
T, =n2" 4+ 3"

die gesuchte Losung.

8.6 Der Vernichter der Erbffolge (n) ist (E—1)? und er die Folgen von der Form bn-c vernichten
kann. Das charakteristische Polynom des homogenen Teils ist 22 —4z+4 = (z—2)%. Deshalb
hat dieses Teil (E — 2)? als Vernichter, und dieser vernichtet Folgen von der Form an2™.
Zusammen ergibt sich die allgemeine Losung x,, = an2™ 4+ bn + ¢. Aus Randbedingungen
folgt a =1, b =1 und ¢ = 4. Eine Losung ist also x,, = n2" +n + 4.

Kapitel g

9.1 Sei € > 0 beliebig klein. Wir wissen, dass es ein N gibt mit |a — an| < €/2 fiir alle n > N.
Sei C = |a—ai|+|a—az|+ - +]a—an| (eine Konstante!) und sei M = max{N,2C/¢}.
Dann gilt C'//n < €/2 fiir alle n > M. Fiir solche n gilt somit auch

CL1—|—"'+CLn
n

(a—a1)+(@a—a2)+ -+ (a—an)

la —bn| = |a —

cla—aiftla—az[+---+la—an
- n

O 2 e
n n 2

= €.

N

9.2 Aus a, = n(n+1)/2n*> =1/241/2n und lim (1/2n) = 0 folgt lim a, = 1/2.

9.3 Wegen z —y = (2% — %) /(z + y) gilt:

(n+1)—n 1
lan =0l =an = —F—— < —.
Vn+l+yn  Vn
9.4 Zuerst wollen wir zeigen, dass die Folge &,4+1 = f(z,) mit f(2) = 2z — az® konvergiert.
Dazu wenden wir das Monotonie-Kriterium an. Die Ungleichung f(z) < 1/a ist dquivalent
zu 2az — (az)? < 1, was wiederum dquivalent zu (az — 1) > 0 ist. Somit ist die Folge (xn)
nach oben durch 1/a beschrankt. Aus

mnH—mn:2xn—ami—mn:mn—awizo — arn<1 <= z,<1/a

folgt, dass die Folge (z,) auch monoton wachsend ist und muss daher nach Monotonie-
Kriterium einen Grenzwert b haben. Unter der Benutzung der Grenzwertregeln erhalten
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b= lim z, = lim xpt1 = lim 2z, — a:ci) =2 lim z, — a( lim xn)2 —2h— ab?.

Also muss b die Gleichung b = 2b — ab? erfiillen, woraus b = 1/a folgt.

9.5 Die z-Koordinate dndert sich nur in geraden Schritten 2k 4+ 2 fiir £k = 0,1,2,..., also in
Schritten 2,4,6,8, . ... Die z-Koordinate &ndert sich nur in ungeraden Schritten 2k + 1 fiir
k=0,1,2,..., also in Schritten 1,3,5,7,.... Aulerdem wéchst fiir k = 0,1,2, ...

z-Koordinate im Schritt 2k + 2 um (—1)k —2211+1
und
y-Koordinate im Schritt 2k + 1 um (—1)]62%: .

Somit erhalten wir

1 1 1 1
TEo T8 T 1
1 1 1\2 1\3
=al-1+() -(5)
1 —1  /—1\2  /—1\3
=T () () -]
o
:%;ﬂ(%) :1—2%
2
=3
und
.11
y=l-gt 3"
v (3 ()
:kzﬂJ(_Tl)k:l—l—Tl
4
:.

Also wird sich die Fliege nach unendlich vielen Schritten im Punkt (2/5,4/5) befinden.

9.6 Indem wir |z| als ﬁ fiir ein ¢ > O schreiben, folgt fiir n > 2

na'| = =

[na”| A+ 1+ (Da+ () +...+q"
<« 1. _n .1
(b)g* @ 2 o

mit ¢ = 4/¢>. Damit haben wir gezeigt, dass die Nullfolge (1/n) eine Majorante fiir die
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Folge (nx™) darstellt und muss daher nach dem Majorantenkriterium fiir Nullfolgen gegen
Null streben.

9.7

k=0 k=n+1
= L {1—&- L + L + ! + -
T (n4 1) n+2 (m+2)(n+3) (n+2)(n+3)(n+4)
1 i": 1\"
<EmL (a)
= ]
(n—&—l).k:O n
1 1 2
= 1 <
(n+1)!( +n—1)*(n+1)!7
da die Zahl in Klammern nicht gréfser als 2 sein kann.
9.8 Wegen
S
k(k+1) kK k+1
gilt (Teleskopsumme)
- 11 11 11 1 1
S -G G G) (G- a)
1 1 1 1 1 1 1 1
=1+(-g+g)r(mg+g) v+ (-n+a) s
=1- ! Teleskopsumme .
n+1

9-9 Unsere Reihe hat die Form ) 77 | ar mit

1

= (log, k)ire

und « > 0. Die verdichtete Reihe ist somit

- — 1
221“ a2k*§:k *(log, 2k1+a Zkua ;1/{;—7

k=1 =

mit r = 14+« > 1. Daher ist die verdichtete Reihe eine verallgemeinerte harmonische Reihe
und muss nach Satz g.21 konvergieren.

9.10 Die Gesamthéhe des Turms ist

i(é)k_li -
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g9.11 Mit Ap = 0 gilt wegen A — Ax—1 = ax

Zak bk—

Ak—Akfl)'bk:ZAk'bk—ZAkfl'bk

MS HMS

k=1 k=1
n—1
= Ak'bk_ZAk'bk+1
k=1 k=0
n—1 n—1
:An~bn+ZAk'bk— <A0'bl+zAk'bk+l>
k=1 k=1

n—1

:ATLb7L+ZAk(bk_bk+l)

k=1

9.12 Der Gesamtvorsprung der Schildkréte ist

1 1 100
10'ZW:10'1_L =5 <12
k=0 10

Also wird Achill die Schildkrote spatestens nach 12 Eilen einholen.

Kapitel 10

10.1 Nach dem Teilfolgenkriterium (Satz 9.2) konvergiert jede Teilfolge (an, ) von (a,) mit

ap = <1+%)n

gegen e:

1 ng
lim (1 + —) =e. (13.8)

k—oo Nk

Wir haben nun vor, das Folgenkriterium fiir den Limes (Satz 10.1) auszunutzen.

Sei (x1) eine beliebige Folge mit klim ) = oo; wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass x; > 1

fiir alle k gilt. Wir setzen
ng = [Tk .
Dann gilt

nE < T <ng+1,

also auch
L1
ne +1 Tr — Nk

und somit auch

1 ng 1\ =k 1 \nkt+l
(o) <) =0 )
ng +1 Tk Nk
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Die Terme auf der linken und auf der rechten Seite kann man umschreiben als

1+ 1 ng+1
1 \» ( n ) 1 \mktl 1\ 1
(o) sy ) T = () ()
ne +1 (1+ 1 ) Nk Nk nk
ng—+1

Strebt nun & (und somit auch ny) gegen Unendlich, so streben nach (13.8) auch die beiden
Terme gegen e. Damit muss nach dem Vergleichskriterium (Satz 9.3) auch

lim <1—|— i>zk =e

— 00 Tk

gelten. Da das fiir eine beliebige Folge (zy) mit klim xp = oo gilt, muss nach dem Folgen-
kriterium fiir den Limes (Satz 10.1)

lim (1 + l>1 =e

Tr— 00 xT

gelten.

10.2 Gilt lim f(xz) = 0, so muss es fiir jedes € > 0 einen Schwellenwert N geben, so dass

|f(2)] < e fiir alle z > N. gilt. Dann gilt auch |f(2)*| = |f(z)|* < € fiir alle £ > N_1/x.

10.3 Um die Ungleichung Inxz < z — 1 zu beweisen, wenden wir den 2. Mittelwertsatz mit
f(z) =Inz und g(z) = z — 1 an und erhalten
Inz  Inz—Inl  flx)—f1) f(§ 1

e—1 (2-1)-0 g(x)—g(1) g€ ¢
fiir ein £ zwischen z und 1. Ist > 1, so ist auch £ > 1 und z — 1 > 0, und wir erhalten
Inz < z—1.Ist 0 < z < 1, soist auch £ < 1 und x — 1 < 0. Da in diesem Fall
(Inz)/(z — 1) > 1 gilt und = — 1 negativ ist, erhalten wir wiederum Inz < x — 1.

10.4 (a) Die Regeln von Bernoulli-I’'Hospital ergeben

. Inx . 1
lim — = lim — =0,
r—oo I r—00 I
woraus
. 1 . Inz
lim 2" = lim e = =e =1
Tr— 00 Tr— 00
folgt.

(b) Die Regeln von Bernoulli-I'Hospital ergeben

fim T g &2 gy

e” 1
z—0 2 z—0 2x z—0 2 2

(¢) Logarithmieren und die Regeln von Bernoulli-I"'Hospital ergeben

In(1+ ¢ wra (o2
lim bmln(l—i—g) = lim ( T ) = lim ¢ (1“‘2) = lim _abr_
T — 00 x T—00 s T—00 vl z—oo T+ a
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Also ist

bx
lim <1—|—2> :exp< lim bxln(l—k%)) =",

(d) Wir iiberfiihren zuerst den Ausdruck zu dem Fall 3 und wenden dann die Regeln von
Bernoulli-1"'Hospital an:

lim (— — —L ) = [y Z= 10T
z—1 \Inz r—1 _w~>1 (:E—l)lIlZE
1-1/x

=i B 1li-I"'Hospital
it (z—1)(nz) 4+ (x—1)Inz ernont osprta
1-1/z
— 1
2 (@ - 1)(1/z) + Inx
1-1/x
= lim ————
e—11—1/z+Inz
1 2
= il—»nﬁ 1/272/%/17 Bernoulli-I"'Hospital
1 1
141 27

(e) Die Regeln von Bernoulli-1’Hospital ergeben

) eQz 1 ) 2621
lim ——— = lim
z—0 ln(l —+ :L‘) z—0 =

p p
. P —a . px
lim = lim ==z
r—a 9 — q4 r—a qzq—l q

10.5 Wir beweisen nur (10.1), alle anderen Gleichungen sind analog zu behandeln. Sei h(z) =
log,(1 + z). Dann ist A(z) = f(g(z)) mit g(z) = 1+ x und f(y) =log,y = (Iny)/(Ina).
Also gilt ¢’'(z) = 1 und f'(y) = 1/(yIlna). Die Regeln von Bernoulli-I’'Hospital ergeben
somit

/ ’
lim 28(LH D) g h@) g Sl)g@) L L
@—0 x =0 @—0 1 e—0 (14+z)lna Ina

10.6 Das stimmt! Wegen f = O(g) gibt es einen Schwellenwert K und eine Konstante ¢ > 0,
so dass f(k) < c-g(k) fir alle kK > K gilt. Sei nun

D =max{f(k): k=1,...,K}
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(eine Konstante!). Dann gilt auch fiir alle n

n

Fn)= f(k) <> f(k)+c- Y gk)<K-D+c-Gn)<C-Gn),
k=1

k=1 k=K+1

wobei C' = K - D + ¢ eine Konstante ist.

10.7 (a) Wir bringen zuerst auch die zweite g(z) = /= Funktion in eine Exponentenform

g(m) _ e(lnx)/2 .

Dann ist

2
lim In f(z) ~ lm 2(Inlnz)
r— 00 lng IE) T—00 Inx

4Inlnz(Inlnx)’

= Llin;o /2 Bernoulli-I’Hospital

= lim 4111;1236 da (Inlnz)' = = (lnz) = -
= tlingo ey o (1}20) Bernoulli-I’Hospital

i o

(b) Beide Logarithmen sind konstanten Vielfachen von In x: log, * = ¢ Inz mit ¢; = 1/1n4
und log,z = czIlnz mit ¢ = 1/In2. Es reicht also die Funktionen F(z) = zIlnz und
G(z) = vz(Inx)* zu vergleichen.

lim F(xz) im zlnx
= lim vz
z—oo (Inx)?
1,-1/2

= lim W Bernoulli-I"'Hospital
xTr— 00 nx) -

N

x

— lim m
4 z—o0 \/Elnx
1 JE

- lim — Bernoulli-1"'Hospital
4 z—o00 Inx
1 . T 1 .

= = lim = lim x = .

8 s—oo /T 8 oo

Also ist G(z) = o(F(x)) und damit auch g(z) = o(f(z)).
(©)

1/2
lim M — L . lim M _ l . lim (logzx)l/G _

g(z)  logy,4 z—co (log,x)/3 2 z—co oo
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Also ist g(z) = o(f(x)).
10.8 Da nach Basisvertauschregel fiir Logarithmen log, f(n) = ¢ - log, g(n) mit ¢ := 1/log, a

gilt, ist log, f(n) einfach ein c-faches von log, g(n).
1g(n) fiir fast alle n gilt. Wegen

<
— I(M=F() > (9M/2 gegen Unend-

10.9 Aus f(n) = o(g(n)) folgt (insbesondere), dass f(n)
lim g(n) = oo strebt somit der Quotient e9(™ /ef (™)

lich, woraus ef = o(e?) folgt.
10.10 Sei f(z) = l/ml/m. Wir haben vor, das Integral-Kriterium anzuwenden. Dazu brauchen
wir eine Funktion (Stammfunktion) F'(z) deren Ableitung gleich f(x) ist. Dazu wéhlen wir

m 1-1/m
— .

m ( _ l)ml—l/mfl _ I71/7n _ f(I)

m—1 m
gilt, ist F(z) tatsichlich eine Stammfunktion fiir f(z). Da f(z) monoton fallend (mit

wachsendem x) ist, liefert uns das Integral-Kriterium die Abschitzungen

) =0om

S <

und

U fm) = 2,

da m eine Konstante ist.

Kapitel 11
11.1 Antworten: (a) 0,8 (b) 0,3 (¢) 0,4 (d) 0,5 (e) 0,2 (f) 0,2 (g) 0,1 (h) 0,3
11.2 Es gibt genau (g) = 524—3 = 10 Mdoglichkeiten, die drei Fragen auszuwéahlen. Aus diesen
= 232 _ 4 Méglichkeiten fiir den Student giinstig. Somit wird der
= 2 bestehen.

sind aber nur (;1) = 55
Student die Priifung nur mit Wahrscheinlichkeit 1% =z

Pr(ANB) =Pr(A\ B)=Pr(A)—Pr(ANB) Satz 11.3(f)
=Pr(A)—Pr(A) Pr(B) Unabhéngigkeit
=Pr(A) (1 —Pr(B)) = Pr(A)-Pr(B) Satz 11.3(d) .

11.3

11.4 Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden beide gezogene Zahlen positiv sein? Am Anfang hat
unser Wahrscheinlichkeitsraum die Form (+, 4+, +, —, —, —). Die erste Zahl wird also positiv
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mit Wahrscheinlichkeit 3/6 = 1/2. Ist die erste Zahl bereits gezogen und ist sie positiv, dann
verkleinert sich der Wahrscheinlichkeitsraum auf (+,+, —, —, —). Die Wahrscheinlichkeit,
dass auch die zweite gezogene Zahl positiv wird, ist daher gleich 2/5. Somit gilt

Pr (Produkt ist positiv) = Pr (beide Zahlen positiv) 4+ Pr (beide Zahlen negativ)
12 12 2

2572575
Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird die erste gezogene Zahl positiv und die zweite negativ?
Wie bisher wird die erste Zahl positiv mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Danach hat der Wahr-
scheinlichkeitsraum die Form (+,+, —, —, —) und die Wahrscheinlichkeit, dass die zweite

gezogene Zahl negativ wird, ist daher gleich 3/5. Somit gilt
Pr (Produkt ist negativ) = Pr (erste Zahl positiv, zweite negativ)

+ Pr (erste Zahl negativ, erste positiv)
13 13 3

~ 2525 5°
Es ist also giinstiger, auf ein negatives Produkt zu setzen.

11.5 Wir betrachten zwei Ereignisse:

A = »es wurde unfaire Miinze gewéhlt«;

B = »beide Wiirfe der Miinze ergeben Kopf«.

Es ist also Pr(A| B) zu bestimmen. Wir haben

Pr(A) =Pr(4) = %;
Pr(B|A) =1,
Pr(B|A) = i.

Aus der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt

Pr(B) = Pr(A) Pr(B| A) 4+ Pr (A) Pr(B| A)
S I S
2 2 4 8

Nun konnen wir die Formel von Bayes anwenden und erhalten schliefslich

Pr(4) 3l
B () PPl 4) = =

Pr(A| B) = .
8

-1 4
5

11.6 Die Uberlegung von Paul ist falsch, den Pr(A U B) = Pr(A) + Pr(B) nur fiir disjunkte
Ereignisse gilt. Wir sollten so {iberlegen. Der Wahrscheinlichkeitsraum (2 besteht aus |£2| =
6% = 216 Vektoren (a1,a2,a3) mit a; € {1,--- ,6}. Ungiinstige fiir Paul ist die Teilmenge
U C 2 der Elementarereignisse (a1, az,as) mit a; € {1,---,5} fiir alle ¢+ = 1,2,3. Da wir
genau |U| = 5% = 125 solche Vektoren haben, wird Paul mit Wahrscheinlichkeit |U|/|£2] =
5%/6% = 125/216 > 1/2 verlieren.
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11.7 Wieviele Moglichkeiten gibt es, die Augensumme 11 zu erhalten? Wenn wir die Ordnung
der Augenzahlen ignorieren, dann gibt es genau 6 Moglichkeiten:

6+44+1=64+3+2=54+44+2=54+5+1=54+3+3=4+4+3=11.
In diesem Fall gibt es auch genau 6 Méglichkeiten die Augensumme 12 zu erhalten:
6+54+1=64+4+2=54+44+3=64+3+3=5+5+2=4+4+4=12.

Sind nun die Wahrscheinlichkeiten wirklich gleich? Nein! Wir haben ja die Ordnung igno-
riert. Der Wahrscheinlichkeitsraum besteht aber aus geordneten 3-Tupeln von Zahlen. Wir
miissen also auch die Ordnung dieser Zahlen beriicksichtigen. Dazu lohnt es sich die fol-
genden Ereignisse zu betrachten:

S; = »genau ¢ Augenzahlen sind gleich«, i=1,23.
Dann ist
AN Sy = jeweils 6 Permutationen von (6,4,1), (6,3,2), (5,4,2)
= |ANSi|=6-3=18;
AN Sy = jeweils 3 Permutationen von (5,5,1), (5,3,3), (4,4,3)
= |ANS, =3-3=9;
ANS3; =0 = |Aﬂ53|:0

und

BN S; = jeweils 6 Permutationen von (6,5,1), (6,4,2),(5,4,3) = |ANSi|=6-3=18
B NS> = jeweils 3 Permutationen von (6,3,3), (5,5,2) = [ANSz=3-2=6
BN Sz = nur eine einzige Permutation von(4,4,4) = |[BNnSs|=1.

Da wir insgesamt 6° = 216 3-Tupeln (z1,x2,23) mit z; € {1,...,6} haben, gilt:

1 27

und
1 25
Pr(B) = —(1 1) =22
1(B) =518 +6+1) = 57

11.8 Wegen der Unabhéngigkeit der Ereignisse A udn B gilt Pr (AN B) = Pr (A)-Pr(B). Somit
gilt auch

%:Pr(AUB):Pr(A)+Pr(B)—Pr(AﬂB):2Pr(A)—(Pr(A))2.

Setzt man nun z := Pr(A), so erhilt man eine quadratische Gleichung 22% — 4z + 1 = 0.
Lost man diese Gleichung, so erhilt man

4+y16-8 _ , [8 1
—— -

+ —.
16 NG

T1,2 =
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Da die Losung = = Pr (A) nicht groRer als 1 sein kein, gilt Pr(A4) =1 —1/4/2.

11.9 Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt

Pr(A) = zm:P (Bi) - Pr(A| Bs) i maxPr(A|B )

—maxPr (A| By) (ZPr ) = max Pr(4| B;).

11.10 Wir betrachten die Ereignisse

A = »gezogen ist die WW-Miinze«;
B = »es kommt Wappen«.

Dann ist

Pr(ANB)=Pr(A)-Pr(B|A) =

o ooIH

da Pr(B|A) = 1 gilt. AuRerdem ist Pr(B) = 1/2, da nach dem Satz von der totalen

Wahrscheinlichkeit gilt

Pr (B) = Pr (WW-Miinze gezogen) - Pr(B| WW-Miinze gezogen)
+ Pr (WK-Miinze gezogen) - Pr(B| WK-Miinze gezogen)
+ Pr (KK-Miinze gezogen) - Pr(B| KK-Miinze gezogen)
1 1 1 1 1
Atz c4--0==2.
=31tz gty =3
Witerhin erhalten wir

Pr(AnB) (1/3) 2

PrAIB) = —rm TR s

Wegen
Pr(KK-Miinze gezogen| B) = 0
ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich

Pr(WK-Miinze gezogen| B) =1 —Pr(A|B) — 0 = % .

11.11 Wir betrachten die Ereignisse

R = »die gezogene Kugel ist rot«;

U; = »die i-te Urne ist gewaht«.
Wir miissen die Wahrscheinlichkeit Pr(U;| R) bestimmen. Nach dem Satz von Bayes gilt

Pr (Uy)

Pr(U1| R) = Pr (R) .

Pr(R|U1).
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Die Wahrscheinlichkeiten Pr (U1 ) und Pr(R| Uy) sind leicht zu bestimmen: Es gilt Pr (U;) =
1/5 und Pr(R|U:) = 4/6 = 2/3 (die erste Urne hat 6 Kugeln und nur 4 davon sind rot).
Um die Wahrscheinlichkeit Pr (R) zu bestimmen, wenden wir den Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit an:

M

Pr(R) = Pr (U;) - Pr(R| Us)
i=1
1/2 3 1 2 3
=—(z+-4+=-+=+—-) =0,4855.
5<3+4+8+7+5> ’
Damit ist
Pr (U1) 0,20 2
P =——2=.P =——.-=0,61791.
r(U1| R) Pr(R) r(R|Ur) 04855 3 0,6179
11.12 Fiir i = 1,2 sei R; = »aus der i-ten Urne ist eine rote Kugel gezogen« und B; analog.

Wir wissen dass die Wahrscheinlichkeit

Pr((R1 N R2) U (B1 N By))
genau 0,44 betrigt. Unser Ziel deshalb ist, diese Wahrscheinlichkeit in Bezug auf uns un-
bekannte Zahl b darzustellen. Dazu beachten wir, dass

(i) die Ereignisse R1 N Rz und By N B disjunkt sind, und
(ii) dass die Ereignisse R1, R2 wie auch Bi, Bz unabhéngig sind (wir ziehen ja eine Kugel
von beiden Urnen unabhéngig voneinander).

Somit gilt
0,44 = Pr ((R1 N R2) U (B1 N Ba))
=Pr(R1 N Ry) + Pr(B1 N Bs) Disjunktheit
=Pr(Ry) - Pr(Rz2) + Pr(By) - Pr(B2) Unabhéngigkeit
_4 16 6 b
10 b+16 10 b+16"

woraus
0,44-10- (b+16) =4 - 16 + 6b

und schlieklich b = 4 folgt.

11.13 Ist das Sortiment S »gut«, so enthélt es hochstens 2 defekte Teile, und es gibt immer noch
mindestens (148) Moglichkeiten diese defekte Teile (falls sie iiberhaupt vorhanden sind) zu
vermeiden. Also wird der Verkiufer in diesem Fall mit Wahrscheinlichkeit

18\ ,(20 12
. > -
p (4)/(4) 15 = 0,631

das Sortiment verkaufen.

Ist das Sortiment »schlecht«, so enthélt es mindesten 4 defekte Teile, und es gibt héchsten
(146) Moglichkeiten alle diese Teile zu vermeiden. Also wird der Kéufer in diesem Fall nur
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mit Wahrscheinlichkeit

18 20 364
< = —
p’“—<4>/<4> 969 — 037
das Sortiment kaufen.

Das Risiko fiir den Verkdufer, ein gutes Sortiment nicht zu verkaufen, ist 1 — p, = 0,369,
und das Risiko fiir den K&aufer, ein schlechtes Sortiment zu kaufen, ist p,, = 0,375.

Damit tragt der Kdufer etwas (um 0,375 — 0,369 = 0,006) grofere Risiko als der Verkiufer.

Kapitel 12

12.1 Seiq=1—p =0,9. Das Spiel ist eine Folge von unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p. Sei An das Ereignis, in ersten NV Spielrunden zu gewinnen. Die
Wahrscheinlichkeit Pr (ZN) alle N Spielrunden zu verlieren ist gleich ¢ = 0,9". Wegen
der Aquivalenz

Pr(Ay) > 0,75 <= Pr(4An) <025

reicht es die kleinste ganze Zahl N mit ¢V < 0,25 zu bestimmen. Es gilt also

n025 —1,386
Ing ~ —0,105

V<025 <= N< =13,20.

Die kleinste Zahl N mit Pr (ZN) < 0,25 ist somit N = 13. Man kann also bereits in den
ersten 13 Spielrunden mit Wahrscheinlichkeit mindestens 0,75 gewinnen.

12.2 Wir kénnen die Wiirfel als nummeriert betrachten. Dann besteht unser Wahrscheinlich-
keitsraum aus allen 6* = 216 3-Tupel (z,y, z) mit z,y,z € {1,...,6}. Sei X die Anzahl der
Wiirfel, die die gewettete Zahl zeigen. Wir wollen den Erwartungswert E(X) bestimmen.

Sei a € {1,2,...,6} die gewettete Zahl.
Das Ereignis X = 1 besteht dann aus allen 3 - 5% Tupeln

(a,y,2),(z,a,2), (x,y,a) mit z,y,z € {1,...,6}\ {a}.
Das Ereignis X = 2 besteht aus allen 3 - 5 Tupeln

(a,a,z),(a,y,a), (x,a,a) mit z,y,z € {1,...,6}\ {a}.
Das Ereignis X = 3 besteht nur aus einem Tupel

(a,a,a).

Schlieflich besteht das Ereignis X = 0 (die gewettete Zahl erscheint tiberhaupt nicht) aus
allen 5° Tupeln (z,v,2) mit z,y,z € {1,...,6}\ {a}.

Somit gilt (nach der Definition des Erwartungswertes):

EX)=1-Pr(X=1)+2-Pr(X=2)4+3-Pr(X=3)—1-Pr(X=0)

.2 . 3 —_
3.5 , 35 . 1 5 108-125 83

=1- . = 22
63 63 62 63 216 216

~ —0,384
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Der erwartete Gewinn ist also negativ und das Spiel ist somit fiir den Spieler nicht fair.

12.3 (a) Nach der Definition des Erwartungswertes gilt

o] [ee]

E(X):Zi~Pr(X:i)SZiQ-Pr(X:i):Zi2~Pr(X2:i2) = E(X?).

i=1 i=1

(b) Nach der Definition des Erwartungswertes gilt wiederum

[ee]

Pr(X#0)=>» Pr(X=1d)<)> i-Pr(X =i)=E(X).

i=1 i=1

12.4 Wir wissen, dass Pr (X =z,Y =y) = Pr(X =) - Pr(Y = y) fiir alle z aus dem Werte-
bereich von X und alle y aus dem Wertebereich von Y gilt. Seinen nun s,t € R beliebige
zwei Zahlen. Fiir verschiedene x,2’ € f~!(s) sind die Ereignisse » X = z« und » X = z’«
disjunkt. Somit gilt

Pr(f(X)=sf(Y)=t)=Pr(X € f ' (s),Y € f'(t))
= Z Z Pr( X =2Y =v)
zef~1(s)yef1(t)

Z Z Pr( X ==z)-Pr(Y =y)

zef~1(s)yef—1(t)

Z Pr(X=ux)- Z Pr(Y =y) totale Wkeit

z€f=1(s) yef~1(t)
= Y Pr(X=gx)-Pr(f(Y)=1
z€f~1(s)
=Pr(f(Y)=t)- » Pr(X=ux totale W’keit
z€f=1(s)

=Pr(f(Y)=1t)-Pr(f(X)=s).
12.5 Elementarereignisse sind bindre Vektoren w = (w1,...,w,) € {0,1}" mit w; = 1 genau
dann, wenn der Preis am ¢-ten Tag um den Faktor r gestiegen ist. Jedes solche Elementa-

rereignis w mit k Einsen bedeutet, dass der Preis k mal gestiegen und n — k mal gefallen
ist. Daher ist der Wert auf einem solchen Ereignis gleich

X(w) = rk(%yhk = p2kon

Aus
Pr (w enthilt genau k Einsen) = (Z) pign Tk

mit ¢ = 1 — p erhalten wir

E(X) _ Z (Z) T2k7npkqn7k
k=0
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— Z (Z) (pTQ)kqn—k
k=0
2

r " (prt + )"
(p»,-2+1_p>n
r

1— n
(pr—|— p) .
T

12.6 Sei Y = H?:l Y: mit Y; = 1 — 2X;. Da X, Bernoulli-Variablen sind, nehmen die Zu-
fallsvariablen Y; = 1 — 2X; ihre Werte in {—1,+1}. Wegen X; =1 < Y; = —1 gilt
daher

zn:Ximod2:1 <= ﬁYi:—l.
i=1 i=1

Gesucht ist also die Wahrscheinlichkeit Pr (X = 1) = Pr(Y = —1). Da die Zufallsvariablen
Xi1,..., X, unabhéngig sind, sind auch die Zufallsvariablen Y1, ..., Y, unabhéngig, woraus
E(Y) =[I, E(Y) folgt. Auferdem gilt fiir jedes i =1,...,n

E(Y;) =Pr(Y; =1) — Pr(Y; = —1) = (1 — Pr(Y; = —1)) — Pr(Y; = —1)
=1-2-Pr(V;=-1)
:1—2pi.

Hiermit erhalten wir
1-2-Pr(Y =-1)EY)=[[EY) =[] -2p),
woraus
1 n
Pr(X=1)=Pr(Y = 1) = 5[1 -Tla —zpz-)}
folgt.

12.7 Sei X = Xj + .-+ X, wobei X; die Indikatorvariable fiir das Ereignis A; ist. Wegen
E(X;) = Pr(4;) fir allei = 1,...,n gilt dann nach der Linearitidt des Erwartungswertes

Nach der Tschebyschev-Ungleichung gilt dann auch

Pr(X =0) <Pr(|X —a| <a) < VaZgX) _ E(XQ)Q—QE(X)2

E(X?) —a®> E(X?)
- a? T2

Es bleibt also zu zeigen, dass E(X?) = a+2b gilt. Nach der Linearitit des Erwartungswertes
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gilt wiederum

i=1 1<i#j<n

=Y E(X:)+ Y. Pr(AinAy)
i=1 1<i#j<n

=a+2b

12.8 Sei B C (2 die Menge aller Elementarereignissen w € {2 mit X (w) < M — b. Dann gilt
M-a=EX)= >  XwPrw+ Y  XwPr)
w: X (w)<M—b w:X(w)>M—b

<Pr(B)-(M—b)+Pr(B)- M,
woraus nach der Umformung Pr (B) < a/b und somit auch

b—a

Pr(X>M—b)=1-Pr(B)>—

folgt.

12.9 (1) Sei X = Anzahl der Kugel in der ersten Urne. Dann ist X = X; +---+ X, wobei X,
die Indikatorvariable fiir das Ereignis »i-te Kugel fliegt in die erste Urne« ist. Die Linearitét
des Erwartungswertes ergibt:

(2) Die Anzahl der Urnen mit genau einer Kugel ist Y = Y1 + .-+ +Y,,, wobei Y; die
Indikatorvariable fiir das Ereignis »j-te Urne enthélt genau eine Kugel« ist. Das Ereignis
Y; = 1 tritt genau dann ein, wenn eine der m Kugeln in die j-te Urne fliegt und die
verbleibenden m — 1 Kugeln diese Urne vermeiden. Deshalb gilt

E(Y;) = Pr(Y; = 1)

= Z Pr (nur Kugel ¢ fliegt in Urne j )

i=1

m—1
n n

und somit auch

n m—1
60 = 56 = (1 1) e
j=1

n

(8) Angenommen k Urnen sind bereits besetzt (enthalten mindestens eine Kugel). Wie
lange miissen wir dann noch werfen bis eine Kugel in eine leere Urne fliegt? Sei T} die
entsprechende Zufallsvariable: T, = Anzahl der Versuche bis eine Kugel in eine leere Urne
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fliegt. Dann ist

E(Ty) = Pr (Anzahl der Versuche > i) Satz 12.9

I

s
I
<}

Pr (alle ersten ¢ Kugeln fliegen in besetzten Urnen)

6

= m -— geometrische Reihe.

o

s
Il
o

o

o
I
<)

Man kann auch anders iiberlegen. Die Wahrscheinlichkeit eine leere Urne zu treffen ist
p = (n — k)/n. Das ist also ein Bernoulli-Experiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p
und wir wollen die erwartete Anzahl E(T},) der Versuche bis zum erstem Erfolg bestimmen.
Da T} eine geometrisch verteilte Zufallsvariable ist, ist ihr Erwartungswert gleich 1/p =

n/(n —k).

12.10 Sei Z die Anzahl der leeren Urnen. Dann ist Z = Z; + - - - + Z,,, wobei Z; die Indikator-
variable fiir das Ereignis »i-te Urne bleibt leer« ist. Nun haben wir

B(Z)=Pr(Zi=1) = (1 - l) ,

n

da jede Kugel die i-te Urne mit Wahrscheinlichkeit 1 — 1/n vermeidet und Z; = 1 genau
dann gilt, wenn alle m Kugeln dies tun. Damit ist

E(Z) = iE(ZZ-) =n (1 - l) ~mee ™M

- n
i=1

Wenn wir also m > nlnn Kugeln in n Urnen werfen, dann kann man keine leere Urne
mehr erwarten: In diesem Fall ist

E(Z) NTL'677,L/7L < n.eflnn —1.

12.11 Sei K ein Parameter, den wir spater bestimmen wollen. Wir sagen, dass eine Urne tiber-
fullt ist, falls sie mehr als K Kugeln enthélt. Wir betrachten die Zufallsvariable X =
X1+ -+ X, wobei X; die Indikatorvariable fiir das Ereignis »i-te Urne hat mehr als K
Baller« ist, also

Pr(X; = 1) = Pr (i-te Urne hat mehr als K Biller) .

Dann ist X genau die Anzahl der iiberfiillten Urnen. Wir vollen also ein K bestimmen, fiir
das E(X) < 1 gilt. Insbesondere wollen wir zeigen, dass dies bereits fiir K > Inn gilt.

Dazu betrachten wir die Ereignisse
Aij = »i-te Urne enthilt genau j Kugeln«.

Dann ist Pr(A; ;) gleich
der Anzahl (?) der Moglichkeiten, die j Baller auszuwéhlen
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mal die Wahrscheinlichkeit (%)j, dass alle diese Bille in Urne 7 fliegen
mal die Wahrscheinlichkeit (1 — %)"ﬂ, dass keiner der verbleibenden n — j Béller in
diese Urne fliegen:

a0 (-
< (;‘) (%)j wegen 1 — 1/n < 1
)

und damit auch
S . I K e e
E(X:) = Pr(Ai;) < (E) o - I R i LI
j:zx:ﬂ S j:§l;+1 J (K> [ K K }

Fir K — oo konnen wir die Summe in Klammern ignorieren (sie strebt gegen 1) und wir
haben eine (asymptotische) Ungleichung

Es reicht also K so auszuwihlen, dass (e/K)® < 1/n oder dquivalent (nach der Logarith-
mieren) die Ungleichung

Kl-InK)<-—Inn
gilt. Dazu reicht es K := (Inn)/(Inlnn) zu wihlen; dann gilt

Inn
Inlnn

Wenn wir also n Kugeln in n Urnen werfen, dann kénnen wir erwarten, dass keine Urne

K(l-InK)= (I1-Inlnn+Inlnlnn) ~ —Inn.

mehr als K ~ Inn Kugeln enthalten wird.
12.12 Linearitdt des Erwartungswertes ergibt
E(X +Y)?) = B(X? +2XY +Y?) = E(X?) + 2E(XY) + E(Y?).

Wir miissen den Term E(XY') berechnen. Dazu benutzen wir die Unabhéngigkeit von X

und Y:
E(XY) =Y aib; Pr(X =a;,Y =b;)
i=1 j=1
=33 ab; Pr(X =a;)-Pr(Y =b) Unabhiingigkeit
i=1 j=1
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(X+Y)?) —EX+Y)?
= (B(X?) 4+ 2E(XY) + E(Y?))
(E(X)*> 4+ 2E(X) - E(Y) +E(Y)?)
( )+ (B(Y?) —E(Y)?)
+2(B(XY) —B(X)-E(Y))

+

~—

= Var (X) + Var (Y) E(XY)=EX)E®Y).
12.13 Sei X € {1,2} mit Pr(X =1) =1/2 und Pr(X = 2) = 1/2. Dann ist
1 1 3
E(X)—1-§+2 575
1 11 11 3,2 1
E(x)=13"%3 271737 B

12.14 (a) Hier haben wir mit einem Bernoulli-Experiment B(n,p) zu tun, wobei die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p = 1/n ist. Die erwartete Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg
ist daher E(X) = 1/p = n (geometrische Verteilung).

(b) Sei Y; die Indikatorvariable fiir das Ereignis »in i-tem Versuch hat der Mann den
richtigen Schliissel gefunden«. Dann ist

Pr(X=Fk)=Pr(Y1=0,...,Ys 1 =0,Y =1)

k
=[[Pr(vi=1vi=0,...,Yi1 =0) Multiplikationssatz
i=1

n—1 n—2 n-—3 n—k+1 1 _l
n n—-1 n—-2 n—k+2 n—k+1 n’

Damit ist in diesem Fall

E(X):Zk.Pr(X:k):% k:%M:n—i—l.
k=1

12.15 Nach der Linearitit des Erwartungswertes gilt E(|A N B|) = p®n. Somit beginnen sich
die Mengen bereits ab p = 1/4/n zu schneiden.

12.16 (a) Die Anzahl der von einem bestimmten Kind gefangenen Bonbons ist binomiel B(n, p)

mit p = 1/r verteilt. Somit ist die erwartete Anzahl der von diesem Kind gefangenen
Bonbons gleich pn = n/r.

(b) Wieviele Bonbons miissen geworfen werden, bis dieses Kind ein Bonbon iiberhaupt
gefangen hat? Diese Anzahl der Bonbons ist bereits geometrisch mit der gleichen Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p = 1/r verteilt. Daher ist ihr Erwartungswert gleich 1/p = r.

(c) Wir definieren die Zufallsvariablen X; wie folgt: Wenn bereits ¢ — 1 Kinder ein Bonbon
gefangen haben, gibt X; die Anzahl der Wiirfe an, die gemacht werden miissen, bis das i-te
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Kind ein Bonbon fangt. Die Misserfolgswahrscheinlichkeit dieses Versuchs ist 271 Alle X;
sind voneinander unabhéngig und unterliegen der geometrischen Verteilung. Also ist
1 r

E(X:) = — = .
(X3) 1-=L r—i+1

Der Erwartungswert der Anzahl der zu werfenden Bonbons ergibt sich aus der Summe der
Erwartungswerte der X;

ZE(XL) = Zr—:ﬁ = T~Z%§r-(lnr+1).
i=1 1 i=1

1=

12.17 Sei X; die von dem Kind im i-ten Schritt zurtickgelegte Strecke. Dann gilt Pr (X; = 1) =
2/3 und Pr (X; = —1) = 1/3. Die nach 500 Schritten insgesamt zuriickgelegte Strecke also
ist

X=X1+Xo+ -+ Xs00-
Nach der Linearitdt des Erwartungswertes gilt
E(X) =500 - E(X;) = 500(2/3 — 1/3) = 500/3.
Nach der Definition der Varianz haben wir auch
Var (X;) = E(X7?) — (BE(X:))* = (2/3+1/3) — (1/3)* = 8/9.

Da die Zufallsvariablen X; unabhéngig sind, erhalten wir Var (X) = 500-Var (X;) = 4000/9.
Mit der Tschebyschev-Ungleichung kénnen wir die Wahrscheinlichkeit, an Ziel anzukom-
men, wie folgt abzuschéitzen:

Pr (X >100) > Pr (|X — 500/3| < 200/3)
> Pr(|X — E(X)| < 200/3)
1 Var (X)

- (200/3)2 1-1/10=0,9 Tschebyschev .

Zur Begriindung der ersten Ungleichung: Hier benutzen wir die Eigenschaft, dass Pr (A) >
Pr(B) aus A O B folgt. In unserem Fall ist A das Ereignis » X > 100« und B das Ereignis
»| X — 500/3| < 200/3«. Da aus B insbesondere X > 500/3 —200/3 = 300/3 = 100 folgt,
muss auch B C A gelten.

12.18 Der Miinzwurf wird durch eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen X, X», ... beschrie-
ben mit Pr(X; =1) = Pr(X; =0) = p = 0,5. Die relative Haufigkeit von Eins ist durch
die Zufallsvariable

n

gegeben. Gesuch ist n minimal, so dass

Pr(|Y, — 0,5 > 0,1) < 1/4
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gilt. Aus der Linearitit des Erwartungswertes folgt

Da die Zufallsvariablen X; unabhéngig sind, gilt auch

1

n 1
Var (Yn) = = > p(1—p) = 4~
i=1

Tschebyschev-Ungleichung liefert uns die Ungleichung

Var (Y,) _ 100 _ 25

Pr(|Y, — 0,5 > 0,1) < _— .
r(l R E n  n

Da % < 1/4 fiir n > 100 gilt, reicht es also die Miinze n = 100 zu werfen.



