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12.4 Die probabilistische Methode

Bisher haben wir die Stochastik als eine Theorie betrachtet, die uns »reelle« Zufallsexpe-
rimente analysieren lasst. Es gibt aber auch eine andere Seite der Stochastik: Man kann
mit ihrer Hilfe Aussagen auch in einigen Situationen treffen, wo der Zufall iberhaupt
keine Rolle spielt!

Die Hauptidee der sogenannten probabilistischen Methode ist die folgende: Will man
die Existenz eines Objekts mit bestimmten Eigenschaften zeigen, so definiert man einen
entsprechenden Wahrscheinlichkeitsraum und zeigt, dass ein zufillig gewéhltes Element
mit einer positiven Wahrscheinlichkeit die gewiinschte Eigenschaft hat.

Im Allgemeinen ist eine Menge M der Objekte sowie eine Funktion f : M — R gege-
ben. Fiir einen Schwellenwert ¢ will man wissen, ob es ein Objekt € M mit f(xz) >t
gibt. Dazu wihlt man eine entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilung Pr : M — [0,1]
und betrachtet den resultierenden Wahrscheinlichkeitsraum (M, Pr). In diesem Raum ist
f eine Zufallsvariable. Man berechnet dann den Erwartungswert E(f) dieser Zufallsva-
riable und testet, ob E(f) > t oder Pr(f(x) > t) > 0 gilt. Ist mindestens eines davon der
Fall, so muss es mindestens ein Element x € M mit f(zo) > ¢ geben: Wiirde es namlich
f(z) <t fiir alle x € M gelten, so hétten wir

Pr(f(z) >t)=Pr(0) =0
und

E(f)= Y fl@)-Pr(f=2)< Y t-Pr(f=a)=t-» Pr(f=z)=t.

zeM zeM zeM

Die Eigenschaft
aus E(f) >t folgt f(x) >t fiir mindestens ein z € M

nennt man auch das Taubenschlagprinzip des Erwartungswertes. Ein Prototyp dieser
(iiberraschend méchtigen) Methode ist das folgende »Mittel-Argument«: Ist der arithme-
tische Mittel

xl+...+xn
n

der Zahlen z,,...,z, € R grofer als a, so muss es mindestens ein j mit z; > a geben. Die
Niitzlichkeit dieses Argument liegt in der Tatsache, dass es oft viel leichter ist, eine Ab-
schitzung fiir das Mittel zu finden als ein j mit ; > a zu bestimmen. Wir demonstrieren
die probabilistische Methode an ein paar typischen Beispielen.

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Knotenmenge S C V heifit Clique, falls
zwischen je zwei Knoten in S eine Kante liegt. Liegt zwischen keinen zwei Knoten eine
Kante, so heilit S unabhingige Menge. Sei r(G) die kleinste Zahl r, so dass der Graph G
weder eine Clique noch eine unabhingige Menge mit r» Knoten besitzt.

Frank Plumpton Ramsey hat im Jahre 1930 bewiesen, dass jeder Graph G mit n
Knoten entweder eine Clique oder eine unabhingige Menge mit % log, n Knoten enthalten
muss, also r(G) > 4 log, n gilt. Eine natiirliche Frage ist daher, ob es Graphen mit r(G) <
clog, n fiir eine Konstante ¢ > 0 iiberhaupt gibt. Solche Graphen nennt man Ramsey-
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Graphen. Mit Hilfe der probabilistischen Methode hat Paul Erdds in 1947 bewiesen, dass
solche Graphen doch existieren!

Satz 12.35:
Ramsey-Graphen mit beliebig vielen Knoten existieren: Fiir alle n > 2 gibt es Gra-
phen G auf n Knoten mit r(G) < 2log, n.

Beweis:
Um die Existenz von Ramsey-Graphen zu beweisen, betrachten wir Zufallsgraphen
iiber der Knotenmenge V = {1,...,n}: Wir werfen fiir jede potenzielle Kante uv

eine faire Miinze und setzen die Kante ein, wenn das Ergebnis »Wappen« ist.
Wir fixieren eine Knotenmenge S C V der Grofe k und sei Ag das Ereignis »S

ist eine Clique oder eine unabhingige Menge«. Es ist Pr(Ag) = 2 - 2_@, denn
k

entweder ist S eine Clique und alle (2) Kanten sind vorhanden oder S ist eine
unabhéingige Menge und keine der (5) Kanten ist vorhanden. Wir sind vor Allem an
der Wahrscheinlichkeit pj, interessiert, dass ein Zufallsgraph G eine Clique der Grofie
k oder eine unabhingige Menge der Gréfie k besitzt. Da wir nur (Z) k-elementigen
Mengen S C V haben, gilt nach der Summen-Schranke fiir Wahrscheinlichkeiten

(Behauptung 11.4):

n _(* nk 9.2k/?2
pi < (k)-2-2 (2)<E'W'

Wir setzen k = 2log, n und erhalten n* = (2¥/2)k = 2#°/2_Da andererseits 2-2%/2 <
k! fiir k > 4 gilt, folgt somit pr < 1 fiir £ > 4. Es gibt somit Graphen, die keine
Cliquen oder unabhéngige Mengen der Grofe 2log, n besitzen. O

Sei K, = (V,E) ein vollstindiger ungerichteter Graph mit der Knotenmenge V =
{1,...,n}. Der Graph besitzt also alle |E| = () mdgliche Kanten. Eine bipartite Clique
ist ein bipartiter Graph von der Form H = L x R mit L, R C V und L N R = (). (Hier
steht » L« bzw. » R« fiir die »linke« bzw. fiir die »rechte« Seite der Clique.) Das Gewicht
einer solchen Clique ist die Anzahl v(H) = |L| + |R| ihrer Knoten.

Unser Ziel ist alle Kanten von K,, mit bipartiten Cliquen H; = L; x R;, i =1,...,t so
zu iiberdecken, dass das Gesamtgewicht v(Hy)+- - -+v(H;) der dabei beteiligten Cliquen
moglichst klein wird.

Eine dhliche Frage haben wir bereits in Abschnitt 6.3.1 behandelt. Da wollten wir die
Kanten von K, in moglichst wenigen disjunkten bipartiten Cliquen zerlegen. Mit Hilfe
der linearen Algebra haben wir da gezeigt, dass man dafiir mindestens n — 1 Cliquen
ben6tigt. Nun interessiert uns nicht die Anzahl der Cliquen, sondern ihr Gesamtgewicht.
Dabei verlangen wir nicht mehr, dass die Cliquen disjunkt sein miissen — sie kénnen auch
gemeinsame Kanten haben.

Man kann eine Uberdeckung von K, mit dem Gesamtgewicht hochstens 2nlog, n
folgendermafen konstruieren. Einfachheitshalber sei n = 2" eine Zweierpotenz. Zunéchst
weisen wir jedem Knoten v € V einen eindeutigen Vektor v = (v1,...,v;) € {0,1}* zu
und betrachten die folgenden 2n Cliquen

H ={(u,v):u; =a, v;=1—a} (a=0,1;i=1,...,k).
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Da sich je zwei verschiedene Vektoren in mindestens einer der k& Koordinaten unterschei-
den, liegt jede Kante von K,, in mindestens einer dieser Cliquen. Da fiir jedesi =1, ...,k
genau die Hilfte der Vektoren eine Eins bzw. eine Null in der i-ten Koordinate haben,
enthilt jede Clique H; genau v(H;) = (n/2) + (n/2) = n Knoten. Das Gesamtgewicht
dieser Uberdeckung ist also 2nk = 2n log, n.

Mit der probabilistischen Methode zeigen wir nun, dass es viel besser auch nicht geht.

Satz 12.36:
Jede Uberdeckung von K, mit bipartiten Cliquen muss das Gesamtgewicht mindes-
tens n log, n haben.

Beweis:
Sei Hi = L; x R;, i = 1,...,t eine Uberdeckung der Kanten von K,, = (V, E) mit
V ={1,...,n}. Sei g = > | (|L;| + |R;i|) das Gesamtgewicht dieser Uberdeckung.
Fiir jeden Knoten v € V sei m, = |{i: v € L; U R;}| die Anzahl der Cliquen,
die diesen Knoten enthalten. Das Prinzip der doppelten Abzdhlung ergibt (siehe
Aufgabe 3.14)

g:

t
i=

(1L + [Ri) = > my.
v=1

1

Es reicht also die letzte Summe nach unten abzuschétzen. Dazu werfen wir fiir jede
Clique H; = L; x R; eine faire 0-1 Miinze. Kommt 0, so entfernen wir alle Knoten
L; aus V; sonst entfernen wir alle Knoten R;. Sei X = X7 +---+ X,,, wobei X, die
Indikatorvariable fiir das Ereignis »Knoten v iiberlebt« ist.

Da je zwei Knoten in K,, durch eine Kante verbunden sind und diese Kante durch
mindestens eine der Cliquen H; iiberdeckt wird, kann am Ende héchstens ein Knoten
iiberleben. Somit gilt E(X) < 1. Andererseits wird jeder einzelne Knoten v mit
Wahrscheinlichkeit 27 ™+ iiberleben: Es gibt nur m,, fiir den Knoten v »gefahrliche«
Schritte und in jedem dieser Schritten wird der Knoten mit Wahrscheinlichkeit 1/2
iiberleben. Nach der Linearitit des Erwartungswertes erhalten wir

n

zn: 27 — zn:Pr (v iiberlebt) = Y E(X,) = E(X) < 1.
v=1 v=1

v=1

Wir wissen, dass das arithmetische Mittel der Zahlen ay, . . ., a, mindestens so gross
wie ihr geometrisches Mittel ist (Aufgabe 3.12):

Angewand mit a, = 27" ergibt dies

n

1 RS —my -y 1/n_ — LS ma
aZanriz ([lam) " seami,

v=1 v=1

woraus 27 2v=1™v > und somit auch LS my > logy n folgt. O



