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Die Wahrscheinlichkeit, dass der k-te Tag der beste ist, betragt 1/n, da wir n Tage
haben und jeder davon der beste sein konnte. Nach Satz 11.3(c) gilt dann:

Pr(Ay) = Pr (T}, ist der beste Tag) - Pr (der Tag T}, wird gewéahlt) = 10

S|

weil T}, genau dann ausgewéhlt wird, wenn sich der beste der ersten £ —1 Tage unter
den ersten j Tagen befindet.

Die j-te Stoppstrategie ist genau dann erfolgreich, wenn dass Ereignis A1 U
AjtoU---UA, eintritt. Da nur ein Tag ausgewdhlt wird, sind die Ereignisse A, und
A, fiir s # r disjunkt. Daher gilt:

P(j) = Pr (j-te Stoppstrategie ist erfolgreich)
=Pr(Aj+1) + Pr(A4jye2) + -+ Pr(4,)
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Um das optimale j zu finden, miissen wir die Funktion P(j) maximieren. Da die
harmonische Reihe H,, = >, _, 1/k asymptotisch gleich Inn ist (siehe Satz 8.5),
erhalten wir:

. j. n
P(]) = — (Hn—l — Hj_l) ~ E ln; o
Nach Lemma 10.17 erhélt die Funktion f(z) = zIn L ihr Maximum fiir z = 1/e: Die
erste Ableitung f'(z) = In(1/z) — 1 ist in diesem Punkt gleich Null und die zweite
Ableitung f”(x) = —1/x ist negativ. O

11.2 Stochastische Unabhingigkeit
Zwei Ereignisse A und B sind (stochastisch) unabhdngig, falls gilt:
Pr(ANnB)=Pr(A) -Pr(B).

Das ist die Definition der Unabhangigkeit. Aussagen wie yzwei Ereignisse sind unab-
héngig, falls diese Ereignisse einander nicht beeinflussen« sind keine Definitionen!

@ Erst richtig falsch ist zu behaupten, dass je zwei disjunkte Ereignisse unabhéngig

sind. Unabhéngigkeit von Ereignissen hat mit ihrer Disjunktheit nichts zu tun! Sind
zum Beispiel Pr(4) > 0, Pr(B) > 0 und AN B = ), dann sind A und B abhingig, da
dann Pr (AN B) =Pr(0) = 0 und Pr(A) - Pr(B) > 0 gilt.

@ Ist Pr eine Gleichverteilung in einem Wahrscheinlichkeitsraum der Grofe n, so sind
die Ereignisse A und B unabhingig genau dann, wenn |[ANB| = |A|-|B|/n gilt (siehe
Bild 11.2). Die (stochastische) Unabhéngigkeit ist also selbst ein sehr seltenes Ereignis!

Beispiel 11.11:
Wir werfen zweimal eine faire 0-1 Miinze und betrachten die Ereignisse:
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Bild 11.2: Der Wahrscheinlichkeitsraum sei das ganze Rechteck mit der Fléche n und die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A sei proportional zu seiner Flache |A|. Dann
sind A und B unabhingig genau dann, wenn |C|/n = Pr (AN B) = Pr(A)Pr(B) =
(JA|/n)(|B|/n) gilt, d-h. wenn |C| = |A|-|B|/n gilt. »Quer stehende« Ereignisse sind
aber immer unabhingig (Bild rechts).

A = verster Wurf ergibt eine Einsk;
B = »beide Ausginge sind gleichg;
C = »beide Ausginge sind Einsenx.

Obwohl die Ereignisse A und B sich gegenwartig zu »beeinflussen« scheinen, sind
sie in Wirklichkeit unabhéngig:

Pr(AnB)=Pr(11) = i,

Pr(A) -Pr(B) =Pr(11,10) - Pr(11,00) =

N
DN
iy

Die Ereignisse A und C sind aber abhingig, denn es gilt
1
Pr(AnC)="Pr(11) = T

Pr(A)-Pr(C)="Pr(11,10)-Pr(11) =

N =
] =
(0e)

Den Begriff der stochastischen Unabhingigkeit kann man auch auf mehrere Ereignisse
erweitern: Ereignisse Aj, ..., A, heiflen unabhdingig, falls fir alle 1 < k& < n und alle
1<d <ig <. < i <ngilt

PI‘(Ail ﬂAmﬂﬁA )ZPI‘(A“)PI‘(AQ)PI‘(Aln) .

in
Beispiel 11.12:

Wir werfen dreimal eine faire 0-1 Miinze und betrachten die Ereignisse:

A = »die ersten zwei Ausgénge sind gleichg;

B = »der erste und der dritte Ausginge sind gleichg;

C = »die letzten zwei Ausginge sind gleich«.
Dann gilt Pr (A) = Pr(B) = Pr(C) = 1/2, und alle Ereignisse AN B, BNC, AnNC
und AN BN C sind gleich dem Ereignis {111,000}, das mit Wahrscheinlichkeit 1/4
eintritt. Damit sind alle drei Paare unabhingig aber

Pr(ANBNC)=1/4 und Pr(A)-Pr(B)-Pr(C)=1/8
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A

Bild 11.3: Bedingte Wahrscheinlichkeit bei der Gleichverteilung.

gilt. Also sind die Ereignisse A, B, C nicht unabhéngig.

11.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Alice und Bob gehen zum Abendessen. Um zu entscheiden, wer bezahlen soll, werfen sie
dreimal eine faire 0-1 Miinze. Falls mehr Einsen als Nullen rauskommen, bezahlt Alice,
sonst bezahlt Bob. Es ist klar, dass die Chancen gleich sind. Der Wahrscheinlichkeitsraum
2 = {0,1}> besteht aus 8 Elementarereignissen und die Ereignisse »bezahlt Alice« und
»bezahlt Bob« sind entsprechend A = {011,101,110,111} und B = {000,001,010,100}.
Sie werfen die Miinze einmal und das Resultat ist »1«; bezeichne dieses Ereignis durch
E, also £ = {111,110,101,100}. Wie sollte man jetzt (nachdem das Ereignis F bereits
eingetreten ist) die Chancen berechnen?

Da wir bereits wissen, dass E eingetreten ist, hat sich unser Wahrscheinlichkeitsraum
von {2 auf F verkleinert, da die Elementarereignisse, die nicht in F liegen, nicht mehr
moglich sind! In diesem neuen Experiment sehen die Ereignisse »bezahlt Alice« und
sbezahlt Bob« folgendermafien aus: AN E = {101,110,111} und BN E = {100}. Die
neue Wahrscheinlichkeiten, wer nun bezahlen soll, sind jetzt 3/4 fiir Alice und nur 1/4
fiir Bob.

Die allgemeine Situation ist folgende: Ist ein Ereignis E bereits eingetreten, wie sieht
dann die Wahrscheinlichkeit, dass ein anderes Ereignis A eintreten wird? Im Allgemeinen
kénnen wir nicht mehr einfach die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse w € A
aufsummieren, denn (nachdem F eingetreten ist) werden sich auch die Wahrscheinlich-
keiten der Elementarereignisse dndern.

Definition:

Seien A und B zwei Ereignisse mit Pr(B) # 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit
Pr(A| B) fiir das Ereignis A unter der Bedingung B ist definiert durch

Pr(ANnB)

Pr(A| B) = —p-

Die Wahrscheinlichkeit Pr(A| B) bezeichnet man als a-posteriori- Wahrscheinlichkeit von
A beziiglich B.
Fiir das Beispiel oben (mit Alice und Bob) gilt
Pr(Ank) 3/8 3

AR == T



