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Bild 10.8: Abschétzung der harmonischen Reihe durch die Logarithmus-Funktion.

an einer konkreten Funktion f(xz) = 1/2 demonstrieren — der allgemeine Fall ist vollig
analog! Wir beweisen namlich die in Abschnitt 8.1 (Satz 8.5) gegebenen Abschitzungen
fiir die harmonische Reihe H,, = 1 + % + % + -+ %

Satz 10.37:
1
Inn+—-<H,<Inn+1.
n

Beweis:
Sei f(z) = 1/z. Aus (Inzx) = 1/z folgt, dass F(z) = Inx eine Stammfunktion fiir
f(z) ist. Das integral fab f(z)dz entspricht der Fliche »unterhalb« der Funktion f(z)
in dem Intervall [a, b].

Fir k = 2,3, ..., nist die Flache unter der Kurve f(x) = 1/, zwischen k—1 und k,
nach unten beschrankt durch die Flache des (im Bild 10.8 schattierten) Rechtecks
zwischen k¥ — 1 und k mit der Hohe f(k) = 1/k. Die Fliche dieses Rechtecks ist
f(k)-1 = f(k) = 1/k. Somit erhalten wir unter Benutzung von Satz 10.36(2) und

Satz 10.34(5)
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Fir £k = 1,2,...,n — 1 ist die Fliche unter der Kurve f(z) = 1/z, zwischen k und
k + 1, nach oben beschrénkt durch die Fliche des grofien Rechtecks (inklusive des
schattierten Teils) zwischen k und &k + 1 mit der Hohe f(k) = 1/k. Die Fliche dieses
Rechtecks ist wiederum f(k) -1 = f(k). Somit erhalten wir unter Benutzung von
Satz 10.36(2) und Satz 10.34(5)
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