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f : R → R SUT ,V�0� WX#)�Y;"1'9&#)�Z6�!$5[�"!$#&%'#]\^536U#&!213#)53;0�0F=_`;0(a�0!7#cbQ13#)!$F/;0�=Fd�"#)5O=;0�0PQ1'!$R/�0#&�e�0;053>@?e�"!$#�%'R/FG#)�=,/�0�Q1'#&�	f@g�W04$#)!71';=�0F/#&�=h[,/;=%i9&;=�"53j=>@P/#&� S g��=%3>@?04$!7#&k/#)�A�lWX#�1'5@,/>@?0m13#)��6�!75��"53#)!n6�!o>@?Q1'!$F/#-g��Y6�#)�=�";=�0F/#&���"#&5�gpW04$#)!71';0�0FG#)�q!$���"#&5����"NrR/53(:,s13!7Pnt"D�#&%i1'!$(M(u;0�0F��"#)5
\wvY135'#&(�,/4$%i1'#&474$#)�yx/R/�

f(x)
_sD�#&%i1'!$(�(y;0�=Fz�"#&5�KL53#)�09&6U#&5i13#wNrj05^{z;0RV13!7#&�Q1'#)�

f(x)/g(x) |~} #&F/#&47�xGR/�[D�#)53�0RG;0474$!2�Q4�� �pRG%'.0!21@,V4���;0�=�[g�.0.053R�v"!7(:,V1'!$R/�CxGR/�
f(x)

�";=53>@?C��RG47�Y�0RG(M# |~� ,��Y47RG5'#&�G1B6�!o>@PQm4$;0�0FY� S gp;0k/#&53�0#)(�6U#&53�"#&��6�!75y�0!7#�D�,G>@?0(:,V�0�"�Y��,/�=�0,/;	��R/13,V1'!$R/��fJF/53R/k/m O h[;0�=�8fJPQ4$#)!$�"m o hNrj05z�"#)���e,G>@?=%i1';0(:%'x/#)53F/4$#)!o>@?CxGR/�qO0;0�0PQ13!7RG�0#)�qP/#&�0�0#&�047#&5'�=#)� S
�����i� �Z�0���p�n�e���0�Y���-�������z�� ��0�B¡`�p���
bY#&!

f : R→ R
#)!$�0#LWA#&47!$#)W0!$F/#LO0;0�=PG13!7RG�C;0�=�

a ∈ R S \`!7�0#�¢n,/?04 A ?0#)!$kV1M£�¤3¥�¦"§�¨`¥)¤�©^xGR/� f(x)!$(ª�^;=�0PQ1
a
_=F/#&%3>@?053!7#&WA#&�

lim
x→a

f(x) = A ,

N~,/474o%`#J%wNrj05¬«B#&�0#&%
ε > 0

#)!$�
δ > 0

F/!$W"1J_Q%'Ry�0,G%'% |f(x)−A| < ε
Nrj05�,V4$4$#

x 6= a
(�!21 |x−a| < δFG!7471 S= �"#&5�,/�=�"#)5@%UF/#&%3,VF/1&tYO®j05®«B#&�"#J%U�=RY>@?�%iRuPY47#&!7�0# ε > 0

FG!7W01�#J%`#&!7�0#-¯p(MFG#)W0;=�0FyxGR/�
a
_Y!7�

�"#&5z�"#&5zO=;0�0PQ1'!$R/�=%'6�#)5'1�;0(°6U#&�0!7FG#)5p,/4$%
ε
xGR/�

A
,VWY6�#)!o>@?Q1 S=± ,/�l%',/FV1p�0,/�0�l,V;A>@?�_A�0,G%'%p�"#)5O=;0�0PQ1'!$R/�=%'6�#)5'1`F/#&F/#)�

A
%B135'#&W"1&_Q6U#&�0�C�0,G%`g�53F/;=(M#&�Q1`F/#&F/#)�

a
%B135'#&W"1 | %i!$#)?=#pD�!74o�]²&³ S ²�� S ¯p(

lim
x→a

f(x) = A
9);q9&#)!$F/#)��_"5'#&!$>@?Q1�#&%�9&;0(´D�#)!o%'.0!7#&4µ_"#&!7�=#�*pRG�=%B1@,V�Q1'#

C > 0
9);�¶=�=�0#)��_=%'R:�0,/%3%

|f(x)−A| < C|x− a| Nrj05z,V4$47# x 6= a
F/!$421 S=± ,V�q%3>@?05'#&!7W01

lim
x→∞

f(x) = A ,

N~,/474o%�#&%uNrj05·«B#J�"#&%
ε > 0

#)!$�
N > 0

F/!$W"1&_^%'R¸�0,/%3% |f(x) − A| < ε
Nrj=5C,V4$47#

x > N
FG!7471&¹

lim
x→−∞

f(x) = A
!o%i1p,V�=,/47RGFu�"#)¶=�0!$#)5'1 S

�
D�#J,/>@?Q1'#G_A�0,G%'%p!7�e�"#)5 T #)¶=�0!71'!$R/�	x/R/� lim

x→a
f(x)

�Y;05L�"!$#:¢n,/?04$#)�
x 6= a

(�!71 |x − a| < δ!$�]O05@,VFG#zPGR/(�(�#)��_0�"!$#u¢n,/?04
a
%i#&47WA%B1�!o%B1p,/4$%'RM�0!$>@?Q1��0,/WA#&! S

T ,V?0#&5�P�,/�0�q�"#)5�KL53#)�09&6U#&5i1 lim
x→a

f(x)
,V;A>@?��0,/�0�[#)vY!o%i1'!$#)53#)��_Y6�#)�0�q�"#)5�O=;0�0PQ1'!$R/�=%'6�#)5'1

f(a)!$(º�^;0�0PQ1
a
�0!o>@?G1w�"#)¶=�0!$#)5'1¬!$%i1&»��B%i1®9&;0(¼D�#)!o%i.=!7#&4

f(x) = (ex−1)/x
_�%iRz!$%i1w�"#)5wO0;=�0PQ1'!$R/�=%'6U#&5i1

!$(��^;0�=PG1
a = 0

�0!o>@?Q1·�0#�¶=�0!$#)5'1 |~T !7xY!o%i!$R/���";05@>@?	�p;0474���_�,/WA#&5·6�!7#�6�!$5LWA,V4o�l9)#&!7FG#)�	6U#&53�"#&�
| ��#)(�(:,�²&³ S ½ �`FG!7471 lim

x→0
f(x) = 1 S¾G#&�"#�O=R/4$F/#

(xn)
!$%i1z,V;A>@?�#&!7�=#yO0;0�=PG13!7RG�

f : N → R
(�!21

f(n) = xn
;0�A�]�"!7#uR/WX#)�]FG#)F/#)m

WX#)�0# T #)¶=�0!71'!$R/�CxGR/� lim
n→∞

f(n)
%B13!7(�(y1U(�!21��"#)5 T #)¶=�0!71'!$R/�C!$�Cg�W=%3>@?0�0!71i1�¿ S ²�j0WX#)53#)!$� S b"R/(�!21!o%B1:�"#&5�D�#&F/53!2HZ�"#)5�*zR/�Yx/#&5'FG#)�09�Nrj05:O=R/4$F/#)��#)!$�EbY.X#)9&!$,/42N~,/474��"#J%MD�#&F/53!2Hn#&%M�"#)5�*zR/�Yx/#&5'FG#)�09

Nrj05�O0;0�0PQ13!7RG�0#)� S �p!$>@?Q1@%'�"#J%B13RV135'R/1'9qPs,V�0�E(:,V�Z�"#)�ZKL53#)�09&6U#&5i1�Nrj05CO=;0�0PQ1'!$R/�0#&�Z�";05@>@?E�"#&�KL53#)�09&6U#&5i1�x/RG��O=R/4$F/#&��WX#&%i1'!$(�(M#&� S
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('(('(('(('(('(('(('(('(('(('(('(('(('(('(('(('(('(('(('(

A + ε

δ a a +δ

A ε
A

−a

−

) ��* +,���%� �!-�./
�0����1�����$�324�$� lim
x→a

f(x) = A -5�76��98:
�+�
; ε > 0 < � ���=
;=
��� δ > 0 > ;��'+�?!;�;=@A6��B?C*�* 

x 6= a ���=��;�DFE�
� a − δ ���5+ a + δ +�
��	�������%�����!��;:�G
H��� f(x) ���=��;�DFE�
� A − ε ����+ A + ε*���
 < ���

T ,q!7�d�"#&5 T #)¶=�0!71'!$R/�¸xGR/� lim
x→a

f(x)
�Y;05y�"!$#:�e#)5'1'#

f(x)
(�!21

x 6= a
5'#&47#&xs,V�Q1�%i!$�=� | �"#&5�e#)5'1

f(a)
Ps,/�0��«i,�,V;A>@?-�0!$>@?Q1¬�0#�¶=�0!$#)5'1¬%'#)!$�A��_J6�#)5@�"#)�·6�!$5��Y;05¬�0!7#i«B#)�0!$F/#&�-F/#)FG#)�

a
%B135'#&WA#&�=�"#)�

O=R/4$F/#)�
(xn)

WX#�1353,G>@?Q1'#)��_��"!$#C�"#)�¸�e#)5'1
a
xG#)53(M#&!$�0#)� S �Z!$5u%3,VFG#)�e�=<V(�4$!$>@?�_��0,/%3% (xn)

¥�IJY©
FG#)F/#&�

a
%B135'#&W"1&_"6�#)�0�

lim
n→∞

xn = a
;=�=�

xn 6= a
Nrj=5p,V4$47#

n
F/!$421 S

KML�N!OQP�RTSUP�V WMXZY\[Z]�^`_9a�bcN$]�a�bUd`egf:h`aji`]5^lk	b\em]5n
\`%�FG!7471

lim
x→a

f(x) = A
F/#)�A,V;��0,/�0��_�6�#)�0�

lim
n→∞

f(xn) = A
Nrj05L«B#J�"#�#J>@?Q1MFG#)F/#&�

a%i1'53#)WX#)�=�"#�O=R/4$F/#
(xn)

F/!$421 S
o ]�pq]5b\n�V

(⇒)
bY#&!

lim
x→a

f(x) = A
;=�=�l%'#)!

ε > 0
WX#)4$!7#&W0!$FCPY47#&!7� SXT ,/�0�]F/!$W"1p#J%�#&!7� δ > 0

_=%iR��0,/%3%
|f(x) − A| < ε

Nrj=5z,V4$4$#
x 6= a

(�!71 |x − a| < δ
F/!$421 S bY#&!7�q�Y;0� (xn)

#&!7�0#yWA#&47!$#)W0!$F/#-#J>@?Q1
F/#&F/#&�

a
%B135'#&WA#&�=�"#�O0RG47FG# S=T ,V�0�qFG!7W"1�#J%�#)!$�0#&�]b0>@?Q6�#)4$4$#)�Y6U#&5i1 N _A%iR:�0,G%'% |xn − a| < δNrj05M,V4$47#
n ≥ N

F/!$421 S g�4o%'Rl(y;=%3%�,/;=>@? |f(xn) − A| < ε
Nrj05u,/474$#

n ≥ N
FG#)471'#&��_¬� S ? S

lim
n→∞

f(xn) = A S
(⇐)

*zR/�Q1'5@,V.XRG%'!213!7RG��tn�Z!75y�0#)?0(�#&��,/��_��0,G%'%
lim
x→a

f(x) = A
¦�r\I�J"©-F/!$421 S ¯��A%i#&5M¢X!$#)4!o%B1·9);e9)#&!7FG#)��_n�0,/%3%z#&%·�0,V�=�c(�!7�A�"#&%i1'#&�=%L#)!$�0#�#&>@?Q1zFG#)F/#&�

a
%B135'#&WA#&�=�"#�O0RG47FG#

(xn)
(�!21

lim
n→∞

f(xn) 6= A
F/#)WX#)�Z(u;=%3% S �	#&F/#)� lim

x→a
f(x) 6= A

(u;=%'%C#&%C�A,/>@? T #)¶=�0!71'!$R/� #&!7�
ε > 0

(�!21-�"#)5pNrR/4$F/#&�=�"#)�c\^!7FG#)�=%3>@?=,VN�1zF/#&WA#&��tnO¬j=5`«B#J�"#&%
δ > 0

F/!$W"1z#J%p#&!7�
yδ 6= a

(�!21
|yδ−a| < δ

;0�=� |f(yδ)−A| ≥ ε S �Z!$5^WA#)1'5@,/>@?Q1'#&���Q;=���0!7#��e#)5'1'# δ = 1, 1
2 ,

1
3 , . . . ,

1
n , . . .;0�=�c�"!7#y#)�Q13%'.053#&>@?0#&�=�"#-O0RG47FG#

(xn)
(�!21

xn = y 1
n
SAT !7#J%i#uO0R/4$F/#-PGR/�Yx/#&5'FG!7#&5i1�#&>@?Q1pFG#)FG#)�

a
_"�0, |xn− a| = |y1/n − a| < 1/n

;0�=�
xn 6= a

Nrj05�,V4$47#
n
F/!$421 S g�;=% |f(xn)−A| ≥ ε Nrj05,V4$4$#

n ∈ N
NrR/4$FV1p,/WA#&5&_0�=,/%3%

A
PG#)!$�qKL53#)�=9)6�#)5'1��0#)5�O0RG47FG#

(f(xn))
%i#&!7��Ps,V�0� S �

gp;=%-b",s139[²&³ S ²u;0�=�	�"#)�	KL53#)�=9)6�#)5'1'53#)F/#&47�qNrj=5·O=R/4$F/#&�l#)53?=,V471'#&�l6�!$5z;0�=(M!71i13#)4$W=,V5J_ �0,/%3%z(�,/�KL53#)�09&6U#&5i13#·f&13#)53(y6�#)!o%i#Jh�WX#)53#&>@?0�=#)�q�0,V5'N S
KML�N!OsP�RMSutMV v,a4]5^�O%pq]�a4NCa�]5[Z]�YU^

g�;A%
lim
x→a

f(x) = A
;0�=�

lim
x→a

g(x) = B
NrRG47F/1

² S lim
x→a

(f(x)± g(x)) = A±B ¹
w S lim

x→a
(f(x) · g(x)) = A ·B ¹
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� S lim
x→a

f(x)
g(x) = A

B

_YN~,V4$4$%
B 6= 0 S

o ]5b\n���bU]�Y P5RMS��MV
���]�"#)5z¢n#)5347#&F/;0�0F

xn − 1

x− 1
= xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1

Nrj05 |x| 6= 1

x/RG�
(xn − 1)/(x− 1)

!$��#&!7�=#zFG#)R/(�#)1'53!$%3>@?0# } #)!$?0#-%B135'#&W"1�«B#&�"#&5 � #)53( FG#)F/#&� 1 | 6�#)�0� xF/#&F/#&�
1
%i1'53#)W"1���;0�=��6�!75�#&5'?A,V471'#)�

lim
x→1

xn − 1

x− 1
= n .

T !7#J%i#J%�D�#)!o%i.=!7#&4�9)#&!7F/1&_0�0,G%'%��0#)5pKL53#)�09&6U#&5i1 lim
x→a

f(x)
,V;=>@?q�0,V�=��#)v"!$%i1'!$#)53#)��Ps,V�0��_A6U#&�0�q�"#)5

O=;0�0PQ1'!$R/�=%'6�#)5'1
f(a)

!$( �^;0�0PQ1
x = a

�=!$>@?Q1M�0#�¶=�0!$#)5'1u!o%i1 | %'!7#&?0#���#)(�(:,d²J³ S ½ Nrj05u6�#)!71'#&5'#D�#)!o%'.0!7#&47#L%iRG4$>@?=#)5`O=;0�0PQ1'!$R/�0#&�A� S gpWA#&5�,/;=>@?C6�#)�0���"#)5�KL5'#&�09)6�#)5'1 lim
x→a

f(x)
#�v"!o%B13!7#&5i1�;0�=���"!7#

O=;0�0PQ1'!$R/� !$(+�^;0�=PG1
a
�"#�¶A�0!7#&5i1C!o%B1J_^(y;A%'%

lim
x→a

f(x) = f(a)
�0!o>@?Q1�;=�QWX#&�0!7�0F/1CF/#&4213#)��»^�B%i1

9&;0( D�#)!o%'.0!7#&4
f : R → R

�";05@>@?
f(0) = 1

;0�A�
f(x) = x

Nrj05[,V4$4$#
x 6= 0

�"#�¶A�0!7#&5i1J_`%'R
FG!7471

lim
x→0

f(x) = 0
;0�=���0,/(M!71

f(0) = 1 6= 0 = lim
x→0

f(x) S�| �Z!$5-#)53!7�0�=#)53�	;0�A%)_��0,G%'%·!$���"#)5
T #�¶=�=!213!7RG��xGR/� lim

x→a
f(x)

�Y;05��"!$#y¢n,V?=47#&�
x
(�!71

x 6= a
;=�=� |x− a| < δ

5'#&47#&xs,V�Q1�%'!$�=� S �

� ]	��^�bcN$b\XZ^BV K9N$]�N$b\[�_�]5bcN
\^!$�0#�O0;=�0PQ1'!$R/�

f(x)
!$%i1�
@©�¥)©Ur�[!7(´�^;0�0PQ1

a
_"N~,/474o%

lim
x→a

f(x) = f(a)
F/!$421 S

bQ13!74$4o%'>@?Y6�#)!$F/#)�A� !$%i1�!$�I�"!$#&%'#)5 T #)¶=�0!71'!$R/� FG#)(�#)!$�Q1&_��0,/%3%[�"#&5[�e#)5'1 f(a)
�"#�¶=�=!7#&5i1�!$%i1�;0�A�

�"#&5�KL53#)�=9)6�#)5'1
lim
x→a

f(x)
#�v"!o%B13!7#&5i1 S �B%i1 f(x)

!7( �`;0�0PQ1
a
%i1'#)1'!$F=_w%iRcNrR/4$FV1�,V;=>@?d�A,/>@?��"#&(

O=R/4$F/#)�=PQ53!71'#)53!$;0( Nrj05p�"#&�]��!$(M#J%)_0�=,/%3%
lim

n→∞
f(xn) = f

(
lim

n→∞
xn

)

Nrj05^«B#&�"#·F/#&F/#&�
a
%i1'53#)WX#)�=�0#�O0R/4$F/#

(xn)
FG!7471 S���Q1';=!213!7xEWA#J�"#);01'#�1q�"!$#	bQ1'#)1'!$F/PG#)!71Cx/R/�
f
!$�
a
_��0,/%3%C�"!$#cO0;=�0PQ1'!$R/�ZP/#&!7�=#)�IbY.053;0�0F¸!$�

a(:,/>@?Q1 S bQ1'#)1'!$F/#lO0;=�0PQ1'!$R/�0#&�E%'!7�A�8xGR/5'1'#&!74$?=,sN�1J_^�0,ePY47#&!7�0#��p�=�"#&5';0�=F/#)�E!$( g�53F/;=(M#&�Q1:,/;=>@?
�Y;05-PY4$#)!$�0#����=�0#)53;0�0F/#&�	!$( O0;0�0PQ13!7RG�=%i6�#)5'1-WA#&6�!753P/#&� S ¯�(�FQ,V�0FQ%'%'.05@,/>@?04$!$>@?cP�,/�0��(:,V�¸%i!o>@?j0WX#)5@,V4$4/%i1'#)1'!$F/#^O0;=�0PQ1'!$R/�0#&��,V4o%�%iRG4$>@?=#®xGR/5@%B13#)4$47#&��_��"#&5'#&�-KL5@,V.=?L(:,/�L9&#)!o>@?0�0#&�LPs,/�0��_)RG?0�0#^�"#&�
bQ13!2N�1�,/W09);=%'#�139)#&� S ¢n;0( DU#&!$%'.0!$#)4w%'!7�=�]NrR/4$F/#)�A�"#uO=;0�0PQ1'!$R/�0#&�cj0WX#)5@,V4$4�%B13#�1'!$F | � S ? S !7( FQ,V�09&#)�
T #�¶=�=!213!7RG�=%iWX#)53#)!o>@?A��tmCg�4$4$#yfJj0W04$!$>@?0#&�=hMO0;0�0PQ13!7RG�0#)��t=�®RG47�Y�0RG(�#/_

ex _ √x _ loga x
_
xa _ nx _ sin(x)

_
cos(x)

_A;=%'6 Sm:�B%i1
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