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Bild 8.1: Auflegen der Bauklotze.

8.1.3 Harmonische Reihe

Die Situation mit der harmonischen Reihe

1 1 1
H,=14+=4=+4-+—
+ 3 + 3 +-+ "

ist etwas komplizierter: Es ist fiir die Summe H,, keine geschlossene Form bekannt, die

sie vereinfacht. Man weifs aber, dass H,, sehr nah an Inn liegt.

Satz 8.5:
1
Inn+—-<H,<Inn+1.
n

Fiir den Beweis dieses Satzes brauchen wir einige Begriffe, wie Ableitungen und In-
tegrale, die wir erst spiter betrachten werden; daher verschieben wir den Beweis auf
Abschnitt 10.8. Die etwas schwicheren Abschitzungen 1 + %log2 n < H, <logyn+1
haben wir bereits mittels Induktion bewiesen (siehe Satz 2.13).

Beispiel 8.6: Ein physikalisches »Paradoxon«
Wir mochten mit Baukl6tzen gleicher Grofie und Gewicht einen Turm am Rande
einer Tischkante bauen, der so weit wie moglich iiber den Tisch iibersteht, ohne um-
zufallen. Die Baukl6tze haben die Lange 2 und haben den Schwerpunkt in der Mitte.
Fiir n > 2 sei d,, der Abstand der linken Kante des ersten (obersten) Bauklotzes
vom n-ten Klotz (siehe Bild 8.1).

Um nicht umzufallen, reicht es fiir alle n > 1 die folgende Gleichgewichtsbedin-
gung zu erfiillen: Der gemeinsame Schwerpunkt der oberen n Klotze muss vertikal
iber dem (n+1)-ten Klotz liegen. Da n Objekte gleichen Gewichts mit Schwerpunkt
an den Positionen p, . . ., p, den Gesamtschwerpunkt an der Position (p1+- - -+p,)/n
haben, reicht es also, die Bedingung

L+ (de+1)+(ds+1)+---+ (dn + 1)
n

> dpy1

zu erfiillen. Im Grenzfall (Gleichheit) erhalten wir die Zahlen

1 n
dpt1 = — d; +1 itdi=0und dy=1.
+1 nZ( +1) mit dy und dy

=1
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Bild 8.2: Auflegen der vier Bauklitze der Linge 2. Wegen Hy = 1+1/2+1/341/4 = 50/24 > 2
liegt der oberste Klotz vollsténdig auferhalb der Tischplatte.

Fiir diese Zahlen gilt

n n—1
n(dny1 — dn) = Z}(d +1)——12d +1)
n 1 —
= (di+1)— <1+—>Zd+1
1=1 =1
1 n—1
=d,+1-— d;+1)=1
+ n_li;( +1)
und somit auch
1 1 1 1 1
dnpr=dn+ == (dnr+— |+~ = =dt 5+t —=Hy.
n 1 2 n

Wegen H,, > Inn ist dieser Fakt etwas {iberraschend: Man kann den obersten Klotz
auf eine Position beliebig weit aufierhalb der Tischplatte versetzen, wenn man ge-
niigend viele Kl6tze zur Verfiigung hat. So wird wegen Hy =1+1/2+1/3+1/4 =
50/24 > 2 der oberste Klotz bereits bei vier Klotzen vollstdndig auferhalb des Ti-
sches liegen (siehe Bild 8.2).

8.2 Rekursionsgleichungen

Wie wir bereits oben erwéhnt haben, sind die Folgen (z,) meist durch eine rekursive
Definition gegeben: Zuerst gibt man die Werte der ersten k + 1 Folgenglieder xo, ...,z
an und dann definiert man die néchsten Folgenglieder durch eine Rekursionsgleichung

Tnt1 = @(Tny ooy Tn_k) -

Um eine so definierte Folge zu analysieren, braucht man eine ezplizite Darstellung der
Folge, also eine Funktion f : N — R mit z,, = f(n) fiir alle n. Eine solche Funktion f
nennt man auch die »geschlossene« Form fiir (x,,) oder die »Losung« der entsprechenden
Rekursionsgleichung.

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man eine geschlossene Form fiir rekursiv definierte
Folgen finden kann, wenn die Funktion ¢ eine lineare Kombination der vorigen Folgen-
glieder ist. Dazu betrachten wir bestimmte Transformationen der Folgen und »schiitteln«
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Tabelle 8.1: Transformationen von Folgen.

Transformation Definition
Addition/Subtraktion (xn) £ (Yn) = (n £ yYn)
Skalarmultiplikation c(xn) = (czn)

Verschiebung E(zn) = (Znt1)

k-malige Verschiebung E*(z,) = (Tnr)
Kompositionsregeln (A£B)(zn) = A(zn) £ B(zn)

AB(zn) = A(B(zn)) = B(A(an))
Transformation von Summen A(zn, +yn) = A(xn) £ A(yn)

mit ihrer Hilfe die gegebene Folge hin und her bis etwas »Verniinftiges« herauskommt.

Es gibt zwei Basistransformationen: Multiplikation der Folgenglieder mit einer Kon-
stanten und Verschiebung der Folge um ein Glied nach links (das erste Glied xo ver-
schwindet dabei):

(Tn) = X0, X1, T2, T3, . . .
C((En) = (C"En) = CXo, CT1,CT2,CL3, . . .

E(‘T"l) = (‘rn‘i‘l) = T1,T2,X3,T4,---

Ausgehend von diesen zwei einfachen Basistransformationen E(z,) und ¢(x,) kann man
auch kompliziertere Transformationen erhalten, indem man die Basistransformationen
entsprechend kombiniert. Die wichtigsten Transformationen sind in Tabelle 8.1 aufgeli-
stet. So gilt zum Beispiel:

2+ E)(z,) =2(zn) + E(zn) = 220 + 2n41),
E(2,) = B(zn11) = (Tnt2) -

8.2.1 Homogene Rekursionsgleichungen
Sei (x,,) eine durch die homogene Rekursionsgleichung
Tn = 1Tp_1 + -+ OhTn_k (8.3)

gegebene Folge; das Wort »homogen« bedeutet, dass wir auf der rechten Seite keinen
zusétzlichen Term haben, der nicht von fritheren Folgenglieder abhéngt. Wir wollen diese
Rekursionsgleichung 16sen, d.h. eine Funktion f : N — R mit x,, = f(n) finden. Dazu
schreiben wir die Rekursionsgleichung zunachst um

Tptk — O1Tpg (k—1) — 02Tp4(k—2) — * " — Qk—1Tn+1 — ATy = 0,
was in unseren neuen Bezeichnungen die Form

Ek(xn) - alEk_l(xn) - agEk_2(9€n) — - —ap1B(x,) — ap(z,) = (0)



