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7.5.1 Eigenwerte und Diagonalisierung

Zwei n x n Matrizen A und B heiflen dhnlich, falls es eine invertierbare Matrix P mit
A = P7'BP gibt. Ist die Matrix P auch unitir, also gilt P~! = P, so heifen die
Matrizen wunitdr dahnlich.

Ist P invertierbar, so ist wegen (P~*)~! = P auch P~! invertierbar. Daher ist es
unwichtig, ob man P~! links oder rechts von B einsetzt. D.h. A und B sind auch dann
dhnlich, falls A = QBQ™" fiir eine invertierbare Matrix Q gilt.

Eine geometrische Interpretation dieser Aquivalenzrelation ist die folgende. Jede n x n Matrix
A iber F beschreibt eine lineare Abbildung fa () = Az von F™ nach F". Eine invertierbare
Matrix P implementiert einen Basiswechsel. Die Koordinaten sind durch P folgendermafien
»gedreht«, dass man diese Drehung auch umkehren kann, d.h. sie werden nicht in eine klei-
nere Dimension »gequetscht«. Die Abbildung fp-15p dreht den Vektorraum, wendet die
Funktion fp an und kehrt in den urspriinglichen Vektorraum zuriick. D.h. dhnliche Matri-
zen beschreiben die gleichen linearen Abbildungen aus verschiedenen Sichtpunkten, die der
gewdhlten Basis entsprechen.

Eine wichtige Eigenschaft dhnlicher Matrizen ist, dass sie denselben Rang, dieselbe De-
terminante wie auch dasselbe Spektrum (d.h. dieselben Eigenwerte) besitzen.

Satz 7.32: Ahnliche Matrizen
Sind die Matrizen A und B &hnlich, so gilt:
1. tk(A) = rk(B);
2. det(A) = det(B);
3. 0(4) = o(B).

Beweis:
(1) Es gelte A = P~!BP fiir eine invertierbare n x n Matrix P. Nach (7.1) gilt
rk(A) = 1k(P~!BP) < rk(B) und wegen der Symmetrie auch rk(B) < rk(A).
(2) folgt unmittelbar aus Satz 7.22: det(A) = det(P~1) det(B) det(P) = det(B).
(3) Wir wollen zeigen, dass die Matrizen A und B dieselben Eigenwerte besitzen.
Dazu reicht es zu zeigen, dass die Determinanten der beiden Matrizen A — \F und
B — \E fiir alle A € R gleich sind. Diese Gleichheit kann man mit Hilfe der uns
bereits bekannten Eigenschaften der Determinate leicht zeigen:

det (A — A\E) = det (P"*BP — AP 'P) wegen E = P~1P
= det (P~"(B— \E)P) Satz 7.1(1)
= det(P~ 1) det (B — AE) - det(P) Satz 7.22(1)
=det (B — \E) wegen det(P~!) = g5y -

O

Wir wissen bereits, dass man den Rang, die Determinante wie auch die Eigenwerte einer
Dreiecksmatrix sehr leicht bestimmen kann. Daher sind die zu Dreiecksmatrizen #hnli-
chen Matrizen besonders interessant; solche Matrizen nennt man trigonalisierbar. Ist die
Matrix sogar einer Diagonalmatrix &hnlich, so heifit sie diagonalisierbar.
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Satz 7.33: Diagonalisierung
Sind alle n Eigenwerte Aq1,..., A, einer reellwertigen n x n Matrix A verschiedene
reelle Zahlen, so ist A der Diagonalmatrix diag(Ay, ..., A,) dhnlich.

Beweis:

Sei P = [v1,...,v,] eine n X n Matrix, deren Spalten Eigenvektoren v1,...,v, zu
den Eigenwerten A1, ..., \, sind. Aus Av; = \;v; fiir alle i folgt

A-P=A [vy,...,v,] =[Avy,..., Av,] = [Mv1, .. s A0y
= P -diag(A1,..., ).

Da nach Satz 7.28 Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhingig

sein miissen, gilt tk(P) = n. Somit existiert das Inverse P! und es geniigt, beide

Seiten der Gleichung A - P = P -diag(\1, ..., \,) mit P~1 zu multiplizieren. O
Beispiel 7.34:

Wir betrachten die Matrix A = E ﬂ mit a > 0 aus Beispiel 7.30. Diese Matrix hat

zwei Eigenwerte A = 1 4+ \/a mit Eigenvektoren v = (£4/a,1) . Die entsprechende
Matrix P hat in diesem Fall die Form

S

und ihr Inverses ist (siehe Beispiel 7.10)

P—l — 1 1 \/a
2y/a |1 +Va|’
Wenn wir nun das Matrixprodukt P~! AP ausrechnen, dann erhalten wir eine Dia-
gonalmatrix
_ 1 [1 al [1 a] [Va —a
1 _ ) .
F AP_2\/E_—1 \/a] [1 1] [1 1
1 Va+a —J/a+a

T2 a:—ll ﬁ]'[\/@rl —\/6+1]

1 [2va(l +a) 0 }
a 0 2y/a(1 — a)

Fiir Matrizen, deren Eigenwerte nicht unbedingt verschieden sind, gilt Folgendes.
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Satz 7.35: Trigonalisierung — Satz von Schur
Jede reellwertige n x n Matrix A mit reellen Eigenwerten Ay, ..., A\, ist einer oberen
n x n Dreiecksmatrix A mit Ay, ..., A, auf der Diagonalen unitir dhnlich.
Beweis:

Nach Satz 7.32(3) und Lemma 7.29 reicht es zu zeigen, dass A einer Dreiecksmatrix
unitdr dhnlich ist.

Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Aussage richtig, da jede 1 x 1 Matrix auch eine
Dreiecksmatrix ist. Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir alle (n — 1) x (n — 1)
Matrizen gilt und dass A eine n x n Matrix ist, deren Eigenwerte reelle Zahlen sind.

Sei v; ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A, also Av; = Av; und v, # 0.

Ersetze vi durch vq/||v1]|, um ||vi|| = 1 zu erreichen. Dann wende den Gram-—
Schmidt Algorithmus, um {v;} bis zu einer Orthonormalbasis {v1,...,v,} von R"
zu erweitern. Sei B = V1AV mit V = [vy,...,v,]. Da die Basis orthonormal ist,

ist die Matrix V unitér, also gilt V—! = V. Wegen Av; = My, (v1,v1) = 1 und
{(v1,v;) = 0 fiir alle i = 2,...,n hat die Matrix B = V~'AV die Form
A K eeeox
0
VAV =V My, Av,, ..., Av, ] =
: C
0

Nach Induktionsannahme gibt es eine unitidre (n — 1) x (n — 1) Matrix @, so dass
Q~'CQ eine obere Dreiecksmatrix ist. Da @ unitér ist, ist auch die Matrix

unitar. Wegen
VR '=RWI1=R'V' =WVR)"

ist daher auch die Matrix P = V R unitdr. Die Matrix
P'AP = (VR)'A(VR) = R-Y(VTAV)R

hat die Form

0 0 0
: o : c : Q | Q-'cQ
0 0 0 0

Da Q~'CQ nach Induktionsannahme eine obere Dreiecksmatrix ist, ist auch A =
P~1AP eine solche Matrix. Somit sind die Matrizen A und A unitar dhnlich. O
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Korollar 7.36: Diagonalisierung symmetrischer Matrizen

Jede symmetrische reellwertige n x n Matrix A mit den Eigenwerten A, ..., \, ist
der Diagonalmatrix diag(A1, ..., A,) unitdr dhnlich.

Beweis:
Nach Satz 7.31 sind alle ); reelle Zahlen. Nach dem Satz von Schur gilt A = PAP~!
fiir eine unitare n x n Matrix P und eine Dreiecksmatrix A mit Eintrdgen A1,..., A\,

auf der Diagonalen. Wegen AT = Aund P" = P! gilt
PAP ' =A=A" = (PAPHT = (P HTATPT = PATPL,

woraus A = AT folgt. Da A eine Dreiecksmatrix ist, kann das nur dann der Fall
sein, wenn alle Eintrage aufierhalb der Diagonalen gleich Null sind, d.h. wenn A
eine Diagonalmatrix ist. O

7.5.2 Eigenwerte, die Spur und die Determinante

Eigenwerte von A sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms det (A — AFE). Nach
der Leibniz’scher Formel (7.5) fiir die Determinante hat dieses Polynom die Form

det (A= AE) = ¢, \" +cp i N L e d 4 ¢

fiir geeignete Koeflizienten ¢;. Fiir A = 0 ergibt dies ¢p = det(4A — 0- E) = det(A). Der
grofte Term A" kommt in der Summe (7.5) nur einmal vor, und zwar mit dem Koeffizient
¢n, = (—1)™. Somit gilt

det (A= AE) = (=1)"\" + ¢ 1 A" 4+ -+ i A+ det(A) .
Sind A4, ..., A, die Eigenwerte von A, so sind sie Nullstellen dieses Polynoms und es gilt
det (A= AE)=(—1)"(A—= A1)~ (A=) (7.11)

Daraus ergeben sich einige Verbindungen zwischen Eigenwerten, »Spur« und Deter-
minante. Die Spur (engl. »trace«) einer n x n Matrix A = (a;;) ist einfach die Summe
Tr(A) = Y1, a;; der Diagonaleintrige.

Satz 7.37:
Ist A eine n x n Matrix mit Eigenwerten A1, ..., \,, so gilt

n

det(A) = ﬁ Ai und Tr(4) = Z A

i=1 =1

Beweis:
Um die erste Gleichung zu erhalten, setze einfach A = 0 in (7.11).
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Um die zweite Gleichung zu erhalten, schreibe die rechte Seite von (7.11) als ein
Polynom (in der Variable \) und beachte, dass der Koeffizient zu \"~! gleich

nz _ n+1()\1+/\2+ +)\n)
i=1
ist, wobei der Koeffizient zu A"~ ! in det (A — AE) gleich
(=1)" Han +azz + -+ apn) = (-1)" 71 Tr(4)

ist. Warum? Um A\"~! zu erhalten, miissen wir nach der Leibniz’schen Formel (7.5)
den Term —\ genau (n — 1)-mal aus den Diagonaleintrigen a;; — A von A — \E
auswihlen. |

Lemma 7.38: Eigenschaften der Spur

Fiir alle n x n Matrizen A, B iiber R und alle ¢ € R gilt:
1. Tr(cA) = ¢Tr(A);

2. Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B);

Tr(AB) = Tr(BA);

Tr( ) = Tr(B), falls A und B #hnlich sind.

Beweis:

Die ersten zwei Aussagen sind trivial. Die dritte Aussage folgt aus

iiﬁl Blk,i] =

i=1 k=1 k

znjB[k,i]A[m] = Te(BA).

1i=1

n

Die letzte Aussage folgt aus (3): Gilt A = P~1BP, so gilt auch

Tr(A) = Tr((P~'B)P) = Te(P(P~'B)) = Tr(EB) = Tr(B). O

Lemma 7.39: Rang und Spur symmetrischer Matrizen

Fiir jede reellwertige symmetrische Matrix A gilt

rk(A?) = rk(4) >

Beweis:

Seien Aq,..., A, die Eigenwerte von A. Nach Korollar 7.36 ist A der Diagonalmat-
rix A = diag(A1,...,\,) dhnlich. Daher ist auch A? der Diagonalmatrix A% =
diag(A?, ..., \2) dhnlich. Nach Satz 7.32 sind rk(A) und rk(A4?) beide gleich der An-
zahl r = |{i: \; # 0}| der von Null verschiedenen Diagonaleintrage dieser Matrizen,
woraus rk(A?) = 1k(A) folgt. Weiterhin gilt nach Satz 7.37 und Lemma 7.38(4)
S A = Tr(A) und -7, A2 = Tr(A?). Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (6.2)
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angewandt mit z; = \; und y; = 1 ergibt dann

Tr(A2) - = (iA?) v > (anxi)Q = Tr(A)?,
=1 i=1

woraus die gewiinschte untere Schranke fiir r = rk(A) folgt.

7.6 Aufgaben

Aufgabe 7.1:

Ein Vater und seine beide S6hne sind zusammen hundert Jahre alt, der Vater ist
doppelt so alt wie sein jiingster Sohn und dreiffig Jahre dlter als sein dltester. Wie alt
ist der Vater?

Aufgabe 7.2:

Fiir welche Werte von a hat das folgende Gleichungssystem (i) keine, (ii) genau eine
oder (iii) mehrere Losungen?

r + y 4+ az =1,
r 4+ ay + 2z =1,
ar + y 4+ z =1.

Aufgabe 7.3:

2
Lése die folgende Gleichung iiber R: {:i ﬂ < {_1 : }

Aufgabe 7.4:

-1
6
X2 — 2X bis zu einem Quadrat zu erweitern, d.h. durch (X — E)2 = X2 — 2X + E zu
ersetzen.

Lose die folgende Gleichung iiber R: X2 — 2X = [ g] Hinweis: Es lohnt sich

Aufgabe 7.5: Eigenschaften der linearen Abbildungen

Sei A eine m x n Matrix und sei S C F™, |S| = n die Menge ihrer Spalten. Weiterhin
sei fa : F" — F™ die durch fa(xz) = Ax gegebe lineare Abbildung. Zeige, dass dann
folgendes gilt:

1. fa ist injektiv <= S ist linear unabhéngig;

2. fa ist surjektiv <= span(S) =F";

3. fa ist bijektiv <= S bildet eine Basis von F™.

Aufgabe 7.6:

n

1
} , wobei n eine natiirliche Zahl ist.

1
Berech
erechne {0 1



