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fiir die Kommunikationskomplexitit ¢(A) von A liefert. Somit haben Matrizen A
mit rk(A4) = n die maximale Kommunikationskomplexitét.

6.3 Homogene Gleichungssysteme

Ein Gleichungssystem der Form Ax = 0 heifit homogen. Ist fa(x) = Ax die durch
die Matrix A definierte lineare Abbildung, so ist die Losungsmenge von Az = 0 genau
der Nullraum Null f4 dieser Abbildung. Der Bildraum Bild f4 = {Az: « € F"} der
Abbildung f4 ist der Spaltenraum von A und seine Dimension ist daher gleich rk(A).
Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen (Satz 5.48 in Abschnitt 5.6.2) gilt
somit

dim (Null f4) = dimF” — dim (Bild f4) = n — rk(4)

und wir erhalten

Korollar 6.7: Dimensionsformel fiir homogene Gleichungssysteme
Fiir jede m x n Matrix A iiber einem Korper F ist der Losungsraum von Az = 0
ein Unterraum von F™ der Dimension n — rk(A).

Insbesondere hat Az = 0 mindestens eine nicht-triviale Losung x # 0, wenn m < n gilt,
d.h. wenn die Zahl der Variablen grofer als die Zahl der Gleichungen ist.

@ Mit homogenen Gleichungssystemen kann man die lineare Unabhéngigkeit bzw. li-

neare Abhéngigkeit von Vektoren vy, ..., v, iiberpriifen: Fasse die Vektoren als Spal-
ten einer Matrix A auf und schaue, welche Losungen das Gleichungssystem Ax = 0 hat.
Jede Losung x gibt uns eine Linearkombination des Nullvektors. Also sind vq,...,v,
genau dann linear unabhéngig, wenn Ax = 0 keine weiteren L&sungen aufer = 0 hat,
was nach Korollar 6.7 genau dann passiert, wenn rk(A) = n gilt.

Eine quadratische n x n Matrix heifit singuldr, falls rk(A) < n gilt. Gilt rk(A) = n, so
sagt man, dass A einen vollen Rang hat; solche Matrizen nennt man auch reguldr. Eine
niitzliche Merkregel ist:

A ist regulédr (hat vollen Rang) <= aus Az =0 folgt x = 0.
Ist Ax = b ein lineares Gleichungssystem mit b # 0, so bildet seine Lésungsmenge
L(Ab) ={x eF": Ax = b}

keinen Vektorraum mehr, da zum Beispiel der Nullvektor nicht in L(A,b) liegt. Die
Mengen von der Form L(A,b) heifen in der Literatur affine Riume. Hat man aber
mindestens eine einzige Losung ¢ von Ax = b bestimmt, so kann man alle Lésungen
eines inhomogenen Systems Ax = b durch die Lésungen des homogenen Systems Az = 0
einfach angeben:

L(A,b) =L(A,0) 4+ xg = {x+xo: Az =0}.
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Bild 6.2: Zwei Zerlegungen von K5 in jeweils 4 bipartiten Cliquen.

Wir haben also die folgende Merkregel:

Eine allgemeine Losung von Ax = b ist eine allgemeine Losung von Ax = 0

plus irgendeine Losung von Ax = b.

Aus Az = b folgt ndmlich Az = b genau dann, wenn A(xz — xp) = 0 und somit auch
x € L(A,0) + x gilt.

Korollar 6.8:
Ist A eine m x n Matrix iiber einem Kérper F und b € F™, so gilt fiir die Losungs-
menge L(A,b) des linearen Gleichungssystems Az = b

dim L(A,b) < dim L(A,0) + 1 =n —rk(A) + 1.

Wir geben nun eine Anwendung der Dimensionsformel fiir homogene Gleichungssysteme
in einer Situation an, wo man auf den ersten Blick keine Verbindungen zur linearen
Algebra erkennen kann. Dass solche iiberraschenden Verbindungen doch existieren, zeigt
wie vielseitig die Anwendungen der linearen Algebra sein koénnen.

6.3.1  Anwendung: Zerlegung in bipartiten Cliquen*

Sei K, ein vollstédndiger ungerichteter Graph mit der Knotenmenge {1, ..., n}. Der Graph
besitzt alle () mdglichen Kanten, und wir wollen diese Kanten in moglichst weni-
ge disjunkte bipartite Cliquen zerlegen. Eine bipartite Clique ist ein bipartiter Graph
Kap=(AUB,E)mit ANB =0 und E = {{i,j}:i € Aund j € B}. Zwei Graphen
heifen disjunkt, falls sie keine gemeinsamen Kanten haben.

Sei f(n) die kleinstmogliche Anzahl paarweise disjunkter bipartiter Cliquen in einer
Zerlegung von K,,. Man kann sich leicht iiberzeugen, dass f(n) < n — 1 gilt. Dazu
reicht es Knoten in der Reihenfolge 1,2, ...,n — 1 zusammen mit ihren inzidenten Kanten
zu entfernen; dies erzeugt eine Zerlegung von K, in disjunkte »Sterne«, d.h. bipartite
Cliquen Ky, p, mit A; = {i} und B; = {i+1,...,n},i=1,...,n — 1 (siche Bild 6.2
links). Dies ist aber nur eine sehr spezielle Zerlegung und schlieftt die Existenz von
anderen, eventuell besseren Zerlegungen nicht aus: So gibt uns Bild 6.2 (rechts) noch
eine mogliche Zerlegung. Das klassische Resultat von Graham und Pollack aus dem Jahre
1972 besagt, dass die erste triviale Zerlegung in Sterne auch die beste ist! Es gilt nadmlich
fln) >n—-1
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Der Originalbeweis blieb ziemlich kompliziert bis Trevberg 1982 einen iiberraschend
einfachen Beweis mittels der linearen Algebra gefunden hat.

Zunichst lohnt es sich, die Frage zu verallgemeinern: 2 Was ist die kleinste Zahl d, so
dass sich die Summe

S(.’B) = Z TiTj

1<i<j<n

als eine Summe der Produkte

d d
S@) =3 (3 1) (Y 1) =Y L) - Ri(=)
i=1 jEA; jEB; i—1
mit A4, N B; = 0 fiir alle i = 1, ..., d darstellen lsst? Dazu setzen wir
T(x)= Z 7
i=1

und beobachten, dass

n

(Z:ﬁi)2 - sz;:z:f—FZ- S 2z =T(@) +25()

i=1 1<i<j<n

und somit auch

T(z) = (anx)Q —25(x) = (ix)Q —2. ZdjLi(m) - Ri() (6.1)
L =1 =1

1= 1=

fiir alle x € R™ gilt. Wir betrachten nun das homogene Gleichungssystem

Ll(.’B) = O7

Ld(ilt)=07
T4t r, =0

und nehmen an, dass d < n — 2 gilt. Dann besitzt das Gleichungssystem mehr Variablen
als Gleichungen und muss daher nach Korollar 6.7 mindestens eine Losung € R™ mit
x # 0 haben. Aus ) | ; = 0 und L;(x) = 0 fiir alle i = 1,...,d folgt, dass die rechte
Seite der Gleichung (6.1) fiir dieses x gleich Null sein muss. Aber die linke Seite ist
ungleich Null, denn aus x # 0 folgt T'(z) = >, #? # 0. Somit liefert unsere Annahme
d < n — 2 einen Widerspruch, woraus d > n — 1 folgt. O

2 Dieser Trick — Verallgemeinerung der urspriinglichen Frage — ist als das »Erfinderparadox« bekannt:
Allgemeinere Aussagen sind oft leichter zu behandeln!



