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Die Additions- und Multiplikationstabellen sehen also folgendermaften aus:

+ 0 1 T 1+ . 0 1 T 1+
0 0 1 x 1+ 0 0 0 0 0
1 1 0 1+ T 1 0 1 T 14z
T T 14z 0 1 T 0 T 1+ 1
14z |1+x T 1 0 1+42|0 1+« 1 T

Wir sehen, dass das etwas mehr als nur ein Ring ist: Jedes Element (aufier dem
Nullpolynom) hat ein multiplikatives Inverses! Somit ist Zs/p(x) ein Korper mit
22 = 4 Elementen. Dieser Koérper GF(4) = ({0,1,a,b},+,-) hat also vier Elemente
und die Additions- wie auch Multiplikationstabellen sehen folgendermafien aus (mit
x+—aund 1+ 2+ b):

+10 1 a b -0 1 a b
00 1 a b 0|0 0 0 O
111 0 b a 110 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
b|b a 1 0 bl10 b 1 a

Aber nicht fiir jedes Polynom p(x) ist F[z]/p(z) ein Korper: Betrachte dazu zum
Beispiel die Multiplikationstabelle in Zs[z]/(z? + 1):

. 0 1 x 14z
0 0 0 0 0
1 0 1 T 14z
T 0 T 1 1+x
142|0 142 14z 0

Was Zz[z]/(2? + 2 + 1) zu einem Korper gemacht hat, ist dass das Polynom p(x) =
22 + x + 1 ein irreduzibles Polynom iiber dem Korper Z, ist, d.h. es gibt keine zwei
Polynome f(z) und g(z) von kleinerem Grad mit p(z) = f(z)g(x). Man kann zeigen (wir
werden dies nicht tun), dass es fiir jede Primzahl p und fiir jede positive natiirliche Zahl
n > 1 ein irreduzibles Polynom p(x) vom Grad n iiber dem Korper Z, gibt. Ein solches
Polynom kann man wie in dem obigen Beispiel benutzen, um den Galois Kérper GF (p™)
zu konstruieren.

5.5 Komplexe Zahlen: Rechnen in der Zahlenebene

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles

andere ist Menschenwerk.
- Leopold Kronecker

Die letzte Schopfung des Menschen ist die Menge der sogenannten skomplexen Zah-
len«. Diese Zahlen sind aus dem Wunsch entstanden, solche Gleichungen wie 22 +1 =0
zu l6sen. Im Laufe der Jahre hat dies zu der Menge C, bekannt als die Menge der »kom-
plexen Zahlen«, gefiihrt. Diese Menge besteht aus allen geordneten Paaren z = (a,b) der
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reellen Zahlen, d.h. aus Punkten in der Ebene R2. Die reellen Zahlen a € R sind dann
Punkte von der Form (a,0) mit @ € R — das sind die Punkte der z-Achse. Die Zahl b ist
der I'magindrteil von z = (a,b); dieser Teil entspricht der y-Koordinate. Man bezeichnet
die Koordinaten von z = (a,b) auch als Rez = a und Im 2z = b. Die Summe und das
Produkt solcher Paare sind definiert durch

(a,b) + (¢,d) :=(a+¢,b+d) und (a,b)-(¢c,d):= (ac—bd,ad+ bc) .

Die Summe ist also als eine »ganz normale« komponentenweise Summe der Vektoren
in R? definiert. Nur das Produkt sieht etwas »magisch« aus. Diese »Magie« wird aber
verschwinden, wenn wir das Paar z = (a, b) als die Summe z = a + bi schreiben, wobei
i = v/—1 als eine »neue Zahl« (oder eine Variable) mit der Eigenschaft i> = —1 verstanden
wird. Diese neue »Zahl« entspricht dem Paar i = (0,1) und man nennt sie imagindre
Einheit:

2=(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-141-0) = (~1,0) = —1.

Die Schreibweise als Summe a + bi ist praktisch, da man so die iiblichen Rechenregeln
fiir reelle Zahlen benutzen kann. So gilt zum Beispiel

(a4 bi) - (c+ di) = ac + bci + adi + bdi*> = (ac — bd) + (ad + be)i .

Man kann sich leicht {iberzeugen, dass die Menge C der komplexen Zahlen einen Korper
beziiglich der so definierten Addition und Multiplikation bildet. Das neutrale Element
beziiglich der Addition ist 0 = (0,0) und das additive Inverse von z = a + bi ist —z =
(—a) + (—b)i. Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation ist 1 = (1,0) (wieder
eine reelle Zahl!) und das multiplikative Inverse von z = a + bi ist

P b 1
_a2—|—b2 a2 + b2

(Beachte, dass a? +b? # 0 fiir alle z # 0 gilt, denn aus a + bi # 0 folgt a # 0 oder b # 0.)
Probe:

a b ,):(a+bi)-(a—bi) a’ +b?

-1 _ . _ —
z-z —(a+bz)-(a2+b2—a2+b2z =1.

(l2 + b2 - (l2 + b2

Zur Veranschaulichung der Multiplikation benutzt man die sogenannte Polarkoordina-
tendarstellung der komplexen Zahlen. Eine komplexe Zahl z = a + b, d. h. ein Punkt
(a,b) in der Ebene R2, ist durch Angabe ihres Abstandes zum Nullpunkt

2] = Va? + b2

und des Winkels 6, den der Strahl von 0 durch z mit der reellen Achse bildet, eindeutig
bestimmt (Bild 5.2). Man nennt |z|,6 die Polarkoordinaten von z. Der Winkel 6 heifit
das Argument von z, 0 = arg(z); es ist bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig
bestimmt. Die (reelle!) Zahl |z| heift der Betrag von z. Durch geometrische Definition
des Kosinus und Sinus ergibt sich a = |z| cos 6 sowie b = |z|sin§ (Bild 5.2). Damit ergibt
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Bild 5.2: Polarkoordinatendarstellung von z = a + bi.
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Bild 5.3: Eine Multiplikation mit £ = €%, |¢| = 1, bewirkt eine Drehung um den Winkel 6.

Eine Multiplikation mit

sich fiir z die Darstellung

einer komplexen Zahl ist also eine Drehstreckung.

z=a+1ib=|z|(cosf + isinf).
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Wenn man 7 als eine »Zahl« mit der Eigenschaft i2 = —1 betrachtet, dann kann man kom-
plexe Zahlen auch in der Euler’schen Form darstellen (wir werden dies in Abschnitt 10.4

beweisen, siehe Beispiel 10.24):

cosf +isinf = e .

Zusammen mit der sogenannten Formel von Moivre (siche Aufgabe 5.17)

(cosf +isin €)™ = cosnb + isinnb

folgt daraus, dass fiir die komplexe Funktion e* die gleichen Potenzrechenregeln wie im
Reellen gelten. Um zwei komplexe Zahlen z; = r; - €91 und 2z = 75 - €¥2 in Polarkoordi-
natendarstellung zu multiplizieren, reicht es also, das Produkt der Langen zu bilden und
die Winkel zu addieren (siehe Bild 5.3): 21 - 22 = 1172 - ei?1+02) Die Division ist auch
einfach: 21 /20 = (ry/ry)el01=02),

Wir fassen nun die verschiedenen Darstellungen der komplexen Zahlen zusammen. Ist
z eine komplexe Zahl mit dem Realteil a, dem Imaginirteil b, sowie Argument arg(z) = 6
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und Betrag |z| = va? + b2, so gilt

z = (a,b) Cartesische Form
=a+bi mit i = —1
= |z|(cos 6 + isin0) Polardarstellung
= |z|e® Euler’sche Form .

Zwei komplexe Zahlen z = a + bi und Z = a — bi, die sich nur im Vorzeichen des
Imaginérteils unterscheiden, werden als konjugiert komplex bezeichnet. Die konjugierte
Zahl entspricht einer Spiegelung ihres Gegenstiicks an der reellen Achse (siehe Bild 5.2).

Fiir die Konjugation gelten die folgenden Regeln.

Lemma 5.29:
1. 21+ 20 =21 + Z3.

—z=—Z.

2.
3. 21 — 22 =7Z1 — 232-
4. 21 Z2 =71 * Z2.
5 (1/2)=1/z.
6. (21/22) =71/73.
7. z ist eine reelle Zahl genau dann, wenn z = z gilt.
8. Ist z = a + bi, so gilt
z+7Z Z2—Z
=g e

9. Ist 2 =a + bi, so gilt z -z = |z|%

10. Division: Fiir z, z € C mit z # 0 gilt

Wl

z z T Tz x -
—— = paundy. = — =

z -

[ V)

1
z z|

]
]

Alle diese Regeln kann man durch einfaches Nachrechnen verifizieren. Zum Beispiel (4):
Sind 21 = a; + by und 23 = as + bai, so gilt (unter Beachtung von i2 = —1)

Z1 %22 = (&1 — bll) . (CLQ S bQ’L) = ai1ag — a1bai — asbii + b1b2i2

= (a1a2 = blbg) - (a1b2 + a2b1)i =721 29.

Die Haupteigenschaft der komplexen Zahlen ist, dass nun nicht nur die Gleichung
22 — 1 = 0, sondern auch jede Gleichung f(z) = 0 fiir ein beliebiges Polynom f(z) stets
l6sbar ist. Ein Beweis dieses Fundamentalsatzes war schon Gaufs bekannt. Der Beweis ist
aber nicht einfach und wir verzichten auf ihn.

Satz 5.30: Fundamentalsatz der Algebra
Fiir jedes nicht konstante Polynom f(z) = ¢o + c1z2+ -+ + ¢, 2" iiber C mit n > 1
und ¢, # 0 gibt es ein z € C mit f(z) = 0.
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Genauer gilt sogar, dass die Anzahl der Nullstellen, wenn sie mit der richtigen Vielfachheit
gezdhlt werden, insgesamt gleich dem Grad des Polynoms ist.

Nach Lemma 5.25 kann man jedes Polynom f(z) in lineare Faktoren f(z) = ¢p(z —
wy)(z — wa) -+ (2 — wy,) zerlegen, wobei alle wy,ws, ..., w, Nullstellen von f(z) sind.
Sind die Koeffizienten ¢; des Polynoms f(z) reelle Zahlen, dann kann man das Polynom
sogar in lineare z — a und quadratische 22 — az + b Faktoren zerlegen, wobei nun a,b
reelle Zahlen sind; solche Faktoren nennt man reelle Faktoren.

Satz 5.31: Polynome mit reellen Koeffizienten
Sei f(z) ein nicht-konstantes Polynom mit reellen Koeffizienten.

1. Gilt f(z) =0 fiir ein z € C, so gilt auch f(z) = 0.
2. Man kann f(z) in reelle lineare und reelle quadratische Faktoren zerlegen.

@ Die erste Behauptung bedeutet, dass nicht-reelle Nullstellen bei Polynomen mit re-

ellen Koeffizienten immer paarweise auftreten, das heifit, die Anzahl der komplexen
Nullstellen ist gerade. Daraus kann man auch folgern, dass jedes Polynom mit reellen
Koeffizienten und ungeradem Grad eine reelle Nullstelle hat.

Beweis:
(1) Sei f(z) = ap + a1z + a2z + -+ + a, 2" ein Polynom mit reellen Koeffizienten.
Dann gilt

0=0=f(z)=a0+aiz+agz2+---+a,2"

=G+ Z+mE +- a2 Lemma 5.29(4)
=ao+ a1Z+ a2 4 -+ a,z2" Lemma 5.29(7)
=1

(2) Nach Satz 5.30 kann man f(z) in komplexe lineare Faktoren zerlegen. Sei z — w
einer dieser Faktoren mit w € C\ R. Nach Teil (1) muss dann auch z — W ein Faktor
von f(z) sein. Dann ist aber (z — w)(z — W) bereits ein reeller quadratischer Faktor

von f(z):

(z—w)(z —W) =22 — (w+W)z +ww = 2° — (2Rew)z + |w|?. O

Beispiel 5.32:
Das Polynom f(z) = z*+1 besitzt keine reellen Nullstellen, wohl aber komplexe: Die
Zerlegung f(z) = (22 —i)(2?+1) ergibt vier Nullstellen &(1+4)/v/2 und +(1—14)/v/2.
D.h. f(z) hat vier komplexe Nullstellen w,w, —w, —w mit w = % + %z Unter
Beachtung von 2-Rew =2+ (1/v2) =v2 und w-w = |w|> = 1 + 1 = 1, ergibt dies
eine Zerlegung des Polynoms in reelle quadratische Faktoren:

A4 = (2= w)(z— W)z + w)(z + D)
= (2 =22Rew + ww)(z® + 22 Rew + ww)

= (2= V2 +1)(2 +V22+1).
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Bild 5.4: Die primitive 8-te Einheitswurzel £ = e™8
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27

und ihre Potenzen; £2 = i ist eine 4-te
Einheitswurzel.

Beispiel 5.33: Einheitswurzeln

Eine n-te FEinheitswurzel ist eine Zahl £ mit ™ = 1. Die n-ten Einheitswurzel sind
also die Nullstellen des Polynoms ™ — 1, daher gibt es hochstens n verschiedene.
Der Koérper R der reellen Zahlen hat nur +1 als Einheitswurzeln, weil aus 2™ = 1
auch |z| = 1 folgt. Anders sieht es fiir den Kérper C der komplexen Zahlen aus: Hier
hat man fiir jedes n = 1,2, ... sogar n verschiedene n-te Einheitswurzeln. Diese kann
man mit Hilfe des Euler’schen Satzes leicht bestimmen.

Dazu betrachten wir komplexe Zahlen der Form z = 2™, Wir suchen zuniichst
die Losungen = € R der Gleichung geQ’”””)" = 1. Wir schreiben diese Gleichung als
e’ = 1 mit 6 = 27nx um. Wegen e’ = cos + isin6, ist e’ = 1 genau dann, wenn
cosf = 1 und sin § = 0 gilt, was genau dann der Fall ist, wenn 6 € {0,274, ...} gilt.
Somit erhalten wir (62””)” = 1 genau dann, wenn z eine der Zahlen 0,2, 2 2

‘min'n? "
ist. Beschrankt man sich auf z € [0,1), so bekommt man eine Umrundung des

Einheitskreises (siehe Bild 5.4) mit den Werten =0, 1,2, 3 2=l Damit sind

: ) y ) Tmindn?
die Zahlen 1,¢,¢&°,...,¢ mit

2r .. 27
£ =en =cos— +isin —
n n
n-te Einheitswurzeln; man nennt sie primitive n-te Einheitswurzeln. Die n-ten Ein-
heitswurzeln bilden in der Zahlenebene die Ecken eines gleichmifigen n-Ecks mit
Radius 1 (siehe Bild 5.4). Die Einheitswurzeln benutzt man zum Beispiel, um
zwei Polynome vom Grad n mit nlog, n (statt n?) arithmetischen Operationen zu
multiplizieren (die sogenannte »schnelle Fourier Transformation«). Dabei spielt die
folgende Eigenschaft eine entscheidende Rolle: Ist £ eine primitive n-te Einheitswur-
zel (n gerade), so ist &2 eine primitive (n/2)-te Einheitswurzel: (£2)"/2 = ¢ = 1.
D.h. das Quadrieren halbiert die Anzahl der Einheitswurzeln (Bild 5.4).

5.5.1 Anwendung: Schnelle Fourier Transformation*

Gegeben ist eine unbekannte Funktion f : C — C. Wir wissen nur, dass es sich um ein
Polynom vom Grad n — 1 handelt, also f(z) = 2?2_01 ¢; 2", wobei uns die Koeffizienten
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¢; unbekannt sind. Unser Ziel ist, die Funktion f(z) moglichst schnell zu rekonstruieren.
Dabei konnen wir 0. B.d. A. annehmen, dass n gerade ist: Wir diirfen ja Glieder ¢;z"* mit
¢; = 0 zu der Summe beliebig hinzufiigen.

Da der Grad des Polynoms f(z) kleiner als n ist, kann es hochstens n — 1 verschiedene
Nullstellen haben. Somit ist das Polynom f(z) durch seine Werte f(a1),...,f(a,) an
n beliebigen verschiedenen Punkten a4, ..., a, € C eindeutig bestimmt. Wiirde némlich
ein anderes Polynom g(z) vom Grad n—1 mit g(a;) = f(a;) fiir allei = 1,...,n geben, so
hitte das Polynom h(z) = f(z) — g(z) mindestens n verschiedene Nullstellen a, ..., a,.
Da aber der Grad des Polynoms h(z) kleiner als n ist, hdtten wir somit einen Widerspruch
mit Korollar 5.26.

Es ist klar, dass ungefiihr n? Operationen fiir die Auswertung des Polynoms f(z) an n
Punkten ausreichen. Die sogenannte schnelle Fourier-Transformation kommt aber mit
ungefihr n log, n Operationen vollkom aus! Diese (in vielen Algorithmen implementierte)
Transformation beruht auf zwei Ideen.

Die erste Idee ist, den Wert eines Polynoms f(z) = > ;" ¢;2" vom Grad m (m sei
gerade) in einem Punkt a durch die Werte zweier Polynome vom Grad hichstens m /2
im Punkt a? auszudriicken:

f(z)= fcvcn(ZQ) +z- fodd(ZQ)
mit
foven(2) = co + ez + ca2® + ez + e 4 2™,
foda(z) =1+ sz 4 e522 + er2® 4o+ cop1 2+ F emor 2 Y2

Beispiel 5.34:
Sei f(z) = ag + c12 + 2% + 32 + caz* + e52° + ¢628. Dann gilt

fcvcn(
Jodd(
foven(22) 4 2 - foda(2%) = co + €a2® + caz* + co2

+2(c1 + 32+ e52t) = f(2).

2
2) = co+ caz + ca2® + 623,

2
z) =c1+ c3z 4 cpz”,
6

Die zweite Idee ist, die Auswertungspunkte a1, ..., a, sehr spezifisch auszuwihlen. Man
betrachtet ndmlich als Auswertungspunkte die Potenzen 1,¢,£2,...,¢" ! der n-ten Ein-
heitswurzel £ = e%; wir nehmen hier an, dass n eine gerade Zahl ist. Der grofe Vorteil
dieser Auswahl ist, dass das Quadrat &2 eine (n/2)-te Einheitwurzel ist:

)2 = T

Will man nun das Polynom f(z) an n Potenzen der n-ten Einheitswurzel { auswerten,
so reicht es, die Polynome feyen(2) und foqq(z) auf n/2 Potenzen der (n/2)-ten Einheits-
wurzel ¢ = £2 auszuwerten:

f(gz) :feven(d)'i_gi'fodd(gi)? i=0,17...,n/2—1. (51)
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z= 3X
Z=XxX+y

Bild 5.5: Zwei lineare Operationen mit Vektoren.

D.h. anstatt ein Polynom des Grades n — 1 auf n Punkten 1,¢, £2,..., "~ auszuwerten,
reicht es zwei Polynome des Grades n/2 — 1 auf n/2 Punkten 1,¢,¢?,...,¢"/?~ auszu-
werten. Somit halbiert sich in jedem Schritt der Grad der Polynome sowie die Anzahl
der Auswertungspunkte. Dabei braucht man zusétzlich in jedem Schritt nur eine lineare
Anzahl ¢n der Operationen, um die Ausdriicke (5.1) auszurechnen.

Sei nun T'(n) die Anzahl der arithmetischen Operationen, die man fiir die Berechnung
der schnellen Fourier-Transformation fiir ein Polynom vom Grad n benétigt. Da sich der
Grad der Polynome in jedem Schritt halbiert, gilt T'(n) < 2-7'(n/2)+cn. Durch Einsetzen
n—n/2—n/2% — ... — n/2k bis k = logy n erhalten wir wegen T'(n/2%) =T (1) < ¢

T(n) < 2T (n/2) + en < 2°T(n/2%) 4+ 2cn/2 4+ cn < ... < (28 + kn)c = enlog,(2n) .

5.6 Lineare Riume

Sei F ein endlicher oder unendlicher Korper. Ein Vektor u € F" ist eine endliche Folge
u = (uq,...,u,) von nicht unbedingt verschiedenen Zahlen u; € F. Vektoren kann man
komponentenweise addieren

u+v=(u +v1,...,U,+ V)
und mit einer Zahl (oder Skalar) A\ € F multiplizieren
Au = (Aug, ..., Auy).

Betrachtet man Vektoren in R? als aus dem Punkt (0,0) ausgehende Pfeile, so kann man
diese beiden Operationen wie im Bild 5.5 veranschaulichen.

Nicht jede Teilmenge von Vektoren in F ist unter diesen zwei Operationen abgeschlos-
sen. Abgeschlossene Teilmengen heiffen Vektorrdume.

Definition: Vektorraum
Eine Teilmenge V' C F" ist ein Vektorraum tiber dem Korper F, falls Folgendes gilt:
1. Ausu € V und A € F folgt Au € V.
2. Aus u,v € V folgt u+v €V.

Da V nach (2) unter der Addition abgeschlossen ist, bildet (V,+,0) eine (additive) abel-
sche Gruppe, wobei der Nullvektor 0 = (0,...,0) das neutrale Element ist. Man kann



