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und wollen zeigen, dass A — B eine wahre Aussage ist. Wir zeigen die kontrapositive
Aussage =B — —A: Wenn a ungerade ist, dann ist auch a? ungerade. Ist a ungerade,
so ist a = 2k 4 1 fiir eine ganze Zahl k. Durch das Quadrieren erhalten wir

a® = (2k + 1) =4k* + 4k +1 =2(2k* +2k) + 1.

Da k eine ganze Zahl ist, ist auch (2k2 + 2k) eine ganze Zahl. Also ist a” ungerade,
wie behauptet. O

Die Widerspruchsregel ist die am hiufigsten benutzte Beweisregel in der Mathematik
iiberhaupt. In diesem Buch werden wir diese Regel sehr oft verwenden. An dieser Stelle
demonstrieren wir die Regel mit einem wichtigen Satz.

Satz 2.4: Satz von Euklid
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:
Wir beweisen den Satz durch einen Widerspruch. Dazu nehmen wir das Gegenteil
des Satzes an. Es sei {p1,p2,...,pr} die endliche Menge aller Primzahlen. Wir be-
trachten dann die Zahl n = p1ps---pr + 1. Nun haben wir nur zwei Mdoglichkeiten:
Entweder n ist prim oder nicht. Wir zeigen, dass unsere Annahme in beiden Fillen
zu einem Widerspruch fiihrt.

Fall 1: Angenommen n ist eine Primzahl. Da nach Annahme {p;,p2,...,px} alle
Primzahlen enthilt, muss n eine von diesen Zahlen sein. Das ist aber ein Wider-
spruch, da nach ihrer Definition die Zahl n echt grofier als jede dieser Zahlen ist.

Fall 2: Angenommen n ist keine Primzahl. Dann muss n durch eine Primzahl p
ohne Rest teilbar sein. Nach unserer Annahme muss p eine der Zahlen pq,po, ..., px
sein und damit das Produkt p1ps - - - pr. ohne Rest teilen. Dann ergibt aber n geteilt
durch p den Rest 1, ein Widerspruch.

Da wir in beiden moglichen Fillen einen Widerspruch zu unserer Annahme »es
gibt nur endlich viele Primzahlen« erhalten haben, war diese Annahme falsch. O

2.4  Induktion: Beweis von Vz P(x)

Als nachstes werden wir ein einfaches aber iiberraschend méchtiges Beweisprinzip fiir
Aussagen der Form Vn € N: P(n) kennenlernen — die Induktion. *

2.4.1 Das Induktionsprinzip

Die Grundidee der Induktion? beruht auf dem axiomatischen Aufbau der natiirlichen
Zahlen nach Peano: Man kann jede natiirliche Zahl dadurch erhalten, indem man, begin-
nend mit der 0, wiederholt 1 addiert. Entsprechend beweist man eine Eigenschaft P(n)

1 In der Literatur benutzt man oft den Namen »vollstindige Induktion«, obwohl keine »nicht voll-
stidndige« Induktion bekannt ist!

2 Wer hat die Induktion erfunden? Das ist nicht ganz klar. Klar ist nur, dass Francesco Maurolico
die Induktion in seinem Buch Arithmeticorum Libri Due (1575) benutzt hat, um zu zeigen, dass
die Summe der ersten n ungeraden Zahlen gleich n? ist; siehe Aufgabe 2.7.
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Der erste Stoss

P(0)

0 1 2 n n+l

Bild 2.2: Induktionsbasis: Der erste Dominostein fillt, wenn er angestoffen wird. Induktions-
schritt: Der (n + 1)-erste Stein fallt, falls der n-te fallt.

fiir jede natiirliche Zahl n, indem man zuerst die Eigenschaft P(0) — die so genannte
Induktionsbasis — beweist, und anschliefiend zeigt, dass fiir beliebige natiirliche Zahlen n
aus P(n) auch P(n + 1) folgt — der so genannte Induktionsschritt:

(a) Induktionsbasis: Zeige, dass P(0) gilt.
(b) Induktionsschritt n — n+ 1: Fiir beliebiges n € N zeige, dass P(n) — P(n+1) gilt.

Man nennt n die Induktionsvariable oder den Induktionsparameter.

Auf den ersten Blick scheint ein solches Argument etwas verwirrend: Es scheint als
ob wir in dem Induktionsschritt die zu beweisende Aussage »Vn € N : P(n)« zugrunde
legen. Dies ist aber nicht der Fall, denn man kann die Implikation P(n) — P(n+1) auch
dann beweisen, wenn man nichts iiber den tatséchlichen Wahrheitswert von P(n) weif:
Um P(n) — P(n+ 1) zu beweisen, kénnen wir annehmen, dass P(n) wahr ist!

Nach (a) wissen wir, dass P(0) gilt, und nach (b) wissen wir, dass auch P(0) — P(1)
gilt. Dann muss auch P(1) gelten (modus ponens). Aus der Giiltigkeit von P(1) und
P(1) — P(2) kénnen wir wiederum die Giiltigkeit von P(2) schliefien, usw. Da wir jede
natiirliche Zahl n durch die wiederholte Addition von 1 aus 0 erreichen kénnen, folgt
daraus die Giiltigkeit von P(n) fiir alle n.

Ein Standardbeispiel der Induktion ist eine unendliche Folge der Dominosteine mit
der Aussage P(n) interpretiert als »der n-te Dominostein fillt um« (Bild 2.2). Die In-
duktionsbasis ist »der Stein 0 fillt um« (da wir ihn anstofien). Der Induktionsschritt
P(n) — P(n+ 1) ist »der Stein n + 1 f4llt um, falls der Stein n umfallt«.

Beachte, dass man nicht unbedingt von Null starten muss. Will man eine Aussage
VYn > m : P(n), also die Aussage » P(n) gilt fiir alle n > m« fiir eine feste natiirliche
Zahl m beweisen, so ist P(m) die Induktionsbasis.

Nicht immer ist es im Induktionsschritt einfach, alleine von P(n) auf P(n + 1) zu
schlieffen. Betrachtet man den Induktionsschritt genauer, so siecht man, dass man eigent-
lich sogar die Giiltigkeit von P(0) A --- A P(n) als Voraussetzung nutzen kann. D.h. es
reicht, die Giiltigkeit von

PO)AP()A---AP(n) — P(n+1)

fiir alle n zu zeigen. Diese Variante nennt man verallgemeinerte Induktion.
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2.4.2 Das Prinzip des »kleinsten Verbrechers«

Es gibt auch eine andere Variante der Induktion, die oft leichter anzuwenden ist. Will
man die Giiltigkeit der Aussage P(n) fiir alle n beweisen, so kann man einen Wider-
spruchsbeweis fithren. Zeige zuerst, dass P(0) gilt. Nimm dann an, dass P(n) nicht fir
alle n gilt. Dann muss es die kleinste Zahl n geben, fiir die die Aussage P(n) nicht gilt;
diese Zahl n nennt man das »kleinste Gegenbeispiel« oder den vkleinsten Verbrecher«.
Da n die kleinste solche Zahl ist, muss P(m) fiir alle 0 < m < n — 1 gelten. Es reicht
dann zu beweisen, dass es keinen solchen »kleinsten Verbrecher« geben kann.

Warum ist dieses Prinzip dasselbe wie die Induktion? Sei n ein »kleinster Verbrecher«.
Zunéchst miissen wir den Fall n = 0 ausschliefen, und das ist genau die Induktionsbasis.
Fiir n > 0 wissen wir, dass P(n — 1) gilt, nicht aber P(n). Um einen Widerspruch
zu erhalten, reicht es somit die Giiltigkeit der Implikation P(n — 1) — P(n), also den
Induktionsschritt zu beweisen.

2.4.3 Falsche Anwendungen

Um die Gefahren bei Anwendung des Induktionsprinzips zu zeigen, beginnen wir mit
einigen falschen Anwendungen.

Beispiel 2.5:
Unsere erste (nicht ernst gemeinte) Behauptung ist: In einen Koffer passen unend-
lich viele Paare von Socken.

»Beweis« durch Induktion: Induktionsbasis: n = 1. Ein paar Socken passt in einen
leeren Koffer.

Induktionsschritt n — n+1: In einem Koffer sind n Paar Socken. Ein paar Socken
passt immer noch rein, dies ist eine allgemeingiiltige Erfahrung. Also sind nun n+1
Paar Socken in dem Koffer. d

Wo ist der Fehler? Die Induktion ist ein konstruktives Beweisverfahren und solche
Beweise erfordern auch konstruktive Argumente. Im Sockenbeispiel war das Argu-
ment »die Erfahrung sagt, dass immer noch ein paar Socken mehr in den Koffer
passt« nicht konstruktiv. Ein konstruktives Argument sollte genau sagen wo die
Liicke fiir das weitere Paar Socken sein wird!

Man vergisst oft, die Induktionsbasis zu verifizieren.

Beispiel 2.6:
Sei P(n) die Aussage »Vn € N : n.= n+ 1«. Der Induktionsschritt P(n) — P(n+1)
ist fiir alle n eine wahre Aussage, dennn=n+1— (n+1) = (n+1)+1 gilt. Aber
P(0) ist falsch, da 0 = 1 nicht gilt.

Will man eine Aussage Vn > m : P(n) beweisen, so muss der Induktionsschritt n — n+1
fiir alle n > m, also auch fiir n = m gelten.

Beispiel 2.7: Elefanten

Wir betrachten die Aussage P(n) = »wenn sich unter n Tieren ein Elefant befindet,
dann sind alle diese Tiere Elefanten«.
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Induktionsbasis: n = 1 : Wenn von einem Tier eines ein Elefant ist, dann sind
alle diese Tiere Elefanten.

Induktionsschritt: n — n+ 1. Sei unter n+ 1 Tieren eines ein Elefant. Wir stellen
die Tiere so in eine Reihe, dass sich dieser Elefant unter den ersten n Tieren befindet.
Nach der Induktionsannahme sind dann alle diese ersten n Tiere Elefanten. Damit
befindet sich aber auch unter den letzten n Tieren ein Elefant, womit diese auch alle
Elefanten sein miissen. Also sind alle n + 1 Tiere Elefanten. O

Wo ist das Argument falsch? Im Fall n + 1 = 2 kann man den Elefanten zwar
so stellen, dass er bei den ersten n = 1 Tieren steht. Folglich sind alle Tiere unter
den ersten n = 1 Tieren Elefanten. Aber deshalb befinden sich unter den letzten
n =2 —1 =1 Tieren nicht notwendig Elefanten. Daher gilt P(1) — P(2) nicht.

Mit der Induktion kann man Aussagen nicht nur iiber natiirliche Zahlen, sondern auch
iiber die Elemente einer beliebigen Menge M beweisen. Will man eine Aussage der Form
sfiir alle x € M gilt Q(x)« beweisen, so wihlt man zunichst eine Abbildung f : M — N
aus, die jedem Objekt z € M seine »Lénge« f(z) zuweist, und probiert die Aussage
VYn € N: P(n) mit

P(n) = »fiir alle z € M mit f(z) = n gilt Q(x)« (2.1)

mittels Induktion zu beweisen. Ist zum Beispiel M die Menge aller Graphen mit be-
stimmten Eigenschaften, so kann man als f(z) die Anzahl der Knoten oder der Kanten
in z nehmen. In dieser Situation ist n nur ein Parameter, der der ganzen Menge f~!(n)
der Elemente aus M zugewiesen ist.

@ In solchen Féllen muss man aber sehr vorsichtig mit dem Induktionsschritt n — n+1
umgehen.

Ein h&ufiger Fehler ist der folgende. Man nimmt ein beliebiges Element * € M der
Linge f(x) = n 4+ 1 und »manipuliert« es, um ein Element 2’ der Lange f(z') = n zu
erhalten. Da 2’ eine kleinere Lange f(2') als f(z) hat, schliefit man daraus, dass »nach
Induktionsvoraussetzung« auch Q(z’) gelten muss. Dies muss aber nicht unbedingt der
Fall sein: Das neue Element 2’ muss in der Menge M liegen, denn die Aussage P(n)
spricht nur {iber die Elemente in M! Man muss also noch ' € M nachweisen.

Beispiel 2.8: Jetzt knallt es aber richtig!
Wir wollen die folgende verbliiffende Aussage sbeweisen«:

Alle natiirlichen Zahlen sind gleich .

In diesem Fall ist M = NxN die Menge aller Paare x = (a, b) der natiirlichen Zahlen
und wir wollen zeigen, dass a = b fiir alle solche Paare gilt. Dazu nehmen wir die
Léangenfunktion f(a,b) = max{a,b} und betrachten die Aussagen

P(n) = »fiir alle (a,b) € N x N mit max{a,b} = n gilt a = b«.

Induktionsbasis n = 0 ist richtig, denn aus a,b € N und max{a,b} = 0 folgt a = 0
und b =0, also a = b.
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Induktionsschritt: n +— n + 1. Nehmen wir an, dass P(n) gilt, und betrachten ein
beliebiges Paar von Zahlen a,b € N mit max{a,b} = n+ 1. Dann ist max{a —1,b—
1} = n und nach Induktionsannahme gilt a — 1 = b — 1 und damit auch a =b. O

Wo ist der Fehler? Aus max{a, b} = n+1 folgt zwar max{a—1,b—1} = n, aber die
Induktionsvoraussetzung wird damit nicht unbedingt erfiillt: Wenn wir zum Beispiel
a = 0 und b = 1 betrachten, dann ist zwar max{a — 1,0 — 1} = 0 immer noch eine
natiirliche Zahl, die Zahl « — 1 = —1 aber nicht!

Um eine Aussage P(n) von der Form (2.1) zu beweisen, wird auch gerne der folgende
Fehler gemacht. Man nimmt ein beliebiges Element 2’ der Lange f(z’) = n, manipuliert
es, um ein ebenfalls »beliebiges« Element = der Lange f(z) = n + 1 zu erhalten, und
weist anschliefiend die Implikation Q(z’) — Q(z) nach. Ist das gelungen, so »folgert«
man daraus, dass die Aussage Q(x) auch fiir alle Elemente = der Linge n + 1 gelten
muss. (Dieses Vorwirts-Verfahren ist man ja schlieflich von den Zahlen her gewohnt.)
Die Giiltigkeit von Q(z) fiir die konstruierten Elemente = garantiert aber alleine noch
nicht, dass die Aussage Q(x) auch fiir alle Elemente « der Linge n + 1 gelten muss. Es
kann Elemente der Linge n 4+ 1 in M geben, die nicht durch diese Konstruktion erreicht
werden.

Beispiel 2.9:
Wenn ein ungerichteter Graph G = (V, E') zusammenhéngend ist, also wenn fiir zwei
beliebige Knoten u,v € V mindestens ein Weg von w nach v existiert, dann muss
jeder Knoten mit mindestens einem anderen Knoten benachbart (d. h. adjazent) sein.
Ist die Umkehrung auch richtig? Natiirlich nicht: Als Gegenbeispiel kann man einen
Graphen nehmen, der nur aus zwei knotendisjunkten Kanten besteht. Trotzdem
wollen wir die folgende Aussage »beweisen.

Behauptung 2.10: Eine falsche Behauptung!
Wenn jeder Knoten in einem ungerichteten Graphen mit mindestens einem
anderen Knoten benachbart ist, dann ist der Graph zusammenhingend.

sBeweis«: Wir gehen induktiv vor und wéhlen die Zahl n der Knoten als Induk-
tionsvariable. Die Linge eines Graphen G = (V, E) ist also f(G) = |V|. Sei P(n)
die folgende Aussage: Wenn in einem Graphen G mit n Knoten jeder Knoten mit
mindestens einem anderen Knoten benachbart ist, dann ist G zusammenhéngend.
Wir wollen »zeigenk, dass P(n) fiir alle n gilt.

Fiir die Induktionsbasis n = 1 ist P(n) offensichtlich richtig, da es keinen anderen
Knoten gibt. Der Fall n = 2 ist auch offensichtlich, da in diesem Fall der Graph nur
aus einer Kante besteht.

Induktionsschritt n +— n + 1. Wir nehmen einen beliebigen Graphen G,, = (V, E)
mit |V | = n Knoten, in dem jeder Knoten mit mindestens einem anderen Knoten be-
nachbart ist. Dann fiigen wir einen neuen Knoten x ¢ V hinzu. Da x mit mindestens
einem anderen Knoten benachbart sein muss und als Nachbarn nur Knoten aus V'
in Frage kommen, verbinden wir x mit mindestens einem Knoten aus V. Sei G,+1
der dabei enstehende Graph mit n+1 Knoten. Wir wollen »zeigen«, dass auch G, 41
zusammenhdngend sein muss. Dafiir betrachten wir zwei beliebige Knoten « und v
aus VU{z}. Gehoren diese beiden Knoten zu V, so muss es nach Induktionsvoraus-
setzung einen Weg von u nach v (im Graphen G,, und somit auch in G,,11) geben.
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Bild 2.3: Der Graph links liegt in M4, da jeder sein Knoten einen Nachbarn hat. Die Menge
M3 besteht aus zwei Graphen rechts.

Seinun v ¢ V, d.h. v = . Nach Definition von G, muss der Knoten = mindestens
einen Nachbarn y € V haben. Nach Induktionsvoraussetzung muss es daher einen
Weg von v nach y in G,, geben, der sich durch die Kante {z,y} zu einem Weg von
u nach z (iiber y) erweitern lasst. Also ist der Graph G,,41 zusammenhingend. [

Wo ist der Fehler? Sei M, die Menge aller Graphen mit n Knoten, in denen
jeder Knoten mit mindestens einem anderen Knoten benachbart ist. In dem obigen
sBeweis« geht man davon aus, dass man jeden Graphen in M, 1 aus mindestens
einem Graphen in M,, auf die beschriebene Weise konstruieren kann. Dies ist aber
falsch! So gehort zwar der in Bild 2.3 links gezeichnete Graph zu My, er kann aber
aus keinem der Graphen in M3 konstruiert werden, da M3 nur aus den in Bild 2.3
rechts gezeichneten zwei Graphen besteht.

2.4.4 Richtige Anwendungen

Nun (endlich) folgen einige Beispiele fiir die Sitze, die man leicht (und richtig!) mittels
Induktion beweisen kann.

Satz 2.11: Bernoulli-Ungleichung
Fiir jede reelle Zahl z > —1 und fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt

(14+2)">1+nzx.

Beweis:
Wir fithren den Beweis mittels Induktion iiber n.
Induktionsbasis: Firn=1gilt 1+ 2 > 1+ z.
Induktionsschritt n — n + 1: Gilt (1 4+ x)™ > 1 + nz, so gilt auch

A4+z)" Tt =1+2)" (1+2)

>(1+nz) (1+2) 1+2>0
=1+ nz + 2 + na?

=14 (n+ 1)z +nz? nz? >0
>1+mn+1)x.
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Wir zeigen nun mittels verallgemeinerter Induktion, dass jede natiirliche Zahl, die grofier
oder gleich 2 ist, sich als Produkt von Primzahlen darstellen 14sst.® Es gilt zum Beispiel
1815=3-5-11-11.

Satz 2.12: Primzahldarstellung
Sei n eine natiirliche Zahl, und n > 2. Dann ist n Produkt von Primzahlen.

Beweis:

Wir fiihren den Beweis mittels verallgemeinerter Induktion.

Induktionsbasis n = 2: Da 2 eine Primzahl ist, ist 2 triviales Produkt von sich
selbst, also Produkt einer Primzahl.

Induktionsschritt n — n + 1: Sei n beliebig und nehmen wir an, dass alle Zah-
len von 2 bis n sich als Produkte von Primzahlen schreiben lassen. Wir zeigen,
dass dann n + 1 ebenfalls ein Produkt von Primzahlen ist. Dazu machen wir eine
Fallunterscheidung.

Fall 1: Angenommen n + 1 ist eine Primzahl. Dann ist n+ 1 die einzige Primzahl,
aus der das Produkt n + 1 besteht.

Fall 2: Angenommen n + 1 ist keine Primzahl. Dann gibt es zwei echte Teiler von
n+ 1, also natiirliche Zahlen @ und b mit 2 < a,b < n+1, so dass n+1 = ab gilt. Da
a und b beide kleiner als n + 1 sind, kdnnen wir die Induktionsvoraussetzung nutzen
und die Zahlen a und b als Produkte von Primzahlen schreiben. Dann ist n+1 = ab
auch ein Produkt von Primzahlen. O

Die Folge der sogenannten harmonischen Zahlen H,, Ho, Hs, . .. ist definiert durch

1 1 1
H,=1+-4+-+--+—.
+ 5 + 3 +- -
Satz 2.13: Harmonische Zahlen

Fiir alle n =0,1,... gilt:

1+g§H2n§n+1.

Beweis:
Induktionsbasis: Fiir n =0 gilt 1+ 3 < Hyo =1<0+1.
Induktionsvoraussetzung: Es gilt 1 + § < Han < n + 1 fiir ein festgelegtes n. Unter
Anwendung der Induktionsvoraussetzung folgt

>1+

w3

2™ Zahlen

1 1 1
H’Vl :1 - .. - o .. 4 .
p=ldsd At bty

3 Zur Erinnerung: p € N ist eine Primzahl genau dann, wenn p > 2 gilt und p nur durch 1 und p
teilbar ist. Achtung: 1 ist also keine Primzahl!
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Die letzte Summe besteht aus 2™ Zahlen und die kleinste davon ist 2,1% Somit tragt

diese Summe mindestens 2" - QT}ﬁ = % bei, was die erwiinschte Ungleichung

n 1 n+1
ntl > — - =
H2+171+2+2 1+ 2

ergibt. Da 2++1 die grofite der letzten 2™ Zahlen ist, gilt auch

n

2n 41

Hynii <n-+1+ <n+2=(n+1)+1. O

Nun zeigen wir, wie man einige wichtige Eigenschaften von Biumen mittels Induktion
relativ leicht beweisen kann.

Satz 2.14:
Jeder Baum mit n Knoten hat n — 1 Kanten.

Beweis:
Wir beweisen den Satz mittels Induktion iiber n. Induktionsbasis n = 1 ist offenbar
richtig. Wir nehmen nun an, dass die Aussage des Satzes wahr ist fiir alle Bdume
mit hochstens n Knoten. Sei B ein beliebiger Baum mit n+1 Knoten. Dan+1 > 2,
besitzt B mindestens ein Blatt (siehe Aufgabe 1.5), also einen Knoten v vom Grad
d(v) = 1. Sei e die zu v adjazente Kante mit dem zweiten Endpunkt u, also e =
{v,u}, und sei B’ der Baum mit n Knoten, der durch Entnahme des Knoten v und
der Kante e entsteht. Dann hat B’ nach Induktionsannahme hat n — 1 Kanten. Fiir
B ergibt sich damit eine Kantenzahl von (n — 1) + 1 = n. O

In vielen Anwendungen ist ein Knoten des Baumes B als Startknoten ausgezeichnet;
dann spricht man iiber einen Wurzelbaum. In einem solchen Baum kann das Verhéaltnis
der einzelnen Knoten des Baumes zueinander begrifflich gut beschrieben werden. Dazu
benutzt man den Begriff der Tiefe eines Knotens.

Als Tiefe eines Knotens v von B wird der Abstand von v zur Wurzel (d.h. die Anzahl
der Kanten in dem eindeutigen Weg von v zur Wurzel) bezeichnet. Die Tiefe t(B) von
B ist die maximale Tiefe eines Knotens von T. Alle Knoten gleicher Tiefe bilden ein
Knotenniveau. Als Kinder eines Knotens v von B werden samtliche Knoten bezeichnet,
die zu v benachbart sind und deren Tiefe die von v um eins iibersteigt; v heifit Vater
seiner Kinder. Knoten ohne Kinder heiften Blitter (Bild 2.4).

In einem bindren Baum hat jeder innere Knoten genau zwei Kinder. Was kann man
dann iiber die Tiefe t(B) eines bindren Baums B sagen, wenn man die Anzahl der Blatter
|B| kennt? Man kann leicht zeigen, dass es sowohl Bdume mit ¢(B) = |B| — 1 wie auch
Biume mit ¢(B) = log, | B| geben kann (siehe Bild 2.5). Wir werden nun beweisen, dass
log, | B| bereits die untere Schranke fiir die Tiefe ist.

Satz 2.15:
Fiir jeden bindren Wurzelbaum B gilt: ¢t(B) > log, |B|, d. h.

Tiefe(B) > log,(Anzahl der Blétter).
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Bild 2.4: Dieser Wurzelbaum mit der Wurzel r hat die Tiefe 3; u und w sind Kinder des Kno-
tens v, und v besitzt die Tiefe 1; a, b und v bilden ein Knotenniveau und c, b, u, w
sind die Bléatter.

r

SN

Bild 2.5: Diese beiden biniren Biume haben |B| = 4 Blétter; der erste Baum hat die Tiefe
3 = |B| — 1, wihrend der zweite die Tiefe 2 = log, | B| hat.

Beweis:
Wir fithren den Beweis mittels Induktion {iber die Tiefe ¢ = ¢(B).

Basis t = 0: In diesem Fall besteht B nur aus einem Knoten. Dieser Knoten ist
ein Blatt, es gilt also |B| = 1. Da 1 < 2" bzw. log, 1 < 0 gilt, ist die Behauptung
fiir t = 0 wahr.

Induktionsschritt ¢ — 1 +— ¢: Sei die Behauptung bereits fiir alle bindren Biume
der Tiefe < ¢ — 1 bewiesen und sei B ein beliebiger bindrer Baum der Tiefe t = ¢(B).
Wir wollen zeigen, dass |B| < 2!(P) gilt, was dquivalent zu ¢(B) > log, | B| ist.

Sei r die Wurzel von B und seien {r,u} und {r,v} die beiden mit r inzidenten
Kanten. Wir betrachten die beiden in u und v wurzelnden Teilbdume B, und B,
von B. Beide diese Teilbdume haben Tiefe hochstens ¢ — 1 und fiir die Anzahl der
Blatter gilt: |B,| + |B,| = |B|. Nach Induktionsannahme gilt also

|B,| < 2!Bw) und |B,| < 248,
Wir erhalten damit

|B] = [Bu| +|By| < 285 421B) < 9. 9071 < 2F, O

2.5 Induktion und Entwurf von Algorithmen

Anwendungen der Induktion findet man in allen mathematischen Gebieten, von Men-
genlehre bis Geometrie, von Differenzialrechnung bis Zahlentheorie. Sogar der Beweis
des groften Fermat’schen Satzes (Andrew Wiles, 1993) verwendet die Induktion (neben
vielen anderen Argumenten).

Die Induktion ist auch in der Informatik wichtig, denn rekursive Algorithmen sind
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Bild 2.6: Das Spiel »Tiirme von Hanoi«.

induktive Beschreibungen von Objekten. Deshalb ist Induktion nicht nur fiir den Beweis,
dass ein gegebener Algorithmus korrekt ist, geeignet — man kann sie auch fiir den Entwurf
der Algorithmen benutzen! Das allgemeine Schema — als dynamisches Programmieren
bekannt — ist das folgende:

Dynamisches Programmieren Um ein Problem zu losen, 16se zuerst Teilprobleme
und kombiniere die Losungen der Teilprobleme zu einer Lésung des urspriinglichen
Problems.

2.5.1 Tiirme von Hanoi

Das folgende Spiel »Tiirme von Hanoi« wurde 1883 von Eduard Lucas erfunden. Wir
haben drei Stdbe 1, 2 und 3. Urspriinglich besitzt der 1. Stab n Ringe, wobei die Ringe
in absteigender Grofe auf dem Stab aufgereiht sind (mit dem grofiten Ring als unterstem
Ring). Die Stabe 2 und 3 sind leer (siehe Bild 2.6). Ein Zug besteht darin, einen zuoberst
liegenden Ring von einem Stab zu einem anderen zu bewegen. Der Zug ist aber nur dann
erlaubt, wenn der Ring auf einen gréfseren Ring gelegt wird oder wenn der Stab leer ist.
Das Spiel ist erfolgreich beendet, wenn alle Ringe von Stab 1 nach Stab 2 bewegt wurden.

Man kann dieses Problem mittels Induktion 16sen. Sei P(n) die Aussage: »Wir haben
einen Algorithmus, der das Problem fiir n Scheiben 16st. «

Induktionsbasis: P(0) ist wahr, da wir dann iiberhaupt keine Scheiben haben.

Induktionsschritt: Angenommen, wir wissen bereits, wie man das Problem fiir n —
1 Scheiben l6sen kann und wollen einen Algorithmus fiir n Scheiben entwerfen. Dazu
beobachten wir, dass das Problem, n Scheiben von Stab 1 zu Stab 2 zu beférdern, sich
wie folgt 16sen lasst:

1. Zunichst verlege die obersten n —1 Scheiben von Stab 1 zum als Hilfsstab genutzten
Stab 3 (nach Induktionsannahme wissen wir, wie dies zu tun ist):

LA

1 2 3

2. Dann verlege die jetzt zuoberst liegende Scheibe von Stab 1 nach Stab 2:

Lla

3. Anschliefend verlege wieder n — 1 Scheiben vom Hilfsstab 3 nach Stab 2 (nach
Induktionsannahme wissen wir, wie dies zu tun ist):
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lal

1 2 3

Damit kénnen wir ein rekursives Programm Hanoi(n;a,b,c), das die gegebenen n
Scheiben von Stab a auf Stab b beférdert, wie folgt beschreiben.

Algorithmus 2.16: Hanoi(n;a, b, ¢)
1. Rufe Hanoi(n — 1; a, ¢, b) auf (beférdere die obersten n — 1 Scheiben von Stab
a zu Stab c).
2. Verlege die zuoberst liegende Scheibe von Stab a nach Stab b.
3. Rufe Hanoi(n — 1;¢,b,a) auf (verlege n — 1 Scheiben vom Hilfsstab ¢ nach
Stab b).

Zu beachten ist dabei, dass sich die Rollen der drei Stdbe (Ausgangs-, Ziel- und Hilfsstab)
stindig wechseln.

2.5.2 Das Rucksackproblem

Fiir diejenigen Leser, die das vorherige Beispiel als zu »spielerisch« empfunden haben,
geben wir eine ernsthaftere algorithmische Anwendung der Induktion an.

Eine mathematische Modellierung einer alltdglichen Situation: Geht ein Bergsteiger
auf eine mehrtégige Wanderung, hat er sich reiflich zu {iberlegen, welche Dinge er unbe-
dingt mitfiihren sollte. Dabei muss er die begrenzte Tragfdhigkeit seines Korpers beach-
ten, sein Rucksack sollte also nicht zu schwer sein.

Kann unser Bergsteiger unter n Gegenstédnden auswéhlen, hat jeder Gegenstand j eine
bestimmte Masse (oder Gewicht) g; und einen fiir die Wanderung wichtigen Wert w;, es
ergibt sich somit ein Optimierungsproblem. Zusdtzlich wollen wir die Tragfahigkeit des
Bergsteigers nicht aufier Acht lassen und nehmen an, dass der Bergsteiger hochstens eine
Masse von G kg mit sich herumschleppen kann.

In der mathematischen Sprache klingt das Problem so: Es sind m Objekte 1,2,...,m
mit Gewichten ¢, go, ..., gm und Werten wi, wo, ..., w,, vorgegeben, ebenso wie eine
Gewichtsschranke G (die Tragfihigkeit des Bergsteigers), alle sind positive natiirliche
Zahlen. D.h. die Eingabe besteht aus 2m + 1 natiirlichen Zahlen (Gewichte, Werte und
die Gewichtsschranke). Der Rucksack ist mit einer Auswahl von Objekten so zu bepacken,
dass einerseits die Gewichtsschranke G nicht {iberschritten wird und dass andererseits der
Gesamtwert maximal ist. Wir suchen also unter Beachtung der Gewichtsschranke G eine
Auswahl der Objekte mit maximalem Wert, d.h. eine Teilmenge I C {1,...,m} der
Objekte mit

Z g; < G, so dass der Gesamtwert Z w; groftmoglich ist .
iel iel

Einfachheitshalber betrachten wir ein etwas leichteres Problem: Wir wollen nur den Ge-
samtwert

P(m,G) ::maX{Zwi : IC{1,...,m} und ZgigG}

i€l icl



