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Bild 1.5: Zwei partielle Ordnungen.

Bild 1.6: Eine Clique S der Grofe 4 und eine unabhéngige Menge T der Grofe 4; der Knoten
u hat vier Nachbarn, also hat Grad 4.

1.2 Graphen

Binire Relationen auf endlichen Mengen nennt man auch »Graphen«. Solche Relationen
sind anschaulich und vielseitig anwendbar. Es gibt Punkte (Knoten) und Linien? (Kan-
ten) zwischen einigen dieser Punkte (Bild 1.6). Graphen sind so vielseitig, weil die Idee
so einfach ist: Es gibt eine Menge V von Objekten (die Knoten), und zwei Knoten sind
entweder verbunden oder nicht. Graphen sind die wichtigsten Objekte der Informatik
iiberhaupt.

Ein gerichteter Graph G = (V, E) ist gegeben durch die Menge V seiner Knoten und
die Menge E C V x V seiner Kanten. Man sagt, dass die Kante e = (u,v) die Knoten u
und v verbindet; die Knoten u, v selbst sind Endknoten von e. Zwei Knoten, die in einem
Graphen durch eine Kante verbunden sind, heiffen adjazent oder benachbart. Die Anzahl
aller Nachbarn von u nennt man als Grad von u (engl. Grad = degree). In dem Fall
von ungerichteten Graphen nimmt man zusétzlich an, dass die Relation E antireflexiv
((v,v) € E fir alle v € V) und symmetrisch (wenn (u,v) € E, dann auch (v,u) € F)
ist. In diesem Fall sind also Kanten 2-elementige Knotenmengen {u,v} mit v # v. In
einem ungerichteten Graphen sind die Kanten mit Linien und in gerichteten Graphen
sind sie mit gerichteten Pfeilen verbunden. Einen Teilgraphen erhdlt man, indem man
einige Kanten und/oder einige Knoten (mit zu ihnen inzidenten Kanten) entfernt.

In der Graphentheorie untersucht man verschiedene Charakteristiken von Graphen.
Die meisten Fakten dieser Theorie werden in weiteren Informatik-Vorlesungen vorgestellt,
spétestens dann, wenn man zu Graphenalgorithmen kommt. Daher beschrinken wir uns
hier nur auf einige Begriffe, die wir in diesem Buch benutzen werden.

2 Die Linien miissen nicht unbedingt gerade sein und kénnen sich schneiden.
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Bild 1.7: Cliquen K, mit s = 1,2,3,4,5 Knoten.
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Bild 1.8: Eine bindre Relation und ihre Darstellung als ein bipartiter Graph.

Eine Cligue in einem Graphen G = (V| FE) ist eine Teilmenge S C V von Knoten,
so dass zwischen je zwei Knoten in S eine Kante liegt. In der Soziologie werden Be-
ziehungsgraphen behandelt, das heifft Knoten symbolisieren Personen und Kanten enge
Beziehungen. Damit wird die Bezeichnung »Clique« anschaulich klar. Cliquen mit s Kno-
ten bezeichnet man auch durch K, (Bild 1.7).

Das Gegenteil von Clique ist unabhdngige Menge — das ist eine Teilmenge T' C V der
Knoten, so dass zwischen keinen zwei Knoten in T eine Kante liegt (siehe Bild 1.6).

Eine interessante Klasse von Graphen sind die bipartiten Graphen. Diese Graphen
G = (V, E) haben die Eigenschaft, dass es eine Zerlegung der Knotenmenge V in zwei
disjunkte Teilmengen A und B gibt, so dass fiir jede Kante der eine Endknoten zu A
gehort und der andere zu B. Bipartite Graphen haben eine groffe Bedeutung, liefern
sie doch unmittelbar eine Veranschaulichung der bindren Relationen. Tatséchlich kdnnen
namlich die Elemente einer beliebigen Relation R C A x B als Kanten von Knoten aus
A nach Knoten aus B aufgefasst werden (Bild 1.8).

Graphen werden gewthnlich mit Hilfe geometrischer Diagramme dargestellt. Oft aber
wird zwischen einem Graphen und einem diesen Graphen darstellenden Diagramm nicht
deutlich unterschieden. Es muss aber ausdriicklich davor gewarnt werden, Graphen und
Diagramme gleichzusetzen. Spezielle geometrische Darstellungen konnen das Vorhanden-
sein von Eigenschaften suggerieren, die der dargestellte Graph als eine Struktur, die
lediglich aus einer Knotenmenge und einer Relation iiber dieser Menge besteht, gar nicht
besitzen kann. Zum Beispiel kann ein Kreis der Lange 5 als 5-zackiger Stern dargestellt
werden (siehe Bild 1.9). Um verschiedene aber demselben Graphen entsprechende Dia-
gramme als ein Objekt zu betrachten, benutzt man den Begriff der »Isomorphie«: Zwei
Graphen sind isomorph, falls sie sich nur bis auf die Nummerierung ihrer Knoten unter-
scheiden.

Ein Weg (engl. walk) von Knoten u nach Knoten v in einem Graphen ist eine Folge
Ug, - - - , 4y von (nicht notwendig verschiedenen) jeweils benachbarten Knoten mit v = ug
und v = u,.. Die Lange dieses Weges ist die Anzahl r—1 der Kanten, die er erhilt. Beachte,
dass i. A. ein Weg sowohl einen Knoten wie auch eine Kante mehrmals durchlaufen darf!
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Bild 1.9: Diese zwei Graphen sind isomorph, sie stellen also dieselbe Relation zwischen Knoten

L

Bild 1.10: Der 5-eckige Stern ist zusammenhéngend, der Davidstern aber nicht.

Ein Weg ist einfach, falls er keinen Knoten mehr als einmal durchlduft. Ein einfacher Weg
mit ug = u, heift Kreis oder Zyklus. Ein Graph G = (V, E) heiflt zusammenhdangend,
wenn es fiir zwei beliebige Knoten u,v € V mindestens einen Weg von u nach v gibt
(Bild 1.10). Ein Graph heifit zyklenfrei, wenn er keine Kreise enthilt.

Ein Baum, ist ein ungerichteter, zyklenfreier und zusammenhingender Graph. Ein
typischer Baum ist in Bild 1.11 dargestellt und Bild 1.12 stellt alle nicht-isomorphen
Baume mit 5 Knoten dar.

In verschiedenen Anwendungsgebieten der Informatik spielen die Badume eine heraus-
ragende Rolle. Mit diesen Graphen lassen sich zum Beispiel beschreiben: Syntaxbdume
(siehe Bild 1.13), Datenstrukturen (Heaps, bindre Suchbdume, AVL-Bium), Abstam-
mungsbiume (Dateiorganisation in Unix Filesytem), usw.

Um ein reelles Problem mit Hilfe von Graphen zu 16sen, muss man zunichst dieses
Problem als ein graphentheoretisches Problem modellieren. Das ist ein wichtiger Schritt
in jeder Anwendung. Wir wollen nun diesen Schritt an einem einfachen Beispiel demon-
strieren.

Beispiel 1.2: Ein Modellierungsbeispiel
Unser Dekanat will einen Zeitplan fiir Klausuren erstellen. Das Ziel ist, alle Klau-
suren in so kiirzer Zeit wie moglich zu organisieren. Man konnte alle Klausuren an
einem Tag parallel durchfiithren. Das Problem ist dabei, dass einige Studierende an
mehreren Klausuren teilnehmen wollen.

Dieses Problem kann man als ein Farbungsproblem fiir Graphen betrachten. Man
nimmt fiir jede Klausur einen Knoten. Man verbindet zwei Knoten u und v, falls
es mindestens einen Studenten gibt, der an beiden Klausuren v und v teilnehmen
will, und damit diirfen die beiden Klausuren nicht am selben Tag organisiert werden
(Kanten entsprechen also Uberschneidungen, die zu vermeiden sind).

Fiir jeden moglichen Klausurtag nimmt man eine Farbe z.B. gelb fiir Montag,
griin fiir Dienstag, rot fiir Mittwoch, usw. Wir gehen hierbei davon aus, dass an
jedem Tag beliebig viele Horséle zur Verfiigung stehen.

Nun probiert man die Knoten mit diesen Farben so zu farben, dass keine zwei
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Bild 1.11: Ein typischer Baum.

RI,

Bild 1.12: Alle nicht-isomorphen Bdume mit 5 Knoten.

benachbarten Knoten dieselbe Farbe tragen; man sagt dann, dass die Farbung legal
ist. Da alle Klausuren in mdglichst kurzer Zeit abgewickelt sein sollen, versucht das
Dekanat den »Klausurgraphen« mit mdoglichst wenigen Farben zu farben.

Im Allgemeinen ist eine Farbung der Knoten eines Graphen G = (V, E) legal, falls keine
zwel adjazenten Knoten dieselbe Farbe tragen. Die kleinste Anzahl der Farben, fiir die
es eine solche Farbung gibt, bezeichnet man mit x(G) und nennt sie chromatische Zahl
von G.

So kann man zum Beispiel jeden bipartiten Graphen mit nur 2 Farben firben. Der
vollstdndige Graph K, bendtigt aber bereits n Farben.

Das Problem, den gegebenen Graphen G mit x(G) Farben zu férben, ist i. A. sehr
schwer. Ist man aber mit vetwas« mehr als x(G) Farben zufrieden, dann kann man
den folgenden (sehr einfachen aber in der Praxis oft niitzlichen) »gierigen« (engl. »gree-
dy«) Algorithmus anwenden. Zuerst fixieren wir eine beliebige Reihenfolge der Knoten
V1, ...,Un. Dann farbt der Algorithmus die Knoten gemé&fl dieser Reihenfolge:

1. Knoten vy erhalt die Farbe 1.

2. Wenn vy,...,v; gefarbt sind, dann erhilt vy, die kleinste natiirliche Zahl j als
Farbe, die noch nicht an einen Nachbarn von vy41 vergeben wurde.

Man kann sich leicht {iberzeugen, dass dieser Algorithmus fiir jeden Graphen eine legale
Farbung mit hochstens d + 1 Farben findet, wobei d der maximale Grad eines Knotens
in G ist. Angenommen, es sind bereits d + 1 Farben benutzt und der Algorithmus soll
den Knoten v firben. Wenn v (laut Algorithmus) die Farbe d + 2 erhalten sollte, dann
sollte v mit d + 1 Knoten benachbart sein. Dies ist aber unmdglich, da jeder Knoten den
Grad hochstens d hat.
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Bild 1.13: Ein Syntaxbaum fiir den Ausdruck a + b * c.
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Bild 1.14: Das Urbild von V unter f.

1.3  Abbildungen (Funktionen)

Eine Relation f C A x B derart, dass fiir jedes a € A genau ein Element b € B mit
(a,b) € f gibt, heifst Abbildung (oder Funktion) von A nach B; A ist der Definitionsbereich
der Abbildung und B ihr Bildbereich (oder Wertebereich). Bei einer Abbildung wird also
jedem Element a aus A in einer eindeutigen Weise das Element b = f(a) in B zugeordnet.

Eine Abbildung kdnnen wir uns als sblack box« = — f(x) vorstellen, in die wir etwas
hineinstecken und dafiir etwas Neues herausbekommen. Beispiel: z — 22 ergibt das
Quadrat einer Zahl, A — |A| die Méachtigkeit einer Menge und z — |z| den Betrag einer
Zahl. Bei einer Funktion ist es wichtig zu wissen, was man hineinstecken darf und aus
welchem Bereich das Ergebnis ist. Wir schreiben

fiA—DB oder ALB

um anzuzeigen, dass die Funktion f Eingaben aus der Menge A akzeptiert und die Aus-
gabe f(z) zu der Menge B gehort. Die Menge aller Abbildungen von A nach B bezeichnet
man oft mit BA. Fiir U C A heift

fU)={f(a):acU}
Bild von U unter f. Fir V C B heifit
f7H(V)={a€A: fla) eV}
Urbild von V unter f (siehe Bild 1.14). Fiir b € B setzt man

F7Ub) = {a € A: f(a) = b}.



