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\Vorwort

In der Informatik, wie auch in vielen anderen naturwisseafitichen Fachern, werden viele Studien-
anfanger mit mathematischen Methoden und mathematisolgkvizeise konfrontiert, auf die sie in
der Schule nicht vorbereitet wurden. Dieses Skript bietdiugbgangern unterschiedlicher Qualifi-
kation einen fairen Einschub aus der Mathematik, der distteig ins Informatik-Studium erleichtern
sollte. Insbesondare sollte das Skript denjenigen Stewdilem helfen, deren Studiengang — wie zum
Beispiel der Studiengang “Bioinformatik” an der Unive#iErankfurt — keine weiter Pflichtvorlesun-
gen in der Mathematik vorsieht.

Das Skript ist aus der VorlesuhtMathematische Grundlagen der Informatik” entstandere YZer-
anstaltung wurde fur Anfanger gedacht und darf nur ein Semémsit 4 SWS) dauern. Es ist deshalb
klar, dass nur ein Teil der Mathematik besprochen werdem.k@eshalb habe ich die Themenaus-
wahl sehr geziehlt und sepragmatischgetrdfen: Nur die Sachen ausgewahlt wiirden, die (nach der
Erfahrung) am haufigsten wahrend des spateren Informéti#ieBns gebraucht werden und die die
grolten Schwierigkeiten fur Studierenden bereiten, wiBeigpiel Beweisprinzipien (Logik, Induk-
tion und Kombinatorik), asymptotische Analyse (Konvemgan Folgen und Reihen, kleiygro3-O
Notation, Rekurrenzen) und inshesondare stochastischlyge(diskrete Stochastik). Von der ganzen
Zahlentheorie werden wir nur die modulare Arithmetik beltten, da sie am meisten in der Informa-
tik Anwendungen findet und vollkom unbekannt fir Schulalygéin ist. Die ganze Algebra ist mit
wenigen Ausnahmen (wie Eigenschaften von Gruppen) aufewebitigen Themen — lineare Algebra
und Matrizenlgebra — die am haufigsten in der Informatik tetnuerden, reduziert.

Wir werden auf zu detalierten Formalisierungen wie auchzaudibstrakten Verallgemeinerungen oft
verzichten. Stattdessen, werden wir uns mehr auf die Anbakéit der Konzepte und insbesondere
auf die dahinter steckende Intuition konzentrieren. Baviorein Konzept einfihren werden wir oft
die Frage “Wozu ist das gut?” stellen.

Da hier es um “Mathematik fir Anwender” handelt, sollte mantaeine Vorstellung haben, wie die-
se Gebiete der “reinen” Mathematik zur Anwendungen im “igtken Leben” (Informatik inklusiv)
kommen. Deshalb werden wir wo moglich die Anwendungen dethbtaatik vorstellen: modulare
Arithmetik und RSA-Codes, Anwendugen der linearen Algaebridodierungstheorie und Kombina-
torik (Fisher's Ungleichung und Expandergraphen), Anwerggn der Matrizenalgebra in Graphen-
theorie und fir die Analyse der Markov-Ketten, AnwendundenFolgen und Reihen in Finanzma-
thematik, Anwendungen der Stochastik in der Borse, uswséwdass diese Anwendungen schon
selbst nicht trivial sind, sollen sie den Studierenden aegiglass auch in Anwendungen eine prazise
mathematische Denkweise unverzichtbar ist.

Im Unterschied von vielen Mathematik-Skripten werden wmit(nur ein paar Ausnahmemlle an-
gegebene Satze aubleweisenDie Studierende sollen sich gewohnen, an nichts in der dmagtik

zu glauben, bis sie es selbst nicht verifiziert haben. Audderdft sind Beweise viel informative
als die Satze selbst. Beherrscht man halbwegs die matlsematDenkweise und weiss man, was
die Konzepte eigentlich bedeuten, kann man (wenn notig)REst in anderen Mathematik-Blichern
nachlesen.

Das Skript enthélt mehr S als in der Vorlesung tatsahlich besprochen sein soll&hdsondare,
habe ich viele motivierende Beispiele, Anwendungen undyAbén ausgesucht, die den fBnwe-
nig attraktiver fir Studenten machen sollten. Diesen &gitacht” Stdéf — der den groldten Teil des

thttpy/lovelace.thi.informatik.uni-frankfurt.dejukngGrundlagefindex.html
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Skripts ausmacht — sollten Studenten selber vor der Vargesachlesen.
Zur Darstellung: Die “relative Wichtigkeit” der Satze idfirdh ihre Formatierung gut erkenbar.

Satz 0.1. Hier ist ein “normaller” Satz ...

und

Satz 0.2. Die “wichtigste” Satze sind zusatzlich im Rahmen gesetzt.

Die mit * markierte Abschnitte sind optional.

Ich danke Georg Schnitger, Gregor Gramlich, Maik Weinardriis Schmitz-Bonfigt, Uli Laube und
natdrlich meine Studenten fir zahlreiche Verbesserumgshtige.

Stasys Jukna, Frankfurt a. M.
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Schulstdf: Rechnen mit reellen Zahlen

In diesem Abschnitt stellen wir einige aus der Schule beteamfrakten zusammen. Da nicht alle
diese Fakten in der Schule aubbwieserworden sind, werden wir das im Kapitel 3 “Einschub aus
der Analysis” tun.

Einige wichtige Mengen in der Mathematik sind:

Die Menge der nattrlichen ZahleN: = {0,1,2,.. .}

Die Menge der nattrlichen Zahlen ohne NML: = {1,2,...}

Die Menge der ersten positiven natlrlichen Zahlenn] = {1,2,...,n}
Die Menge der ganzen Zahlea: = {...,-1,0,1,2,...}

Die Menge der rationalen Zahle@: = {% :a€Zundbe N+}

Die Menge der reellen Zahlei®

Summe, Diferenz, Produkt und Quotient von zwei reellen Zahlen ist ai&ine reelle Zahl.

@ Ausnahme: Division durch 0 ist nicht erlaubt!

Anordnung der reellen Zahlen
Zwei beliebige reelle Zahler und y lassen sich vergleichen: d.h. es gilt entweder

X<y oderx=y oderx>y
~ ~ -
X<y

Fur beliebige reelle Zahlex y und z gilt:

X<yundy<z = X<z
X<y = X+z<yz%z
X<yundz>0 = X-z<y-Zz
X<y = —-X>-y
O<x<y = 0<}<}
y X
X-y>0 = (x>0,y>0)oder k<0,y<0)

@ Vorsicht: Ausx - y < zfolgt x < § im Allgemeinen nicht! Dies gilt nur wengm > O.

Vii



viii INHALTSVERZEICHNIS

Betrag

Ist X eine reelle Zahl, so ist d&etrag|x| vonx wie folgt definiert:

IX| = X furx>0
]l -x furx<o0

Anschauliche Bedeutung:

|X| = Abstand zwischen 0 und auf der Zahlenlengeraden.

Es qgilt:
Xl = 0
IX-yl = IX]- |yl
X IX|
- = 0#0
y |yl
IX+y] < X+ [y (Dreicksungleichung)

Haufige Form:
|a— b| = Abstand zwischex und y auf der Zahlengeraden.

Summen- und Produktzeichenz und H

Zur Abklrzung langeren Summen vereinbart man

n
Zal-:a1+a2+a3+...+an
i1

Zum Beispiel kirzt man ¥ 2+ 3+ ...+ nals>_" ;i ab. Dazu missen die Summanden mit einer
Nummer (ndeX (oben ist das) versehen sein. Mit den durch ein Summenzeichen ausgedrnick
(endlichen) Summen wird genauso gerechnet wie mit “nomig@mmen auch.

Der Name des Indices spielt keine Rolle:

n n
aq; = aj
i-1 =

Ist ag, @y, . .. eine Folge von Zahlen undc {0,1,.. .} eine endliche Teilmenge der Indices, so ist
D@
iel

die Summe aller Zahlea; miti € I.

Man betrachtet auch Doppelsummen:

Zn:zm:aij = <§;a1j) + (jzn:;azj'> +...+ <]§;anj)

i=1 j=1

© 2003 by S. Jukna



INHALTSVERZEICHNIS IX

Mit den durch ein Summenzeichen ausgedriickten (endligismhmen wird genauso gerechnet wie
mit “normalen” Summen auch. So kann man zum Beispiel die &didige der Summen vertauschen
(eine solche Umformung nennt man auch Baszip der doppelten Abzahlupg

iiaf.f:iiau

i=1 j=1 j=1 i=1

Analog vereinbart man

n

Ha,-:al-aZ‘ag‘...-an
i1

Prominente Summen:

- Arithmetische Summe:

Zk:1+2+3...+n: n(n+1).

-  Geometische Summe:

" 1-x
Zxk:1+x+x2+...+x”=
1-x

n+1l

fir x # 1.

- Harmonische Summe;

1 1 1 .
Zk—l+ + = + H:Inn+5mlt0<6<1.

Potenzen und Wurzel

Fira € R, n € N, wird definiert:

at = a-a-...-a
- ~~ -
n mal
a = 1
_ 1
a" = — (a#0)
an

Fira € R, a > 0,n € N, gibt es genau eingaicht-negativereelle Zahl, die hocln genommera
ergibt. Diese Zahl wird mity/a bezeichnet, d.h.

(§a=x 25 (x> 0)und & = a)

Flr ungerades unda < 0 ist auch¥/a = — {/—a definiert.
Gebrochene Exponenten: Fiie R, a > 0, m,n € N, wird definiert:
an't = Nam = (Ya)"

1

-m/n
a am/n

© 2003 by S. Jukna



X INHALTSVERZEICHNIS

Fur allea,b e R undp,q € Q, fur die die folgenden Ausdriicke definiert sind, gilt:

aI’ . aq — ap+q
Z_: = al 4
a’-b’” = (a-h)?
ar a\»r
v - ()
(ap)q — ap'q

Die Rechenregeln fiir Wurzeln ergeben sich aus diesen Rdgeth den Ubergang vor/a zu a'/”.
Exponent und entsprechende Wurzel heben sich auf; d.h.

Vxn = (A/x)" = xfurallex > 0.
@ Vorsicht mit negativenx: es gilt z.B. Vx2 = x| fiir alle x € R; Vx2 = x gilt nur, wennx > 0.

Die obigen Rechenregeln gelten auch fir irrationalen Egptana* mit x e R \ Q.

Lineare und quadratische Gleichungen

Die Losung fur

ax+b=0 mita,be Runda # 0

ist

Um die quadratische Gleichung

ax’+bx+c=0 mitabceR,a%0

zu losen, schreibt man zuerst sie um

> b c
XS+ =X =—=
a a

und stellt die linke Seite als Quadrat dar

woraus

folgt.

© 2003 by S. Jukna



INHALTSVERZEICHNIS Xi

Logarithmen

In der Gleichung
=r

sinda (Basis,a > 0,a # 1) undr (Numerusy > 0) gegeben. Gesucht ist die ZahIDiese Zahl heil3t
Logarithmusvonr zur Basisa: schreibweise

x =log,r

Logarithmus logr zur Basis e= 2,7182818 .. (Euler'sche Zahl) bezeichnet man als In

Die Rechenregeln mit Logarithmen sind in folgendem Satamumsen gefasst.

Satz 0.3.a,b,n > 1 seien reelle Zahlen. Dann gilt

(@) al°%" =n.
(b) log,(a-b) =log, a+log, bund log, (¢) = log, a—- log, b

log, n

c) Basisvertauschregelog. n =
(©) gelog, log, a

(d) log,(a™) =n-log, a
(e) (log, b)- (log,a) =1
(f) b|09a n_ nIogab

Beweis.(a) folgt aus der Definition.

(b):

nlog, a+log, b _ Jog,a ,log,b_ ..

© 2003 by S. Jukna



Xii INHALTSVERZEICHNIS
(c): Zu zeigen ist: logn = (log, a)(log, n)

p(log, a)(log, n) _ Jlog, n @)

(d):
pn-log, a _ (b'ogb a)n =a" (Definition von log, a)
(e):
(1og, b) - (log, @) © 2% jog, a = 1.
log, a
(®):

1/log, a

plog, n (©) (blogb n) _ qi/tog, a (&) Llog, b

o
Fur allex € R, x # 0 gilt die folgende sehr nitzliche Ungleichung:
1+x<é€ (1)
und fur allex € (-1,1) gilt2
1+x > e/ )

2Wir werden diese Ungleichungen spater beweisen (siehe l2e8né2).

© 2003 by S. Jukna



INHALTSVERZEICHNIS Xiii

GaufR-Klammern [ x] und [X]
Fur eine reelle Zahk € R ist

maxbeZ : b< x}
minfae Z : x < a}

Lx]
[X]

Eigenschaften:
X=1<|[X] <X [X]<x+1

L=x] =-Ix]; [-X]=-Lx]

Sein € N eine natiirliche Zahl,”21 < n < 2. Dann hat die binare Darstellung vargenau
m = [log, n] + 1 = [log,(n + 1)]

Bits.

Sinus und Cosinus

I
1
sin
wx
COS X
Symmetrie:
Cos(x) = cosx
sin(=x) = -—sinx
Pythagoras:

cog€x+sitx=1

Additionstheoreme:

cosiX + y) COSX - COSy — Sinx - siny

sin(X + y)

SinXx - COSy + SinX - COSy

© 2003 by S. Jukna



Xiv INHALTSVERZEICHNIS

Modulare Arithmetik

- Euklid’s Algorithmus zur Berechnung von ggd,0): ggT(a,b) = ggT(b,a modb).
- Z,, ={a€Zy, : a#0undggTé m) = 1} ist eine multiplikative Gruppe.
- Kleiner Satz von Fermap prim = a”~! = 1 modpfir allea e N.

- Chinesischer Restsatz: Jedes Gleichhungssystem
X=a; modp;, i=1,...,n

modulo Primzahlem; hat genau eine Losungmit 0 < X < p1- p2- - - P.. Inshesondare gilt

Bijektion

7 > Lpy XLy X+ X L,

P1-P2'Pn
- Sinda,b < []"_; p: fur Primzahlenpy,.. ., p, so gilt:

a=b < a=bmodp; furallei=1,...,n.

- Jede endliche Grupp&s(o), deren Ordnungp = |G| eine Primzahl ist, ist zyklisch: Fir aleee G
gilt
G={aa%a...}.
Prominente unendliche Reihen

- Geometische Reihe: fiik| < 1

1
T+ X+ +X+ X e X = ——,
1-x
- Verallgemeinerte geometrische Reihe: fiir< 1
X
X+2+3C+4x + Xt 4=
(1-x)?
- Modifizierte harmonische Reihe: fiir> 1
1 1 1 3
1+ o + 7 + T + o +---=a
mit
- 1
l<a<l1l+ ]
Insbesondare gilt
1 1 1 1 _n?
1+?+?+z+---+ 5+ 5
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INHALTSVERZEICHNIS XV

Ableitungen

Seienf,g : | — R differenzierbar irx € 1.

- (fF+2)(xX) = f/(X) + g’(X) (Summenregel)
- (fg)'(x) = ' (X)g(x) + T(X)g’(x) (Produkregel)
- Istf(x) #0, so

(Quotientenregel)

Y 80 T(X) —g()f'(x)
<8> s (F(2))?

- Seif : | - R differenzierbar ik € I, seid 2 f(I) undg : J — R differenzierbar inf (x). Dann
istg o f(X) = g(f(x)) differenzierbar irx € | und

(go f)'(x) =g’ (f(x)- f'(X) (Kettenregel)

Ableitungen einiger Funktionen (fiore R undn € N):

- f(x)=c = f'(x)=0
- f(X)=x = f'(x)=1

- f(x)=x" = f/(x) =nx"t

- f(X)=Ingx) = f'(x) = Tlx)g’(x) Spezialfall: (Inx)" = )—1(
1 ) 1

- =g = =g

- f()=ct® = f/(x) = (Inc)esMg(x)’  Speczialfall: €¥)’ = (Inc)e*

- f(x) =80 = f/(x) =cetWg’(x)  Spezialfall: (&) = e*

Einige Integrale:

/e"dx = e,
/}dx = Inx,
X
n 1 n+1 o
xtdx = X firn+ -1
n+1

Extremstellen

Gegeben sei einftenes Interval in R, eine Funtionf : | — R und eine Stella € |. Seif’(a) = 0.
GiltauRerdemf”’(a) > 0 (bzw. " (a) < 0), so ista lokale Minimalstelle (bzw. Maximalstelle) voh.
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XVi INHALTSVERZEICHNIS

Taylorreihen

© ik 2 3
e = ;W:1+X+?+€+'”
INn(1+x) = g(—l)kx—:ﬂ—m%z—%gi...
sinx = i(—l)k%:%_§+§_;_j+

k=0

Taylorentwicklung von Funktionen ist im Appendix (AbschBi7) skiziert.

Stochastik

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

Pr{A} = Pr{B} - Pr{A|B} + Pr{B} - Pr{A| B} .

- Satz von Bayes:
Pr{A}

Pr{B)}
- Erwartunswert einer Zufallsvariabh¢ : Q — |

E[X]:=) a-Pr(X=aj}.

acl

Pr{A|B} = -Pr{B| A}

- Linearitat des Erwartungswertes: K f+ Y] = E[X] + E[Y].
- Varianz: Var [X] = E [(X - E[X])?] = E[X?] - E[X]?.
- Ist X die Indikatorvariable flr ein Ereignis, so gilt
E[Xal = Pr{A} und Var[X4] = Pr{A} - Pr{A}? = Pr{A} - Pr{A}

- Geometrische Verteilung “solange bis” Verteilung: Unabhéangige Versuche mit deokgswahr-
scheinlichkeitp # 0

. 1
E [Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg o

- Berechnung von BEX{] und Var [X]: Setze
f(x) = inPr{X = a)

acl

und berechnd’(x) wie auchf”(x). Dann gilt

E[X] = f'(1) und Var[X] = f”(1)+E[X] - E[X]?.
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- Markov-Ungleichung fuiX > 0:
PriX >k} < @

- Tschebyschev-Ungleichung fi mit E [X?] < co:

PrIX~E[X]| > k) < o

- Cherndt-Ungleichung fur die Summ& = X; + ... + X,, von unabh&ngigerBernoulli-Variablen
mit Pr{X; = 1} = p:

Pr{X > (1+6)np} < e°"7/3 fiir jedes 0< ¢ < 1.
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Kapitel 1

Grundbegriffe und Beweismethoden

Contents
1.1 Mengen, Relationenund Funktionen. . . . . . .. .. .. .. ... ...... 1
1.1.1 Relationen . . . . . . . . . 4
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1.2 Kardinalitat unendlicher Mengen . . . . . . . . . . ... w 13
1.3 Aussagenlogik und Beweismethoden . . . . . . .. .. ... ... ...... 17
1.3.1 Aussageformen (Pradikate) . . . . . ... ... .. ... ... 0. 21
1.3.2 LogischeBeweisregeln . . . . . . . . .. ... e 23
1.4 Mathematische Induktion: Beweis von Aussagewx P(x) . . .. .. .. .. .. 26
1.4.1 Induktion und Entwurf von Algorithmen . . . . . . .. ... .. ... 33
1.5 Das Taubenschlagprinzip: Beweis von Aussageix P(x) . . . ... .. .. .. 35
1.6 Kombinatorische Abzahlargumente . . . . . .. . ... ... ... ..., 40
1.6.1 Prinzip der doppelten Abzahlung. . . . . .. ... ... ... ...... 40
1.6.2 Binomialkofizienten . . . . . .. ... ... 42
1.6.3 Prinzip von Inklusionand Exklusion . . . . . .. ... ... .. .. .. a7
1.7 Aufgaben . . . . . . .. 05

1.1 Mengen, Relationen und Funktionen

Der (einzige) Barbier in Sevilla rasiert genau die MannerSQtadt, die nicht sich selbst rasiererkEs
scheint nichts dagegen zu sprechen, die Mevigaler Manner, die der Barbier rasiert, zu bilden:

M = {x : xist ein manlicher Einwohner von Sevilla, den der Barbiererds

@ Ist der Barbier ein Element voll ? Weder noch!

1



2 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE UND BEWEISMETHODEN

In Anbetracht solcher Paradoxe gibt die folgende, von Q&85 gegebene Erklarung eine zumin-
dest fur die praktische Arbeit ausreichend prazise Fasdaes@egtits der Menge:

Erklarung (keine Definition!) Eine Mengeist die Zusammenfassung
bestimmter, wohlunterschiedener Objekte unserer Anscigaader un-
seres Denkens, wobei voademdieser Objekteeindeutigfeststeht, ob
es zur Menge gehdrt oder nicht. Die Objekte der Menge heilkemen-
te der Menge.

Diese Schwerigkeiten (den Beffreiner “Menge” zu definieren) spielen in dieser Vorlesungn&ei
Rolle, man sollte aber davon wissen.

Wir schreiben a € A’, wenn a ein Element der Mengd ist; “a ¢ A’ ist die Negation vora € A.
Wir schreiben ‘A C B”, wenn A eine Teilmenge voiB ist, d.h. wenn jedes Element aAsauch inB
ist; wennA C B und A # B, dann schreibt man audh c B.

Die Potenzmeng® (A) einer MengeA ist die Mengealler Teilmengen vorA (anstattP (A) schreibt
man oft 2'). Beispiel:P({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}}.

Man stellt die Mengen dar entweder durch Aufzéhlung der Elem z.B.
A=1{1,347}
oder durch Beschreibung der Eigenschaften der Elemeie, z.
A={a: aisteine ganze Zahl m#? = a} = {0, 1}

A={a: aistganze Zahll <a <5 a=# 2} ={1345}

Nach dem Zeichen “: ” folgen die Bedingungen, die die Eleraanflillen missen; eine Komma *,
bedeutet hier ein “und”. Die Anzahl der Elemente in einerliehdn MengeA, die Machtigkeit von
A, wird mit | A] bezeichnet (manchmal auci\

Wichtige Regeln beim Umgang mit Mengen sind:

- Eine Menge enhélt jedes Element nur einnaale A odera ¢ A. Es gibt also genau eirleere
Menged = {}, die keine Elemente enthélt.

- Eine Menge ist durch ihre Elemente bestimmt, d.h. zwei Mer®yund B sind genau dann gleich,
wenn sie die gleichen Elemente haben. Zwei Mengamd B sind also genau dann gleich, wenn
ACBund BC A

Diese Regel ist wichtig: So zeigt man Mengengleicheit! Y= B zu beweisen, muss man
also folgendes zeigen:
flr jedesx € Aqilt x € B

und
flr jedesx € Bgilt x € A

- Elemente einer Menge kénnen wieder Mengen sein: fB.ist eine Menge mit genau einem
Element, und0,N} hat genau 2 Elemente.

© 2003 by S. Jukna



1.1. MENGEN, RELATIONEN UND FUNKTIONEN 3

Man beachte den Unterschied zwisclkeund C:

ac A {a} C A und {a} € 24 sind daher aquivalent.

Verknupfungen von Mengen:

ANB={x: xe Aundx € B} (Schnittmenge)

AUB = {x: x e Aoderx € B} (Vereinigungsmenge)

A\ B ={x: xe Aundx ¢ B} (Differenz)

A®B={x: xe A\ Boderx € B\ A} (symmetrische Oferenz)

Ist eine Menge fixiert (ein “Universum”) und istA c U, dann heiA = U \ A das Komplement
von A (im UniversumuU).

A und B hei3endisjunkt falls An B = 0 gilt.

Die eingefiihrten Mengenoperationen lassen sich mit Héfesdgenantedenn Diagrammeraphisch
gut veranschaulichen.

(— —) (— —)

\ \ ] / \ \ / /

Durchschitt Vereinigung Differenz Symmentriscl
Differenz

Daskartesische Produktist definiert durch
AxB={(ab): a€ Aundb e B}

@ Sinda # b, so gilt{a,b} = {b,a} aber @,b) # (b,a).

c [ J [ [ J [
b [ ] [ ] [ ] [ ]
a [ ] [ ] [} [ J

1 2 3 4

n mal

~ -~ ~
Die n-te kartesische Potenz véxist A" .= Ax Ax ... x A Die Elemente vorA" sindn-Tupel (oder
Vektoren) @y,...,a,) mita; € A

Der Name “kartesisch” hat eine Geschichte: René Descd&teélmsoph und Mathematiker des 17. Jahrhunderts, hat
den systematischen Gebrauch von Koordinaten in der Gelenatigefiihrt. Koordinaten irk-dimensionalen Raum sind
naturlichk-Tupel (in der Ebene: Paare, im dreidimensionalen: Tripet) Zahlen. Und weil es damals Ublich war, seinen
Namen zu latinisieren, gab sich Descartes den Namen Qatdlsim zu Ehren spricht man von kartesischen Koordinaten
und vom kartesischen Produkt.

© 2003 by S. Jukna



4 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE UND BEWEISMETHODEN

@ Ist zum BeispielA = {0,1}, so istA" = {0,1}" der n-dimensionale binare Wiirfel. Dieses
Objekt stellt eine wichtige Struktur mit Anwendungen in tidormatik dar. Ist die Reihenfolge

der Elemente iMA = {aj,a,...,a,} fixiert, so kann man die Teilmenge® < A mit 0-1 Vektoren

X = (X1, X2,...,%,) € {0,1}" mit

_J 1 fallsa €S
! 0 fallsa; ¢S

kodieren. Ein solcher Vektor heil3t danrcharakteristischer VektdjoderIinzidenzvektdrvon S. Sind
zum BeispielA = {1,2,3,4,5} undS = {1, 3,4}, so kann man den Vektar= (1,0,1,1,0) als Code von
Sbetrachten. Diese Kodierung ist in der Informatik sehr wigcHSo stellt man Mengen im Computer
dar!

1.1.1 Relationen

Eine (bindre) Relation ist eine Beziehung zwischen Dingemm Beispiel: zwei Menschen kénnen
verwandt sein oder nicht. Ein Auto kann langer sein als etteess oder nicht. Zwei Mengen kénnen
identisch sein oder nicht.

Will man verschiedene Mengen miteinander vergleichernyditaman eine Beziehung zwischen die-
sen. Und auch eine einzelne Menge ist strukturlos, solaiggeinzelnen Elemente vollig beziehungs-
los zueinander sind. Hat man aber eine Beziehung (Relasoréntsteht aus dem Chaos eine Strukur,

und die Untersuchung der Eigenschaften dieser Beziehusgeme der Hauptaufgaben der Mathe-
matik.

Definition: Eine (binare)Relationzwischen zwei Menge/ und B ist eine Teilmenge
Rc AxB.

Im Falle A = B sprechen wir von eindRelation in A

c [ ] ©) @] ([ ]
b [ ] (©) ([ ] @)
a (@) [ ] [ ] (©)

1 2 3 4

Abbildung 1.1:A = {a,b,c}, B = {1,2,3,4} undR = {(a,2), (a,3), (b, 1), (b,3), (C, 1), (C, 4)}

Eine RelationR ist also eine Menge geordneter Paare. Schreibweise: afatat € R schreibt man
oft a ~r boderaRh

Wenn wir irgendeine Beziehung als eine Relation abstraldattiert haben, kdnnen wir Uber einige
Eigenschaften dieser Relation sprechen.

Seiena, b, c € A beliebig. Eine bindre RelatioR € Ax Aist:

- reflexiy wenna ~ a
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1.1. MENGEN, RELATIONEN UND FUNKTIONEN 5

symmetrischwenn aus ~g b stetsb ~g a folgt

antisymmetrischwenn aus ~g bundb ~g a stetsa = b folgt

- asymmetrischwenn ausa ~g b stets—(b ~ a) folgt

- transitiv, wenn ausa ~g bundb ~x c stetsa ~x c folgt

Der Unterschied zwischen antisymmetrischen und asymsobgn Relationen ist, dass in antisym-

metrischen Relationen aueh~g a gelten kann, wahrend diese Eigenschaft in asymmetriscbén R
tionen verboten ist.

Aquivalenzrelationen sind deshalb so wichtig, weil manraft an bestimmten Eigenschaften der
untersuchten Objekte interessiert ist. Unterscheidem sigei Objekte nicht (bezlglich der Eigen-
schaften, die man gerade untersucht), so sagt man, siagimealent

Eine Relationr~C A x A heiRtAquivalenzrelationwenn sie die folgenden drei Eigenschaften hat:
(i) a~ afuralleae A (reflexiv)

(i) Wenna ~ b, dann auctb ~ a (symmetrisch)

(i) Wenna ~ bundb ~ ¢, dann gilt aucha ~ ¢ (transitiv)

reflexiv symmetrisch transitiv
Cor “« e e
a a b a b C

Ist eine AquivalenzrelatiorrC A x A auf einer MengeA gegeben, so heillt eine Teilmen§ec A
Aquivalenzklassébezuglich~), falls gilt:

1. S#0,
2. X,yeS = X~y,
3. xeS ye Aundx~y = yeS

> Beispiel 1.1 1. Eine Aquivalenzrelation iZ.: a ~ b <= a undb den selben Rest modulo
5 haben. Es gibt funf Aquivalenzklassemj [= {x € Z : x = 5y +r},r = 0,1,2,3,4
(Restklassen modulo 5):

-10 -5[0]5 10 15 20 --- 0

-9 -4[1|6 11 16 21 --- 4 1
-8 -32|7 12 17 22 ---

—7 -2|3|8 13 18 23 --- ) 2
—6 -1[4|9 14 19 24 .- e

2. Viele praktische Beispiele ..., z.B. Post: Briefe mitigjeer Postleitzahl gelten fir die Sortie-
rung in Postsécken (Aquivalenzklassen) als aquivalent.

Einedisjunkte Zerlegunginer MengeA besteht aus paarweise disjunkten Teilmengen. ., A, von
A, deren Vereinigung die ganze Mengergibt, d.h.esmuB = AU A U...UA, undA NA; =0
furalle 1< i # j < ngelten.
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6 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE UND BEWEISMETHODEN

Satz 1.2. Aquivalentzklassen bilden eine disjunkte Zerlegung.

Beweis. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge Zu zeigen: (i) jedes Elemerat € A ge-
hort zugenau einerAquivalenzklasse, und (i) verschiedene Aquivalenzidassind disjunkt. Dazu
definieren wir flr ein festes gegeberes A die Menge?

S ={XxeA: x~aj

aller Elemente, die aquivalent zusind. Wegera ~ a gilt a € S,, und es folgtS, # 0. Wir zeigen,
dassS, eine Aquivalenzklasse ist. Sikly € S,, so giltx ~ aundy ~ a, alsox ~ y, da~
symmetrisch und transitiv ist. Gilt nune S,, y € Aundx ~ y, dann haben wik ~ a, also auch

y ~ a(Transitivitat) und dahey € S,. Damit ist gezeigt, dassin mindestens einer Aquivalenzklasse
enthalten ist.

Es bleibt zu zeigen, dass zwei AquivalenzklasSamd S’ entweder gleich oder disjunkt sind. Ange-
nommen,Sund S’ sind nicht disjunkt undh € SN S'. Gilt nunx € S, so so giltx ~ a, und wegen
a e S folgt auchx € S'. Also istSC S'. Ebenso beweist ma@ C S, worausS = S folgt. m|

Jede Aquivalenzrelation auf einer MengeA liefert also eineZerlegungvon A in disjunkte Aquiva-
lenzklassen.

Diese Aquivalenzklassen betrachtet man als Elemente eéngn Menge, die man mi/ ~ bezeich-
net. Man nennt sie di@Quotientenmenggon A nach der Aquivalenzrelation. Die Elementevon
A/ ~ sind also speziell@eilmengernvon A. Indem man jedem Elemeat € A die Aquivalenzklas-
se §, zuordnet, in der es enthalten ist, erhdlt man éiaeonische(d.h. in der gegebenen Situation
eindeutig festgelegte) Abbildung

A— Al ~ mit a— S,

Eine Relation< ¢ A x A hei3tOrdnung wenn sie die folgenden drei Eigenschaften hat:

(i) —(a< a)furalleae A (antireflexiv)
(i) Wenna < bunda # b, dann—(b < a) (antisymmetrisch)
(i) Wenna < bundb < ¢, dann ist aucta < c (transitiv)

antireflexiv antisymmetrisch transitiv
@ /\
Q- — o o
a a b a b c

2So definierte Menger®, bezeichnet man oft auch mia]; a ist dann ein Reprasentant der Aquivalenzklasge [
Beachte, dass aws~ bimmer [a] = [b] folgt. D.h. jedesElement ausd] kann man als den Representanten der Klaake [
nehmen; bis auf die Aquivalenzrelatiensind sie alle “gleich”.
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1.1. MENGEN, RELATIONEN UND FUNKTIONEN 7

Einige Beispiele:
- Die Potenzmeng®(S) mit der OrdnungA < B genau dann, wenA c B (siehe Abb. 1.2(a)).

- Die Menge aller positiven natirlichen Zahlen mit der Onduia < b genau dann, wenakleiner
alsbist.

- Die Menge aller positiven naturlichen Zahlen mit der Ondgiua < b genau dann, wenh ohne
Rest durcha teiltbar ist (siehe Abb. 1.2(b)).

- Die Menge aller Vektoren ifR™ mit der Ordnung &,...,a,) < (bs,...,b,) genau dann, wenn
a; < b; fur allei, unda; < b; fir mindestens eingilt.

Kleine Ordungen kann man mittels sogenanktasse-Diagrammearstellen, wobei die Elemente als
Punkte und die Relationen als Verbindungen vom kleinerearen Elementen zum gréf3eren oberen
Elementen dargestellt werden (siehe Abb. 1.2).

{a,b,c} 18
9
{b,c} ‘ {a,b} 6
N >
/"\
(@) ‘ R 3
(o) 1
(a) (b)

Abbildung 1.2:

Die Relation “kleiner” (*<") auf R hat eine weitere interessante Eigenschaft: sieddstandig d.h.
sie erflllt die Foderung, dass je zwei Elemente vergleiclsivad. Eine Ordnung mit dieser Eigen-
schaft heil3tvollstandige Ordnundgoder “totale Ordnung” oder “lineare Ordnung”). Ist einedor
nungsrelation nicht vollstandig, so nennt man sie manclparielle Ordnung Welche von der oben
ausgelisteten Ordnungen sind vollstandig und welche ntiep2(Ubungsaufgabe!)

Da Relationen die TeilmengeR C A x B des kartesischen Produk#sx B sind (bei festen Mengen
A und B), sind Durchschnitt, Vereinigung, Bererenz und Komplement von Relationen erklart und
ergeben wieder eine Relation zwisch&nind B; ebenso ist die Inklusion fiir Relationen definiert und
es gelten alle fir Mengenoperationen Ublichen Regeln. Esalier auch eine spezielle Operation
zwischen Relationen —ihre “Verknlpfung” oder “Kompositid

SeiR < AxBundS ¢ B x C. Dann wird dieKomposition R S als Relation zwische und C
definiert durch

Ro S:={(a,c) : esgibteinb e Bmit(a,b) € Rund (b,c) € S}.
> Beispiel 1.3 SeiM eine Menge von Menschen,

R
S

{(X,y) : xist Mutter vony}
{(v,2) : yist verheiratet mitz}

© 2003 by S. Jukna



8 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE UND BEWEISMETHODEN

Dann ist
Ro S={(x,2) : xist Schwiegermutter von}

Eine wichtige Eigenschaft dieser Komposition von Relaiofund somit auch von Abbildungen) ist
ihre Assoziativitat: SindR; € A; X A;41,1 = 1,2,3 Relationen, dann gilt:

(RioRy) oRs = Rio (R o Ry).

Man mache sich diese Aussage an Hand eines Diagramms klar:

R.19 R,

R,0 Rj3

Eine Sonderrolle, die dann besonders bei Abbildungen Bedgterlangt, spielt bezlglich der Kom-
position dieidentische Relationgl: Sie wird in einer beliebigen Menga durch die Gleichheit defi-
niert, also durch:

Xlpgy &= X=y

Vor allem dann, wenn man sie als Teilmenge vox A versteht (so haben wir Relationen ja definiert),
wird sie auch al®iagonalebezeichnet. Mit dieser identischen Relation gilt dann:

RO|A2|A0R= R
Dreht man alle Paarea(b) in Rum, so bekommt man dieverse Relation R

R1:={(ba): (ab) R}

@ Ist R € A x B eine Abbildung, so ist dennocR™! im Allgemeinen keine Abbildung. Im

Allgemeinen gilt auch wedeRo R = 1, nochR™1 o R = |5. Sei zum BeispieA = {1, 2} und
B = {a,b} sowieR = {(1,a), (1,b)}. DannistR™! = {(a, 1), (b, 1)} und man enthalRo R~ = {(1,1)}
undR 1o R=Bx B.

1.1.2 Graphen (binare Relationen)

Binare Relationen auf endlichen Mengen nennt man auch ‘f@mpSolche Relationen sind anschau-
lich und vielseitig anwendbar. Wir reden hier nicht von Grap einer Funktion, fir uns ist ein Graph
SO0 etwas:

© 2003 by S. Jukna



1.1. MENGEN, RELATIONEN UND FUNKTIONEN 9

Es gibt PunkteKKnoter) und Linien Kanter) zwischen einigen dieser Punkte. Graphen sind so viel-
seitig, weil die Idee so einfach ist: es gibt eine Menge voiektken (die Knoten), und zwei Knoten
sind entweder verbunden oder nicht.

Ein gerichteter Graphst also ein Paa& = (V,E) mit E C V x V. Ist die RelationE symmetrisch
und anti-reflexiv, so isG = (V, E) einungerichteter Graptfoder einfach eilisraph). Wir werden fast
ausschlieslich nur solche (ungerichtete) Graphen bewaciDie Elemente der MengeV werden
Knoten genannt, die Elemenge= {v,u} (oft schreibt mare = uv, um Klammern zu sparen) der
MengeE sind die Kanten des Graphen. Man sagt, dass die Kante{v,u} die Knotenv undu
verbindet; die Knotem, v selbst sindendknotervon e. Zwei Knoten, die in einem Graphen durch
eine Kante verbunden sind, heil3@jazentoderbenachbart Die Anzahl aller Nachbarn vomnennt
man alsGrad von u und bezeichnet ihm md(u) (engl. Grad= degree).

> Beispiel 1.4 Der n-dimensionale binédre Wirfel ist ein Gragh, = (V,E) dessen Knoten den'2
bindren Strings der Langeentsprechen. Zwei Konter§trings) sind genau dann adjazent, wenn
sie sich in genau einem Bit unterscheiden (siehe Abb. 1.3).

110 111

010 1 011

i
100 101

000 001

Abbildung 1.3: Der 3-dimensionale bindare Wur. Er hat 8 Knoten, je vom Grad 3, und 12 Kanten.

Graphen werden gewdhnlich mit Hilfe geometrischer Diagrenulargestellt. Oft aber wird zwischen

einem Graphen und einem diesen Graphen darstellendenadiagmicht deutlich unterschieden.

Es muss aber ausdricklich davor gewarnt werden, GrapheDiagdamme gleichzusetzen. Spezi-
elle geometrische Darstellungen konnen das VorhandemsairEigenschaften suggerieren, die der
dargestellte Graph als eine Struktur, die lediglich augreknotenmenge und einer Relation Uber
dieser Menge besteht, gar nicht besitzen kann. Zum Beikaial ein Kreis der Lange 5 sowohl als

5-zackiger Stern als auch als 5-Eck dargestellt werden:

2 3 4 2
5 3
Um verschiedene Diagramme, die demselben Graph entspreadb@in Objekt zu betrachten, benutzt
man den Begff der “Isomorphie”. Nahmlich, man sagt, dass zwei GrapBes (V,E) undG’ =

(V’,E’) isomorphsind, falls es eine bijektive Abbildun§ : V — V’ mit der folgendem Eigenschaft
gibt: Fir jede zwei Knotem # v in V

f(u) und f (v) sind Nachchbarn i’ <= uundv sind Nachchbarn i.

© 2003 by S. Jukna



10 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE UND BEWEISMETHODEN

D.h. zwei Graphen sind isomorph, falls sie sich nur bis aufNlemerierung ihrer Knoten unterschei-
den. Die folgende Abbildung gibt stellt einen sogenanmetersen’s Graphe(links) dar und alle
diese Graphen sind isomorph:

Abbildung 1.4: Petersen’s Graph und seine 4 isomorphe Kopie

Die zwei im nachsten Abbildung dargestellte Graphen sirgt Bbreits verschieden (nicht isomorph),

da z.B.G; zwei Knoten & unde) von Grad 4 hat, wahren@, nur einen solchen Knoten (Knotei
hat.

Gy G2

Eine interessante Klasse von Graphen sindbipartiten GraphenDiese Graphen haben die Eigen-
schaft, dass es eine Zerlegung der Knotenmé&higezwei disjunkte TeilmengeA und B gibt, so dass
von samtlichen Kanten der eine Endknotenfzgehort und der andere Bi Bipartite Graphen haben
eine groRe Bedeutung, liefern sie doch unmittelbar einenghaulichung der binaren Relationen.
Tatsachlich kbnnen namlich die Elemente eibeliebigenRelationR € Ax B als Kanten von Knoten
ausA nach Knoten auB aufgefasst werden. Zum beispiel stellt der bipartite Graph

1 c [ ] O O o
a
2 b e O e ©
b
3 a O e e O
C
4 die binare Relation 1 2 3 4 dar.

Wichtige Objekte in einem Graphen sind “Wege” und “Kreideifi Weg(engl. walk) vonu nachv ist
eine Folgeug, Uy, . . ., U, von (nicht notwendig verschiedenen) jeweils benachbattesten mitu = ug
undv = u,. Die Langedieses Weges ist die Anzahiler Kanten, die er erhalt;undv sind sein€end-
knoten Beachte, dass i.A. ein Weg sowohl einen Knoten wie auchkame mehrmalsdurchlaufen
kann! Ein Weg iskinfach falls er keinen Knoten mehr als einmal durchlauft. Ein aitier Weg mit
Up = U, heil3tKreis oderzZyklus

Definition: Ein GraphG = (V, E) heiBtzusammenhangenaienn es fir zwei beliebige Knotenyv €
V mindestens einen Weg vamachv gibt.
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1.1. MENGEN, RELATIONEN UND FUNKTIONEN 11

Ein Graph heil3zyklenfrej wenn er keine Kreise< geschlossene Wege) besitzt. Ein ungerichteter
Graph hei3Wald wenn er zyklenfrei ist. Ein ungerichteter Graph he®&um wenn er zyklenfrei
und zusammenhangend ist.

Alle Baume (bis auf Isomorphie) mit 5 Knoten:

RIR,

Ein wesentliches Charakteristikum von Baumen ist die Thisadass jedes Paar von Knoten in einem
Baum durch genau einen Weg verbunden ist.

Wir beobachten weiter, dass das Streichen von Kanten odetekrschlimmstenfalls aus Baumen
Walder machen kann, wahrend das Hinzufligen nur einer Kantgrem Baum, die Baumstruktur
sofort vollkommen zerstort.

Behauptung 1.5. Werden in einem Baum Kanten gestrichen, dann entsteht elith Wérd in einem
Baum eine Kante zwischen zwei seiner Knoten hinzugefligin darliert man die Baumstruktur.

Beweis. Die Beobachtung, dass durch das Streichen von Kanten imddaim keine Zyklen entste-
hen kénnen, beweist erste Aussage. Den Nachweis von detenwsiissage liefert folgende Uberle-
gung: Seil ein Baum, also ein zusammenhangender, zyklenfreier GAyfigrund des Zusammen-
hangs voriTl sind zwei beliebige Knoten,v durch einen Weg,, in T verbunden. Wird nun dem
Graph eine zusatzliche Kange= {u,v} hinzugefugt, dann entsteht apg, unde ein Kreis, der die
Baumstruktur vorT zerstort. O

1.1.3 Abbildungen (Funktionen)

Eine Relationf € A x B derart, dass fur jedes € A genau ein Elemertt € B mit (a,b) € f gibt,
heiRtAbbildung(oderFunktior) von A nachB; A ist derDefinitionsbereicider Abbildung undB ihr
Bildbereich(oderWertebereich Bei einer Abbildung wird also jedem ElemeamausA in eindeutiger
Weise das Elemeriit = f (a) in B zugeordnet.

Eine Abbildung kénnen wir uns als “black box"+ f(x) vorstellen, in die wir etwas hineinstecken
und dafiir etwas neues herausbekommen. Beispiek: x2 ergibt das Quadrat einer Zat, — |A|

die Machtigkeit einer Menge urxli— |x| den Betrag einer Zahl. Bei einer Funktion ist es wichtig zu
wissen, was man hineinstecken darf und aus welchem BeragEidjebnis ist. Wir schreiben

f:A—=B
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12 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE UND BEWEISMETHODEN

um anzuzeigen, dass die FunktibrEingaben aus der Mengeakzeptiert und die Ausgabig(x) zu

der MengeB gehohrt;A heiRtDefinitionsbereichund B Bildbereichvon f. Also beschreibf : A — B

den Typ der Funktion und — f(x) ihr Ergebnis. Um beides in einem zu beschreiben, benutat ma
manchmal die Notatiod > x — f(x) € B.

Die Menge aller Abbildungen voA nachB bezeichnet man mB4, d.h.

BA := {f : f isteine Abbildung vorA nachB}.

FarU c Aheil3t
f(U)={f(a) : aeU}

Bild vonU unter f. FUrV C B heif3t
fY(V)={acA: f(a) eV)

Urbild vonV unter f.

R

Firb € B setzt man
fi(b)={acA: f(a)=h).

Eine Funktionf : A — B heil3t

e surjektiy, falls f (A) = B, d.h. flr jeded € Beina € Amit f(a) = bgibt.
e injektiv, falls ausa; # a, € Astetsf(ay) # f(ap) folgt,
o bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist.

> Beispiel 1.6 Die Funtionf : N — N mit f(x) = x? ist injektiv, aber die Funtiog : Z — Z mit
g(x) = x2 ist nicht injektiv: -1 # 1 aber £1)? = 12. Die letzte Funktiorng(x) ist auch nicht
surjektiv: g71(2) = V2 gehért nicht zZ.

Die Abbildung, die jedem lebenden Menschen sein momeniaglesnsalter zuordnet, ist eine Funk-
tion in die Menge der natirlichen Zahl&h Sie ist nicht injektiv, da viele Menschen das gleiche Le-
bensalter haben. Diese Funktion ist nicht surjektiv, dae@sekMenschen mit 4-stelligem Lebensalter
gibt.

Injektive Funktionenf : A — B kann man auf ihrem Bild’ = f(A) umkehren und erhélt dann die
Umkehrfunktion f!: B’ - Amit f1(y) = x & y = f(X). Man verwechsle die Umkehrfunktion
nicht mit der Funktiorx — 1/ f (x).
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1.2. KARDINALITAT UNENDLICHER MENGEN 13

(a) (b) (c) (d)

Abbildung 1.5: (a) weder injektiv noch surjektiv; (b) infakaber nicht surjektiv; (c) surjektiv aber
nicht injektiv; (d) sowohl injektiv wie auch surjektiv, albijektiv.

Wenn f : A — A bijektiv und A endlich sind, dann heil¥t eine Permutationvon A, ein sehr
wichtiger mathematischer Begrif. 18t = {1,2,...,n} so bezeichnet man eine Permutation

f: A— Aoftals
1 2 ... n
( f() f(@2) ... f(n))'

Sindf : A— Bundg : B — C Funktionen, so definiert man dimpositionoderHintereinander-
ausfiihrung h= f o g der Funktionen durch(x) = f(g(x)).

Im Laufe der Vorlesung werden wir verschiedene mathentaiSirukturen kennenlernen: Graphen,
Gruppen, Ringe, Koérper, Vektorrdume, usw. Jede Struktsiehé aus einer Mengg (dem “Univer-
sum”) und einer (oder mehreren) Relationen (oder Abbilémeg < A x A. Hat man zwei solche
Strukturen A,~g) und (B, ~s), so heifl3en diese Struktur&somorph wenn es eine bijektive Abbil-
dungf : A — B mit der Eigenschaft

VX, y € A f(X) ~s f(y) = X~gry

gibt. Diese Eigenschaft bedeutet, dass die beide Strukinrgesentlichen eine und dieselbe Struktur
darstellen.

1.2 Kardinalitadt unendlicher Mengen

Wir wollen die Mengen gemalfd ihrer “Gro3e” vergleichen. Midkchen Mengen haben wir kein
Problem: Die GroR¢A| einer solchen MengA ist einfach die Anzahl ihrer Elemente

|Al = Anzahl der Elemente i\

Was aber wenn wir unendliche Mengen haben?

Die Intuition hat in der Unendlichkeit keinen festen Platze man an Hilberts Hotel feststellt: Hier
gibt es unendlich viele durchnummerierte Zimmer, die adedt sind. Ein Neuankbmmling erhalt
dennoch ein freies Zimmer, ohne dass die anderen GasteisarhiRaum teilen oder aus dem Hotel
verschwinden mussen: Der neue Gast bekommt einfach dasetifrdessen urspringlicher Bewoh-
ner zieht nach Zimmer 2 um, wahrend der Bewohner aus Zimmerdas Zimmer 3 einzieht ... Es
kdnnen sogar unendlich viele neue Géaste unterkommen -tdie @aste verlegt man von Zimmer
nach Zimmer 8 und die neuen Gaste erhalten die Zimmer mit den ungerademnmidum
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14 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE UND BEWEISMETHODEN

Deshalb vergleicht man die “M&achtigkeiten” unendlichenrigen nicht durch einen Z&hlvorgang,
sondern nach dem “Omnibus-Prinzip”:

Das Omnibus-Prinzip: In einem Bus gibt es ebenso viele Sitzplatze wie Fahrgastenwein Fahr-
gast stehen muss und kein Sitz frei bleibt. Die Passagitensinjektiv, also nicht gestapelt und
eindeutig (keine Person nimmt mehr als einen Platz ein).

Genau dann existiert eine bijektive (injektive und suijeRtAbbildung von der Menge aller Fahrgaste
auf die Menge aller Sitzplatze. “Surjektiv’ bedeutet hgass alle Sitze besetzt sind.

Nach diesem Prinzip hat Cantor 1874 die folgende Definitingefiihrt. Man sagt, dass eine Menge
A nicht groRRer als eine andere MenBast, falls es einanjektive Abbildung f : A — B gibt. Ist f
bijektiv, so sagt man, dagsund B gleich grof3 sind (oder die gleichéardinalitat haben).

Sind die MengerA und B endlich, so gibt es eine injektioh : A — B genau dann, wenn

|Al < |B] gilt. Deshalb ist fiir endlichen Mengen die Grél3e genau digaihhder Elemente.
Fur unendlichen Mengen gilt das nicht mehr, da sie allegtiéche Anzahl der Elemente haben —
nahnlicheo (unendlich viele).

> Beispiel 1.7. SeiN = {0,1,2,3,4,5,...} und seiE = {0,2,4,6,. ..} die Menge aller geraden Zahlen.
Es ist klar, das& nicht groRer alsN ist und, wenn man die Zahlen auf einer Linie dargestellt
vorstellt, hatle sehr viele “Licken”: jede zweite Zahl fehlt! Also sollizechtkleiner alsN sein?
Die Anwort ist: nein, die Mengel undN sind gleich gross!

Beweis: f (n) = 2n ist eine bijektive Abbildung voilN nachE (dax # y < 2x # 2y qilt).
Vom besondaren Interesse (insbesondare in der Informsitik) Mengen, die nicht gréRe als die
MengeN = {0,1,2,3,4,5,. ..} aller naturlichen Zahlen sind. Solche Mengen nennt mandialbar”.
Eine MengeA heil3tabzahlbar wenn es eine Injektiori : A — N gibt.

D.h. in diesem Fall kann man jedem Elemarg A (Fahrgast) einen eindeutigen Numnfda) € N
(Sitzplatz) zuweisen. Die Menga ist also abzéahlbar, wenn man ihre Elemente durchnummariere
kann,A = {ag, a1, @y, . . .}. Ist eine Menge nicht abzahlbar, so heil3tigierzéahlbar

Behauptung 1.8. Ist eine MengeA abzéhlbar, so ist jede Teilmen§ec A abzahlbar.

Beweis.Wenn S nicht onehin endlich ist, kann man dies folgendermal3erebars Seif : N —» A
eine Bijektion. Wir definiererg : N — S indem wir g(0),g(1),g(2),... jeweils auf das nachste
Element vonf (0), f (1), f(2),... setzen, das it& liegt. Zum Beispiel firA = {2n : n € N} und
S={4n: neN}:

f(0)=0eS = g(0)= f(0)

f(1)=2¢S
f(2Q)=4eS = g(1)=f(2)
f(3)=6¢S

f(4)=8¢€S = g(2)=1(4)
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1.2. KARDINALITAT UNENDLICHER MENGEN 15

Wir kennen auch andere unendliche Mengen:
NCZcQcR.

Sind diese Mengen groRer &lisoder sind sie abzéahlbar, d.h. gleich gross Wi

Auf dem ersten Blick scheinen diese Mengen viel groReNats! sein. Insbesondere die MenQe
da sie sehr “dicht” ist: zwischen zwei beliebigen rationalahlen liegt mindestens eine rationale
Zahl. Die Intuition ist aber triigerich: Die ersten zwei MengN,Z und Q sind gleich gross (sind
abzahlbar)! Nur die letzte Mengeist “echt groRer” alsN (ist Uberzahlbar).

> Beispiel 1.9 Z ist abzahlbar. Die entsprechende Injektibn Z — N kann man zum Beispiel

durch
F(x) = { 2x -1 fallsx >0

-2x fallsx <0
definieren, d.h. positive Zahlen bekommen ungeraden unatimegingeraden Nummern.

> Beispiel 1.1Q IstN x N abz&hlbar? Ja:

O B N W M OO N

012345678 ..

Daraus folgt auch, da€3 abzahlbar ist.

Welche Mengen dann sind Uberzéhlbar? Wenn wir uns einerdliceen Bus mit den Sitzen 0, 2,. ..
vorstellen, dann ist die Menge (der Fahrgaséeabzahlbar genau dann, wenn jeder Fahrgast
A einen eigenen Sitzplatz bekommt. Ist die Merfyeler Fahrgaste unendlich, so muss auch jeder
Sitplatz auch tatséchlich besetzt sein, D.h. es muss daesuiektiveAbbildung f : N — A geben.

> Beispiel 1.11 (Cantor’s DiagonalisierungsmethodeWir haben bereits gesehen, dass die Menge

Z der ganzen Zahlen wie auch die Men@eder rationalen Zahlen abzéahlbar sind. Ist auch die
MengeRR der reellen Zahlen abzahlbar? Die Antwort ist neiR 4st Uberzéhbar. Es gibt bereits
Teilmengen der reellen Zahlen, die nicht abzahbar sinde\Wtwa die Menge derjenigen Zahlen
abzéahlbar, die zwischen 0 und 1 liegen, dann kdnnte man siagdfenge der abzahlbar unend-
lichen Dezimalbruchentwicklungen der Fornx@x, ... mit x; € {0,1,...,9} abzahlen und wie
folgt auflisten:

0, a11 a2 a3 aus

0, a1 a2 ax axu

0, az1 azg assz as
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16 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE UND BEWEISMETHODEN

ai; ware also die erste Kommastelle der Dezimalentwicklundcheedie kleinste Nummer in
der Abzahlung erhalta,,» die zweite Kommastelle, usw. Wir konstruieren jetzZb,bs . .. wie
folgt:

by #a11, b a0y, ..., by #a, ...

und erhalten damit eine Dezimalbruchentwicklung, wiieht in der obigen Liste vorkommen
kann, d.h. wir bekommen einen Fahrgast (Dezimalbrucheltung) der keinen Sitplaz in dem
BussN bekommt. Aus diesem Widerspruch folgt, dass man auch diemegahlen zwischen 0
und 1 nicht abz&hlen kann. Das Wort “Diagonale” erklart sioh selbst: Wir konstruieren die
Dezimalbruchentwicklung ,®;bybs . .. indem wir die Diagonalelementg,; vertauschen. D.h.
der Widerspruch befindet sich auf der Diagonale.

Satz 1.12. (Cantor) Sei A eine beliebige Menge und'2= {X : X c A} ihre Potenzmenge. Dann
existiert keine Surjektiorf : A — 24. Insbesondere ist2iiberzahlbar.

Beweis. Ein Widerspruchsbeweis. Angenommén A — 24 ist surjektiv. Setze
D:={aeA: ag¢ f(a)}.

Weil f surjektiv ist, existiert eirag € A mit f(ag) = D. Es gilt: entwedeny € D oderag ¢ D. Aber
nach der Definition voD gilt: ag e D < ag ¢ f(ap) = D, ein Widerspruch.

Ware 2" abzahlbar, so gabe es eine Bijektiin— 2V, aber (wie wir bereits gezeigt haben) es gibt
nicht einmal eine Surjektion. m|

Damit haben wir noch eine Uberzalbare Mem@N) = {X : X C N} gefunden! Beachte aber, dass
die Menge

E(N) ={X : X CN, X endlich}

bereits abzahlbar ist! (Siehe Aufgabe 9)

Der grof3ter Unterschied zwischen der Mathematik und dermmdtik ist, dass man sich in der In-
formatik nur mit solchen Funktionen beschaftigt, deren té/enit einer Program berechnet werden
konnen. Der folgende Korollar zeigt, dass damit sehr vielekonen ausser der Interesse von Infor-
matikern bleiben.

Korollar 1.13. Es gibt (Uberzéhlbar viele) Abbildungdn: N — {0, 1}, die nicht durch ein Programm
berechnet werden konnen.

Beweis.Jedes Programm, egal in welcher ProgrammierspracheneeedlicheFolge von Symbo-
len aus eineendlichenMenge (Alphabet+ Sonderzeichen). Daher ist die Menge aller Programme
abzahlbar. Demnach ist die Mengec {0,1}" aller Abbildungenf : N — {0,1}, welche von einem
Programm berechnet werden kénnen, abzahlbar. Nach dem.3atst{0,1}" (iberzahlbar. Deshalb
ist {0, 1}V \ B nicht leer, sogar uiberzahlbar. O
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1.3. AUSSAGENLOGIK UND BEWEISMETHODEN 17

1.3 Aussagenlogik und Beweismethoden

Wir haben bereits einige Aussagen bewiesen, ohndodische Strukturder Beweise zu betonen.
Diese Struktur in der Beweisfuhrung ist aber duserst wgclita jeder Schritt muss logisch korrekt
sein. Deswegen |6hnt es sich, die logische Struktur der Bevgeenauer anzuschauen. Zunéachst mus-
sen wir aber genauer die Struktur des Grundobjekts der mattiechen Beweise — der Aussage —
betrachten.

Aristoteles (384—322 vor Christus):
Eine Aussagsist ein spachliches Gebilde, von dem es sinnwoll ist, zu
sagen, es sevahr oderfalsch

Eine Aussage also ist ein Satz, der entweder wahr oder fagchber nie beides zugleich. Wahre
Aussagen haben déiahrheitswertl und falsche Aussagen den Wahrheitsviert

Zum Beispiel die Aussage
A= "“15 st durch 3 teilbar”

ist wahr (also haA den Wahrheitswert) aber die Aussage
B = “16 ist kleiner 12"

ist falsch (und deshalb h& den Wahrheitswei@).

Nicht jeder Satz ist eine Aussage! Um ein Beispiel fir einatz Sorzustellen, der weder wahr

noch falsch sein kann und deshalb keine Aussage ist, sehensv¥russells ParadoxgDieser
Satz ist falsch."an. Angenommen, der Satz ware wahr, dann musste er falsthGelhen wir aber
davon aus, dass der Satz falsch ist, dann musste er waht sein.

aUbrigens hat Russell mit diesem Paradoxon sehr pragnanieflieerwurzelte Annahme der Mathematik, dass allen
Satzen ein Wahrheitswert zugeordnet sei, erschittertinediefe Grundlagenkrise der Mathematik zu Beginn des&fix-J
hunderts ausgelost.

Als nachstes schauen wir an, wie man einfachste (atomars$ayen in kompliziertere Aussagen
umwandeln kann.

Folgende Verknlpfungen von Aussagen werden haufig bemlatzei bezeichneA und B zwei Aus-
sagen:

A|B||AAB|AVB|A=B|AaeB

00 0 0 1 0 Al -A
0|1 0 1 0 1 14 0
10 0 1 0 1 0| 1
1|1 1 1 1 0

e A A B (lies Aund B ist genau dann wahr, werhund B beide wahr sind.

e AV B (lies A oder B ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der Aussageémwabhr ist.
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18 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE UND BEWEISMETHODEN

e A < B (lies Aund B sind aquivalehtist genau dann wahr, wenlund B beide den gleichen
Wahrheitswert haben.

e Aa B (liesentweder A oder Bist genau dann wahr, wenn genau eine der AussagBrwahr
ist. (Oft schreibt marAAB stattA & B.)

e - A (liesnicht A hat den umgekehrten Wahrheitswert whe

Eine wichtige Verkniipfung ist diemplikation A— B (lieswenn A dann B ist A wahr, dann auch
B):

A|lB||A—>B
0|0 1
0|1 1
1(0 0
1|1 1

Insbesondere ish — B immer wahr, wennA falsch ist! Ist das sinnwoll? Dazu ein Beispiel von
Bertrand Russel.

“Wenn 1= 0ist, bin ich der Papst!”

Beweis: Aus 1= 0 folgt 2 = 1. Da der Papst und ich 2 Personen sind, sind wir 1 Person. m|

Die Implikation A — B sagt also nur, da€® wahr sein musdalls die Aussage A richtig ist

Sie sagt aber nicht, dagsauchtatsachlichwar ist! Die Implikation ist eine der wichtigsten lo-
gischen Verknlpfungen in der Mathematik: Sie erlaubt ldgisonsistente Theorien bilden, ohne sich
um die (tatsachliche) richtigkeit der urspriinglichen Aagen (sogenannten “Axiomen) zu kimmern!

Um nicht so viele Klammern benutzen zu missen, legt man dé&K8&’ der Bindung der Operationen
fest:

starker als
starker als
starker als
starker als

l <> 1
I l<>

Die Formel-(A A B v =C) — =C bedeutet also{((AA B) v (=C))) — (=C)

Ordnet man den Aussagenvariablen — in diesem Kontext zusammit den WahrheitswertehundO
auchatomare Formelmgenannt — Wahrheitswerte zu, so erhéalt man aus der aussgpehien Formel
eine Aussage. Zur Ermittlung des Wahrheitswerteverlaafg-drmel kann eine Wahrheitstafel aufge-
stellt werden, in der sich fur alle moglichen Kombinationem Wahrheitswerten, die die einzelnen
Aussagenvariablen der Formel annehmen kénnen, der Wiwieei der Formel ablesen lasst.

> Beispiel 1.14 Fur die Formek(A A B v -C) — —-C ergibt sich die folgende Wahrheitstafel.
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1.3. AUSSAGENLOGIK UND BEWEISMETHODEN 19

A|B|C|AAB|-C| AABV-C -(AABV-C) -(AABV-C) - -C
1111 1 0 1 0 1
1/1|0 1 1 1 0 1
1101 0 0 0 1 0
1|00 0 1 1 0 1
0(1]1 0 0 0 1 0
o(1|0 0 1 1 0 1
0(0]|1 0 0 0 1 0
0(0]|0 0 1 1 0 1

Jede Zeile enthalt einBelegungder beteiligten Aussagenvariablen mit einem der beidenrWah
heitswertel und 0. Dabei kommt jede mdgliche Belegung genau einmal vor. OiigdeSpalte
der Wahrheitstafel gibt dekVahrheitswerteverlautler Formel an. Man sieht, dass der Wahr-
heitswerteverlauf eindeutig durch die Struktur der Foramal ihren Aufbau aus den verknipften
Teilformeln festgelegt wird.

Aussagenlogische Formeln kann man als Schaltkreise (adfeitlane) darstellen:

Abbildung 1.6: Darstellung vonXv =B) A (AV C)

Aussagenlogische Formeln konneritllbar sein (d.h. wahr bei geeigneter Wahl der Wahreitswerte
der atomaren Aussagen) aber auch nicht, AB.-A; dann heil3en siEontradiktionen(Widerspru-
che).Tautologiensind immer wahr, z.BAvV —A.

Zwei aussagelogischen Formdiund H heil3en (logischiquivalent(Bezeichnung-c < H),
wenn sie bei jeder Belegung der in ihnen vorkommenden Aessagiablen denselben Wert anneh-
men, d.h. wenrr « H eine Tautologie ist.
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20 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE UND BEWEISMETHODEN

Doppelnegation -(-A) <= A
deMorgans Regeln -(AvB) < -AA-B
-(AAB) < -Av-B
Kontrapositionsgesetz A-B < -B->-A
Prinzip des indirekten Beweises (A->B) < (AA-B)—>-A
oder Widerspruchbeweis (A-B) < (AA-B)—>B
(A-B) < (AA-B)->0
Distributivitat AA(BVC) < (AAB)V(AACQC)
Av(BAC) < (AvB)A(AVC)
Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten AV -A — 1
AAN-A < 0
Idempotenz ANA = A
AVA < A
Kontradiktionsregeln AVDO < A
AANO0O <= O

Eine nitziliche Merkregel ist, dass man die logische Imgildn A — B mittels - und v aufassen
kann:

A—-B < -AVB

> Beispiel 1.15 Um an einem kleinen Beispiel zu demonstrieren, wie man rfiielder aufgelisteten
logischen Aquivalenzen tatsachlich zu Vereinfachungenrken kann, betrachten wir die Formel
-(-AAB)A(AV B).

-(-AAB)A(AVB)
(=(=A) v (-B)) A (AVv B) (deMorgans Regel)

(Av-B)A(Av B) (Doppelnegation)

AV (=B A B) (Distributivitat)

AvO0 (Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspr.)
A (Kontradiktionsregel)

Aufgrund der mit dieser Umformung nachgewiesenen logisdkguivalenz der beiden Formeln
kann nun anstelle der komplizierten FormékAA B) A (AV B) stets die einfacher strukturierte
atomare FormeA zur logischen Beschreibung des Sachverhalts benutzt werde

Mit Mengen kann man genauso “rechnen” wie mit Aussagen!

Mengen| Aussagen
AUB AV B

ANB AAB
ACB A— B
A -A

So ist zum BeispieAU B = An B (deMorgans Regel), usw.
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1.3.1 Aussageformen (Pradikate)

Die bischer betrachtete Aussagenlogik erweist sich alstrdasreichend, um allgemeine logische
Ausagen zu tigen. So wollen wir beispielsweise Aussagen Uber ElementédAengen tr&en. Dazu
benutzt man sogenannte “Pradikate”.

Ein n-stelliges Pradikatiber M ist einfach einen-stellige AbbildungP : M — {0,1}. Ein Pradikat
P(X1,...,X%,) nimmt also in Abhangigkeit von der Belegung dermit Elementen aus/ den Wert
“wahr” oder “falsch” an.

Um Pradikate in Aussagen umzuwandeln, benutzt man so geEn@uantoren den Allquantor ¥x
(fur alle x € M) und denExistenzquantodx (es gibt einx € M). Jeder Quantobindetdas freie
Vorkommen der Variablen, die er quantifiziert. Die mit dentg@lantor gebildeten Aussagen werden
Allaussagergenannt, und die mit dem Existenzquantor gebildeten AesshgiRerExistenzaussa-
gen

SeiP(x) eine Aussageform tber dem Universiuin

- Die Aussage dx P(x) ist genau dann wahr, wenn es mindestensaeim M existiert, so dass
P(a) wahr ist.

- Die Aussage Yx P(x) ist genau dann wahr, weri(a) fir jedesa ausM wabhr ist.

> Beispiel 1.16 SeiS(x) die Aussageformx < x + 1)” UberN. Dann stellt¥x : S(x) die Aussage
»FUr jedes ninN gilt n < n+ 1“ dar. Diese Aussage ist wahr, &n) fir jede nattrliche Zahh
eine Aussage mit dem Wahrheitswéfiefert.

SeiS(x) wie oben. Dann isix : S(x) die AussagekEs gibt ein n inN, fur das(n < n+ 1) gilt*.
Diese Aussage ist ebenfalls wahr, da Z38) wabhr ist.

SeiP(x) die Aussageformy ist eine Primzaliliber N. Dann stelltyx : P(x) die AussageFur
jedes n audN gilt: n ist eine Primzahi dar. Diese Aussage ist falsch, da z.B. 4 keine Primzahl
ist. Also istP(4) nicht wahr, und?(n) damit nicht fur jedes ausN wabhr.

SeiP(x) wie in oben definiert. Dann isix : P(x) die AussageEs gibt eine natirliche Zahl n,
die eine Primzahl ist Diese Aussage ist wahr, da z.B. 3 eine Primzahl ist und t&¢8) eine
wahre Aussage.

Die Quantorery und 3 kbénnen nun auf mehrstellige Pradikate angewendet werdanP 8in n-
stelliges Pradikat, dann istx; P(xq,...,x,) fur x;, 1 < i < n, wieder ein Pradikat, bei dem eine
Variable, die Variable;, “gebunden” ist¥x; P(x,...,X,) ist also nun einrf— 1)-stelliges Préadikat,
auf das wieder ein Quantor angewandt werden kann. Analayégrgdx; P(X1,...,X,). Dabei heil3t
X; gebundene Variablallle anderen heil3dreie Variablen

Um aus einer Aussageform mit mehreren Variablen durch {fizetung Aussagen (d.h. nullstellige
Pradikate) zu erhalten, mugsiefreie Variable durch einen gesonderten Quantor gebundedenk

Alle innerhalb der Aussagenlogik gultigen Aquivalenzeitgreauch in der Pradikatenlogik. Dartiber
hinaus existieren noch weitere Aquivalenzen, welche diar@ren miteinbeziehen:
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Negationsrezeln : Vx:P(X) < -(3x:-=P(x))
-(Ax:P(xX)) < V¥x:=P(X)
- (Vx:P(X)) < 3Ix:-P(X)

Ausklammerugssregeln: | (Vx: P(X)) A (VX:Q(X)) < Vx:P(X)AQ(X)
@x:P(X)v(@Ax:Q(Kx) < 3Ix:PX)VQ(x)
Vertauschupsregel : YXVy : P(X,y) & Vy¥x:P(Xy)
dxdy : P(x,y) < 3dydx:P(x,y)

Zur Schreibweise: Man schreibt

¥x e M P(x) anstatt ¥Yx(x e M — P(x))
dx e M P(x) anstatt Ax(x e M A P(X))

Man scheibt aucAlx! P(x) fur “es gibtgenau ein xmit P(x) = 1".
Hier sind ein paar haufiger Fehlern, die man mit dem Umgangméntoren macht.

Bei verschiedenen Quantoren kommt es auRkéenfolgaler Quantoren an! Z.B. bezeichne
P(x,y) die AussageformX > y”, x und y seien Variablen Gber den Universus Dann ist
Yyax P(x,y) wahr. AberdxVy P(x, y) ist falsch.

Die folgenden Formelpaare simicht &quivalent, obwohl sie den Ausklammerungsregeln sehr
ahnlich sind:

(Yx:P(x)) vV (¥x:Q(x)) mit ¥x:P(x)V Q(x)
@x:PX) A@Ax:Q(x)) mit Ix:P(x) AQ(X)

Falsche Ubersetzung von umgangssprachlichen ImpliketiowennA = “ich bin mit meiner

Hausaufgaben fertig” unB="ich werde ins Kino gehen”, dann besafyt— B “ich werde ins
Kino gehen, wenrnich mit meiner Hausaufgaben fertig bin 7, wob®i— A besagt: “ich werde ins
Kino gehen, nur wenith mit meiner Hausaufgaben fertig bin ”.

Falsche Negierung von Aussagen ohne deMorgans Regeln atzbar-(Av B) und-Av -B
sindnicht aquivalent! Das Gleiche gilt fiir Mengenoperationen: sa.Bt AU B = AN B, nicht
aberAU B = AU B.

© 2003 by S. Jukna
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Falsche Beschreibung einer Existensaussagaxdls(x) — B(x)) anstattax(A(x) A B(x)).

Zum Beispiel die Aussage “Es gibt eine ungerade Zahl, dia jsi” hat die Formax(U (x) A
P(x)), nichtax(U(x) — P(x)). Allgemeine Regel: Nach einea+Quantor folgt normalerweise ein
UND, nicht die Implikation.

Falsche Beschreibung einer “Fir-alle-AussageValcA(x) A B(x)) anstattY x(A(X) — B(X)).

Zum Beispiel die (falsche!) Aussage “Jede gerade Zahl ist"phat die Formvx(G(x) —
P(x)), nichtYx(G(x) A P(x)). Allgemeine Regel: Nach einektQuantor folgt normalerweise eine
Implikation, nicht UND.

Negation von Aussagen mit Quantoren, insbesondere in Ugsgarache. Zum Beispiel, Ne-
gation von “manche Katzen magen Wurst’nétht die Aussage, dass “manche Katzen hassen
Wurst”, sondern “keine Katzen mogen Wurst” oder “alle Katbassen Wurst”.

1.3.2 Logische Beweisregeln

Es gibt ein Paar grundlegender logischer Regeln, wie manreae wahre Aussage aus bereits als
wahr bekannten Aussagen ableiten kann. Diese Regeln hab&orin

Al’ A29 cre AI’L

B
und ihre Bedeutung isfalls alle Aussagen A Ao, ..., A, wahr sind, dann ist auch die Aussage B
walhr.
Hier sind die wichtigsten Regeln.
Modus ponens:

A A-B
B

Ist Awahr und folgtB ausA, dann ist auct wahr.

Logische Schlusskette:
A—-B B—->C
A—-C

Folgt B ausA undC ausB, dann folgt auclC ausA.

Kontrapositionsregel:
—|B e d —|A
A— B

Folgt—=A aus—B, dann muss aucB ausA folgen.
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24 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE UND BEWEISMETHODEN

Reductio ad absurdum - Widerspruchsregel:

—|B, -A—> B
A

Wir wissen, das$ falsch ist und dass ausA das Gegenteil folgen wirde. Also ist die Aussage
wahr.

> Beispiel 1.17 (Widerspruchsregel) Eine falsche Behauptung:idt die grof3te reelle Zahl.
Beweis: Angenommen, es gibt eine andere groi3te ydbs ist nun 1< y, also isty insbesondere
eine positive Zahl, d.h wir kdnnen die Ungleichung mitultiplizieren und erhaltemn < y2. Das
ist aber ein Widerspruch zur Annahme, dashe grosste reelle Zahl ist, also folgt die Behauptug
und somit ist 1 die grdsste reelle Zahl.

Wo liegt der Fehler? In der Negation der Behauptung! DietigehNegation musste lauten: 1 ist
nicht die grosste reelle Zahl.

> Beispiel 1.18 (Widerspruchsregel)Wir wollen die Aussage\ = “es gibt unendlich viele Primzah-
len” beweisen. Dazu nehmen wir das Gegenteil (alédst war) an und sei etwg, P2, . .., Pn}
die endliche Menge der Primzahlen und Be: []"_; p;. Dann istP + 1 keine Primzahl, wird
also von einer Primzahl, etwa, echt geteilt. Also sollte die Aussadpe

P+1 1 L .
M H P+ — ist eine natlrliche Zahl
pio i=1 io
[£270)

wahr sein, was fdensichtlich Unsinn ist. Also muss die Aussafjeichtig sein (nach der Wider-
spruchsregel).

> Beispiel 1.19 (Kontrapositionsregel) Seia eine beliebige ganze Zahl. Wir wollen die Aussage
wenna? eine ungerade Zahl ist, dann sstingerade )

beweisen. Diese Aussage hat die Fohm- B, wobei A = “a? ist ungerade” und = “a ist
ungerade”. Wir fihren einen Beweis durch Kontrapositiosi.glso angenommen, dasgerade

ist (B gilt). Dann ista = 2- k fiir eine ganze Zatk. Deshalb ist® = (2-k) -a = 2- (k- a). Weil

k - a eine ganze Zahl ist, folgt schlieRlidf = 2 - k’ fiir eine ganze Zaht’. Also ista? gerade
(=A gilt). Damit haben wir-B — - A gezeigt und damit auch, dass die urspriingliche Aussage
A — B gelten muss (Kontrapositionsregel). Genauso beweist ligaAbsage

wenna? eine gerade Zahl ist, dann istgerade £x)

Wir zeigen die kontrapositive Aussage: weamungerade ist, dann ist aua? ungerade. Ist
ungerade, so ist = 2k + 1 fiir eine ganze Zal. Dax = y = x? = y?, haben wir, dass

a?=(2k+1)°=4k?> + 4k + 1 = 2(2k?® + 2k) + 1

Dak eine ganze Zahl ist, ist auchk2+ 2k) eine ganze Zahl. Also ist” ungerade, wie behauptet.

Die beiden Aussagen: und (xx) zusammen liefen die Aussage

a’ ist gerade< a st gerade (1.2)
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> Beispiel 1.2Q0 (Widerspruchsregel)Eine reelle Zahk genau danmational ist, wenn es zwei ganze
Zahlena und b mit der Eigenschaft

X = % und die Zahlera, b haben keinen gemeinsamen Teilkr> 2

Wir wollen die Aussage
A= “+2istirrational”

beweisen. Dazu nehmen wir an, da¢& eine rationale Zahl ist. Dann kann man diese Zahl als
Quotienta/b zweier ganzen Zahlemundb darstellen, wobea undb keinen gemeinsamen Teiler
k > 2 haben. Sei nuB die Aussage

B = “aundbhaben einen gemeinsamen Telep 2"

Wir wissen (nach Annahme), daBdalsch ist. Also, um die Aussag&zu beweisen, reicht es zu
zeigen, dassA — B wabhr ist. Dazu nehmen wir an, dasé wabhr ist. Dann gilt:

V2 = a/b.

Fir beliebige Zahler, y mit x = y gilt x*> = y2. Also gilt 2 = a?/b? .

Multiplizieren wir beide Seiten mi? so erhalten wia? = 2b?.

Daa? gleich zwei mal eine ganze Zahl ist, &t gerade.

Nach (1.1) ist auch gerade.

Nach der Definition von geraden Zahlen, muss es eine gaatde mit a = 2c geben.

Aus 2? = a? unda = 2c folgt 2b? = 4c? und damit folgtb? = 2¢2.

Also istb? eine gerade Zahl und, wieder nach (1.1), ist angerade.

Da beide Zahlera und b gerade sind, ist 2 ein gemeinsamer Teiler wnnd b, d.h. die
AussageB ist wahr.

© © N o g s~ owbd R

Da B falsch ist und (wie wir gerade gezeigt habe — B gilt, muss (hach der Widerspruchs-
regel) die Aussagd falsch sein. Also isty2 eine irrationale Zahl, wie behauptet.

@ Jeder einzelner Schritt im Beweis muss korrekt begriindedem Zum Beispiel schreibt man
1= Vi= /(~1)(-1) 2 V-1v-1= (V=12 =-1

als “Beweis” fir 1= —1. Aber die Aussage, dasgxXy = /X +/y fir alle Zahlenx undy gelten muss,
ist falsch!

Man muss vorsichtig sein, wenn man beide Seiten einer Glagldurch einer Variable divi-
diertax = xb = a = b nur wennx # 0. Um x # 0 nachzuweisen, muss man zusatzliche

Arbeit leisten.

Man behauptet: auax < bx folgt a < b. Das ist noch schlimmer! Die Folgerurag< b ist
einfach falsch, weni < 0 ist, und ist unbewiesen, wenn= 0 ist.
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1.4 Mathematische Induktion: Beweis von Aussagewx P(x)

Als néchstes werden wir ein allgemeines (und Uberraschewmihtiges) Prinzip — ddsduktionsprin-
zip—kennen lernen. Dieses Prinzip erlaubt, Aussagen der Fénne N : P(n)" zu beweisert.

Nicht immer lasst sich solche Aussagen einfach dadurchisewedass man eine beliebige nattrliche
Zahl a wéhlt und dann einen Beweis filiR(a) fuhrt. Zum Beispiel ist ein solcher Beweis fur die
Behauptung

Jeder Geldbetrag von mindestens 4 Pfennigen lasst sidh alié Zwei- und Funfpfennigstiicken
bezahlen

etwas umstandlich, falls wa Pfennige bezahlen missen und sonst nichts @lveissen.Wennwir
jedoch wissen, in welcher StiickeluagPfennige zu bezahlen sind, kénnen wir daraus recht leicht
schliel3en, wie eine Stickelung féir 1 Pfennige aussehen kann: Man stelle sich dazu den Miinzen-
haufen flra Pfennige vor.

1. Wenn er zwei Zweipfennigsticke enthalt, nehmen wir siedod legen dafir ein Funfpfennig-
sttick hinzu

2. Wenn er ein Funfpfennigstick enthalt, nehmen wir es fiodtlegen daflr drei Zweipfennigstiicke
hinzu.

Im ersten Fall enthalt der Minzenhaufan- 2 - 2+ 5 = a + 1 Pfennige, und im zweiten Fall —

5+ 3-2 = a+ 1 Pfennige. Da jeder solcher Miinzenhaufen von mindesterferthigen entweder
ein Funfpfennigstiick oder zwei Zweipfennigstiicke endralnuss, ist stets eine der beiden Regeln
anwendbar.

Da sich 4 Pfennige mit zwei Zweipfennigstiicken bezahlesdasktnnen wir jetzt mit Hilfe der
beiden Umtauschregeln fir jeden gréf3eren Betrag eine &tiigk in Zwei- und Finfpfennigstiicken
angeben.

In der Beweisargumentation haben wir Ubrigens nicht gézeige man einen beliebigen Betrag
stickeln kann. Wir haben ,lediglich® gezeigt, dass man fRige stlickeln kann, und wie man aus
der Stuckelung eines Betrages wPRfennigen — fur ein beliebiges> 4 — die Stiickelung voa + 1
Pfennigen ableiten kann. Da jede naturliche Zahlg: 4 durch wiederholte Addition von 1 erhal-
ten werden kann, erhalten wir fUr jedasauch eine Stiickelung. Diese Vorgehensweise nennt man
(mathematischelnduktion >

4Fur den Beweis der Existenzaussagbene M : P(x) gibt es das sogenannf@aubenschlagprinzjpdass wir spater
kennenlernen werden. Dieses Prinzip hat auch eine weitgeh@nd in der Mathematik wie auch in der Informatik haufig
anwendbare) Erweiterung — die sogenarprebabilistische MethodeAus Zeitgriinden kénnen wir diese Methode nicht
ausfuhrlich betrachten und werden diese Methode spéatexuiwinigen wenigen Beispielen veranschaulichen.

5In deutschsprachiger Literatur wird of die Name “vollst@edinduktion” benutzt. Ich sehe aber keinen Grund, warum
man hier noch das Wort “vollstandige” benutzen sollte — edagh keine Induktion bekannt, die “nicht vollstandigist
Das Wort “mathematische” kann man notfalls benutzen, wean mmbedingt den Unterschied zur Induktion in der Elek-
trotechnik unterstreichen will. Wir werden dies aber nicit.
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Das Induktionsprinzip

Die Grundidee der Induktionberuht auf dem axiomatischen Aufbau der natirlichen Zahbrh
Peano: Man kann jede natiirliche Zahl dadurch erhaltenmindan, beginnend mit der 0, wiederholt
1 addiert. Entsprechend beweist man eine Eigensdéh@ai flir jede natirliche Zahh, indem man
zuerst die EigenschaR(0) — die so genanntinduktionsbasisoderVerankerung- beweist, und an-
schlieRend zeigt, dass fur beliebige naturliche ZahlensP(a) auchP(a+1) folgt — der so genannte
Induktionsschritt

Definition: (Das Induktionsprinzip)
SeiP(n) ein Pradikat tber dem Universum

1. Basis: Zeige, dad’3(0) wabhr ist.

2. Induktionsschrith — n + 1: Fir beliebiges € N zeige, dass
P(n) — P(n+ 1) wahr ist.

Dann gilt auch die Aussagé € N : P(n).

Beweis.Durch Kontraposition. Nehmen wir an, dass die Aussages N : P(n) gilt nicht. D.h. es
gibt einng € N mit =P(np). Da aberP(ny — 1) — P(np), impliziert das-P(ng — 1); hier haben wir
die Widerspruchsregel
-P(ng), P(np—1) — P(no)
-P(nhp - 1)
benutzt. Damit bekommen wir nacly Schritten, dass:P(0) wahr sein muss, ein Widerspruch. o

Man muss nicht unbedingt von Null starten! Will man eine Aagesvon der Fornyn > ng : P(n)
beweisen, so igP(ng) das Induktionsbasis.

Nicht immer ist es im Induktionsschritt einfach, alleinenv®(n) auf P(n + 1) zu schlieBen. Betrach-
tet man den Induktionsschritt genauer, so sieht man, dasseigantlich sogar die Gliltigkeit von
P(0) A --- A P(n) als Voraussetzung nutzen kann. Damit ergibt sich das ipriter verallgemeinerten

Induktion

Gelten die beiden Aussagét(0) undvne N : (P(0) A --- A P(n)) — P(n+ 1), dann qilt die
Aussagern € N : P(n).

Einige falsche Anwendungen

Zuerst geben wir ein Paar falsche(!) Anwendungdie erste (und nicht so ganz ernst gemeinte)
Behauptung ist:
In einen Kgfer passen unendlich viele Paare von Socken.

“Beweis” mit Induktion: Induktionsbasisi = 1. Ein Paar Socken passt in einen leereiff&o

Induktionsschritin — n + 1: In einem Kdter sindn Paar Socken. Ein Paar Socken passt immer noch
rein, dies ist eine allgemeinglltige Erfahrung. Also simeh n + 1 Paar Socken in dem Kr. m|

S\Wer hat die Induktion erfunden? Das ist nicht klar. Klar ist,rdass Francesco Maurolico die Induktion in seinem Buch
Arithmeticorum Libri Due(1575) benutzt hat (um zu zeigen, dass die Summe der erstegeraden Zahlen gleiaf? ist;
siehe Aufgabe 21).

7Am besten lernt man aus den Fehlern ...
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Wo ist der Fehler? Die Induktion ist ekonstruktiveBBeweisverfahren und solche Beweise erfordern
auch konstruktive Argumente. Im Sockenbeispiel war dasidwgnt “die Erfahrung sagt, dass immer
noch ein Paar Socken mehr in denff& paf3t” nicht konstruktiv. Ein konstruktives Argument|ol
genau sagewo die Lucke fir das weitere Paar Socken sein Wird

Noch eine falsche Behauptung:

Alle nattrliche Zahlen sind gleich.

“Beweis” mit Induktion. Es reicht zu zeigen, dass- b fiir alle a,b € N gilt. Wir “beweisen” das mit
Induktion Gbem = maxa, b}. Dazu betrachten wir die Aussage

P(n) = “fur alle a,b,e N mit maxa,b} =ngilta="b"

Basisn = 0 ist richtig, denn aua,b € N und maxa, b} = 0 folgta = 0 undb = 0.

Induktionsschritt:n — n + 1. Nehmen wir an, dag3(n) gilt und betrachten ein beliebiges Paar von
Zahlena, b €e N mit max{a, b} = n+1. Dannist maja—1,b-1} = nund, nach der Induktionsannahme,
gilt a— 1= b -1 und damit aucta = b. Fertig. m|

Wo ist der Fehler? Aus m&a, b} = n+ 1 folgt zwar immer, dass dann auch nfax 1,b—1} =

n gelten muss. Aber die Induktionsvoraussetzung wird daihtrunbedingt erfiilt: Ist z.B.
a = 0, dann gehthd— 1 = —1 nicht mehr zunN, und die Aussag®(n) spricht nur Gber natirlichen
Zahlen!

Man vergisst oft, die Induktionsbasis zu verifizieren. ZBi.P(n) die Aussage¥n e N: n =
n+ 1”. Man wabhlt ein beliebiges € N und zeigt, das®(n) — P(n + 1), was richtig ist, da
n=n+1= (n+1)=(n+1)+ 1. AberP(0) ist falsch, da G= 1 nicht gilt.

Noch eine falsche Behauptung:

Wenn sich unter n Tieren ein Elefant befindet, dann sind édieedTiere Elefanten.

“Beweis” mit Induktion. Induktionsanfanga = 1 : Wenn von einem Tier eines ein Elefant ist, dann
sind alle diese Tiere Elefanten.

Induktionsvorausetzung: Die Behauptung sei richtig fle matirlichen Zahlen kleiner oder gleioh

Induktionsschluf3; Sei unter+ 1 Tieren eines ein Elefant. Wir stellen die Tiere so in einéhBalass
sich dieser Elefant unter den erstefieren befindet. Nach Induktionsannahme sind dann alledies
erstenn Tiere Elefanten. Damit befindet sich aber auch unter deteletzTieren ein Elefant, womit
diese auch alle Elefanten sein missen. Also sindnalld Tiere Elefanten. O

Wo ist das Argument falsch? Im Fall+ 1 = 2 kann man den Elefanten zwar so stellen, dass er bei
den erstem = 1 Tieren steht. Folglich sind alle Tiere unter den ersten 1 Tieren Elefanten. Aber
deshalb befinden sich unter den “letztanTieren nicht notwendig Elefanten.

Einige richtige Anwendungen

Nun (endlich) folgen einige Beispiele fur Satze, die man(guat richtig!) mittels Induktion beweisen
kann?

8lm Laufe der Vorlesung werden wir auch andere Induktiongissvsehen.
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Satz 1.21. (Bernoulli-Ungleichung)lst x € R undx > -1, so gilt fir allen € N,
1+x)" >1+nx
Beweis. Wir fihren den Beweis mittels Induktion Uber

Basis: FUm=1qilt1+x > 1+ X.
Induktionsschritih — n + 1:

L+x)" = 1+x)"-(1+x) (Bemerkung: & x > 0)
(L+nx)-(1+x) (nach Induktionsvoraussetzung)

WV

1+ nX+ X+ nx2
1+ (n+1)x+nx
1+ (n+1)x.

WV

O

Wir zeigen nun mittels verallgemeinerter Induktion, dasej naturliche Zahl, die gré3er oder gleich
2 ist, als Produkt von Primzahlen dargestellt werden kaids gilt zum Beispiel

1815=3-5-11-11.

Aus dieser Faktorisierung von 1815 lasst sich nicht unihireauf die Primzahlzerlegung von 1845
1 = 1816 schliel3en, wie es bei der bisher betrachteten Induktitwendig gewesen wére.

Satz 1.22. (Primzahldarstellung) Sein eine nattrliche Zahl, und > 2. Dann istn Produkt von
Primzahlen.

Beweis. Wir fihren den Beweis mittels verallgemeinerter Induktion
Basis: Da 2 eine Primzahl ist, ist 2 triviales Produkt vornselbst, also Produkt einer Primzahl.

Schrittn — n + 1: Sein beliebig und nehmen wir an, daake Zahlen von 2 bis sich als Produkte
von Primzahlen schreiben lassen. Wir zeigen, dass danfh ebenfalls ein Produkt von Primzahlen
ist. Dazu machen wir eine Fallunterscheidung.

Fall 1: n+ 1 ist eine Primzahl. Dann ist+ 1 die einzige Primzahl, aus der das Produkt1 besteht.

Fall 2: n + 1 ist keine Primzahl. Dann gibt es zwei echte Teiler von 1, also natirliche Zahlea
undbmit2 < a,b<n+1,sodass + 1 =ab.Daaundb beide kleiner als + 1 sind, kbnnen wir
die Induktionsvoraussetzung nutzen und die Zallemd b als Produkte von Primzahlen schreiben.
Dann istn + 1 = abauch ein Produkt von Primzahlen. ]

Nun benutzen wir die Induktion, um noch eine nutzliche Urojleng zu beweisen.
Eine reellwertige Funktiori (x) heildtkonvexfalls fur alle reelle Zahlerl zwischen 0 und 1 gilt:

FAX+ (1= 2)y) < AF(X) + (L= ) F ().

9Zur Erinerrungp € N is einePrimzahlgenau dann, wenp > 2 undpist nur durch 1 undpteilbar. Achtung: 1 ist also
keinePrimzahl!
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Geometrisch gesehen, istkonvex, falls die Geradé, die die Punkte X, f (x)) und (y, f(y)) ver-
bindet, oberhalb der Kurvd (2) liegt. Ein einfaches Konvexitatstkriterium igt’(x) > 0 (siehe
Abschnitt 3.8).

X y

Abbildung 1.7: Eine konvexe Funktion

Satz 1.23. (Jensen’s Ungleichungpeien 0< 4; < 1mit> . ; 4; = 1. Ist f konvex, so gilt:

f <§r:/lix,~> < Er:/lif(xi).
i=1 i=1

Beweis.Induktion Gber. Firr = 1 ist die Ungleichung fdensichtlich richtig, da dani; = 1 gelten
muss. Fur = 2 ist die Ungleichung auch richtig wegen der Konvexitat. Meh wir also an, dass die
Ungleichung fir Summanden richtig ist, und zeigen, dass sie dann auch+fliiISummanden richtig
bleibt. Dazu reicht es, die Summe der ersten zwei Termigxi + AoXo + ... + A,41X,41 durch den

Term uy, wobei
A1 Ao

X1+ X2.
A1+ A2 A1+ A2
DaO< u<lundu+3Y i 5=>"1,4; =1, kénnen wir die Induktionsannahme anwenden, woraus

r+1 r+1 r+l
() = 1 (s Eix ) <t 0)+ 3 it )
i=1 i=3 i=3
folgt. Nun benutzen wir wieder die Kovexitat vadnund erhalten

A A
(A + ) f ( L x 2 2)

X1 + X
/11+/12 /11+/12

u=A1+12 und y=

uf(y)

N

A1 A2
o+ 22) (2 100 + 22 10

A1 (xg) + 221 (x2).

O

Obwohl einfach, ist Jensen’s Ungleichdhan vielen Fallen sejr nitzlich. Sie leifert uns sofort, zum
Beispiel, die folgende Ungleichung zwischen arithmegsohund geometrischem Mittel.

vGenau wie sogenannte Cauchy-Schwarz Ungleichung

(é;xiyi)2< (i:xlz)<lz:ylz)

i=1
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Satz 1.24. (Geometrisches und arithmetisches Mittel)Seienay,...,a, nicht-negative Zahlen.

Dann gilt
yt+a+...+4a
Mag-ax-...-a, < ! 2n . (1.2)

Beweis.Seif(x) =e*, 11 =... =1, =1/nundx; = Ina;, furallei = 1,...,n. Nach der Jensen’'s
Ungleichung gilt:

n n n n 1/n n 1/n
) a4 = i f(x) = f Apx; | = elsi=m i)t = ni = a; -
i = =1 — =1 ¢ =1

i=1

O

Ist Induktion nur etwas flr Zahlen? Nein, P(n) ist n nur ein Parametey die Aussage P(n) ist
wahr” mussnicht unbedingt eine Aussage Uber die Zatdein. Z.B. kann man auch solche Aussagen
P(n) nehmen: “Jedes einfache Polygon miEcken &3t sich durch — 3 Diagonalen triangulieren.”
Das allgemeine Schema ist wie folgt. Man hat eine MeBged ein PradikaQ(s) UberS. Man will
zeigen, das¥s € S: Q(s) gilt. Daflur wéahlt man eine passende Abbildung

Sa>sH L(s) eN,
die zu jedem Elemerd € Sseine “Lange’L(s) zuweist!! Dann betrachtet man das Pradik{n) =

“fur alle s € Smit L(s) = n gilt Q(s)” und zeigt mittels Induktion, dasén € N P(n) gilt.

Um diese Verallgemeinerung zu demonstrieren, betrachtedigvAnzahl der Elemente in dem kar-
tesischen Produkt zweier Mengen.

Behauptung 1.25. Fur endliche Menger\, B gilt: |[Ax B| = |A| - |B].

Beweis.Durch Induktion nachm := |A| (dabei seB beliebig aber fest).
Induktionsanfang: fin = 0 ist A= 0, also auchAx B = 0.

Induktionsschrittn — n+ 1. SeiA einebeliebigeMenge mit|A| = n+ 1 Elementen. Wegem+1 > 1
existiert ein Elemena € A. Wir betrachten die Meng&X := A\ {a}. Dann hatX nur n Elemente,
erfihlt also| X x B| = n- |B| nach Induktionsvoraussetzung. Wegen

AxB=({a}xB)U(XxB) und (a}xB)n(XxB)=0

folgt
[AxB|={a} xB|+|XxB|=|B|+n-|B|=(n+1)-|B|=]|Al-|B]|.

O

Ein Geradenarrangemertiesteht aus endlich vielen Geraden in der Ebene. Dabei liab&erade
kein Ende und keinen Anfang. Die Geraden unterteilen dieng&lreverschiedene Flachen.

die wir erst spater beweisen werden (siehe Satz 5.6).

uDjeser Schritt, den man aParametrisierungsschritiezeichnen kann, ist wichtig. Hat ein Objektwei (oder mehrere)
Merkmalea,b € N, so kann mari.(s) = a + b aber auchL(s) = a - b oder auchL(s) = maxa, b} usw. wahlen. Nicht
jede Auswahl wird jedoch zum Erfolg flihren. Deshalb muss aradieser Stelle genauer tiberlegen, mit welcher Funktion
L(s) = f(a,b) es am einfachsten wird, den Induktionsschritt durchzugfiih
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Satz 1.26. (Farbungen von FlachenBei beliebiger Anzahl der Geraden ist es moglich die entste-
henden Flachen mit nur zwei Farben so zu farben, dass keigidoewachbarte Flachen dieselbe Farbe
tragen werden.

Beweis.Induktion Uber die Anzahl der Geraden Basisn = 1 ist richtig, da wir dann nur zwei
Flachen haben kdnnen.

Induktionsschrittn — 1 — n. Sei die Aussage nun fiir— 1 Geraden richtig. Wir wollen zeigen, dass
dann die Aussage auch fiilGeraden richtig ist. Dazu nehmen wir éieliebigesGeradenarrangement
mit n Geraden und entfernen eine (auch beliebige) Gegalach der Induktionsannahme, muss eine
Zweifarbung der Flachen in dem verbleibenden Arrangementinv— 1 Geraden moglich sein. Nun
nehmen wir die Geradewieder dazu. Nach der Hinzunahme vypwerden manche der alten Flachen
in zwei neue Flachen geteilt. Nun kommt der Trick: Wehaltendie Farben flur (neue) Flachen, die
auf einer Seite vog liegen, undkippendie Farben der verbleibenden Flachen m|

In vielen Anwendungen ist ein Knoten des Bauniesls Startknoten ausgezeichnet; dann spricht
man uber eineVurzelbaumin einem solchen Baum kann das Verhéltnis der einzelnerigétndes
Baumes zueinander befitich gut beschrieben werden. Dazu benutzt man den Belgni Tiefeeines
Knotens.

Als Tiefe eines Knotens' von B wird der Abstand vorv zur Wurzel (d.h. die Anzahl der Kanten
in dem einzigen Weg vom zur Wurzel) bezeichnet. Digiefe von B ist die maximale Tiefe eines
Knotens voril. Alle Knoten gleicher Tiefe bilden eiknotenniveauAls Kinder eines Knotens von

B werden samtliche Knoten bezeichnet, dievdbenachbart sind und deren Tiefe die wvoom eins
Ubersteigt.v heil3t Vater seiner Kinder. In einenbindren Baumhat jeder innere Knoten héchstens
zwei Kinder. Knoten ohne Kinder hei3&tatter (siehe Abb. 1.8).

Abbildung 1.8: Dieser Wurzelbaum mit der Wurzdiat die Tiefe 3u undw sind Kinder des Knotens
v, undv besitzt die Tiefe 1a, b undv bilden ein Knotenniveau.

Fur ein BaumB seit(B) seine Tiefe undB| die Anzahl der Blatter. Weiss mdB|, was kann man
dann uber die Tief¢(B) sagen? Mann kann aber zeigen, dass |Bfbereits die untere Grenze fur
die Tiefe ist: Kein binarer BaurB kann kleinere Tiefe als lggB| haben.

Satz 1.27.Fur jeden binaren BaurB gilt: t(B) > log, |B|, d.h.

Tiefe(B) > log,(Anzahl der Blatter)

Beweis. Wir fihren den Beweis mittels Induktion Gber die Tig¢fe t(B).
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[
%\ [
Abbildung 1.9: Diese zwei Beipiele zeigen, dass es sowohhB&mitt(B) = |B|—1 wie auch B&ume
mit t(B) = log, |B| geben kann.

Basist = 0: In diesem Fall bestel® nur aus einem Knoten. Dieser Knoten ist ein Blatt, es gilb als
|B| = 1. Da 1< 2° bzw. log, 1 < 0 ist die Behauptung fid = 0 wabhr.

Induktionsschrittt — 1 +— t: Sei die Behauptung bereits fir alle bindren Baume der Kefe- 1
bewiesen und seB ein beliebiger binarer Baum der Tiefe= t(B). Wir wollen zeigen, dasfB| <
2'(B) gilt (was aquivalent zt(B) > log, |B| ist).

Seir die Wurzel vonB und seieni(,u) und (,v) die beiden mit inzidenten Kanten. Wir betrachten
die beiden iru undv wurzelnden UnterbaumB,, und B, von B. Beide diese Teilbaume haben Tiefe
hdchstend — 1 und fur die Anzahl der Blatter giltB,| + |B,| = |B|. Nach Induktionsannahme gilt
also

Bul <2') und |B,| < 2/,

Wir erhalten damit
Bl = |By| + By < 2B 4 21B) < 2. 2071 < 2,

1.4.1 Induktion und Entwurf von Algorithmen

Anwendungen der Induktion findet man in allen mathematiscBebieten, von Mengenlehre bis
Geometrie, von Oferentialrechnung bis Zahlentheorie. Sogar der Beweis d#%g Fermatschen
Satze®¥ (Andrew Wiles, 1993) verwendet die Induktion (neben vied@deren Argumenten). Die In-
duktion ist auch in der Informatik wichtig, denn rekursivigérithmen sindnduktiveBeschreibungen
von Objekten.

Viele Probleme, Modelle oder Ph&nomen haben eine sichtselfesenzierende Form, bei der die
eigene Struktur immer wieder in unterschiedlichen Vagangnthalten ist. Wenn diese Strukturen
in eine mathematische Definition, einen Algorithmus odeeddatenstruktur tbernommen werden,
wird von Rekursion gesprochen. Rekursive Definitionen gaddch nur sinnvoll, wenn etwas immer
durch einfachere Versionen seiner selbst definiert wirdgevdm Grenzfall ein Trivialfall gegeben
ist, der keine Rekursion bendtigt. Rekursion hat also wasderi Induktion zu tun — man kann die
Rekursion als Induktion “in umgekehrter Richtung” betitach

Deshalb ist Induktion nicht nur fir deBeweis dass ein gegebener Algorithmus korrekt ist, geeig-
net — man kann sie auch fur d&mtwurf der Algorithmen benutzen! Das allgemeine Schema — als
dynamisches Programmierd&ekannt — ist folgendes:

2Djeser Satzt besagt, dass es keine natiirlichen Zahlenz gibt, so dass fiin gréRer als 2 die folgende Relation gilt:
Xt +y" =27".
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Um ein Problem zu |6sen, 16st man zu€Fstlproblemeund die Lésungen der Teilprobleme zu
einer Losung des uspringlichen Problems kombiniert.

Rekursive Programme sind ein Spezialfall dynamischen@nogne: Die Losungen der Teilprobleme
mussen nicht abgeschpeichert werden.

Das folgende Problem wurde 1883 von Edouard Lucas erfunden.

e Gegeben sind drei Platze zum Stapeln ni@theiben, die zu Beginn alle auf dem 1. Stapel liegen.

e Alle Scheiben sind unterschiedlich grol3 und sie missen iaefre Stapel in geordneter Weise
liegen, so daf3 nicht grél3ere Scheiben auf kleineren liegen.

e Jede Scheibe ist beweglich und kann von einem Stapel aul @einéeren getragen werden. Es
durfen jedoch nicht mehrere Scheiben auf einmal bewegtewerd

e Aufgabenstellung: Alle Scheiben sind von dem 1. Stapel anf2l Stapel zu beférdern.

Man kann dieses Problem mittels Induktion |6sen. 5gi) die Aussage: “Wir haben einen Algorith-
mus, der das Problem fiarScheiben losst”.

InduktionsbasisP(0) ist wahr, da wir keine Scheiben Uberhaupt haben.

Induktionsschritt Wir wissen wie man das Problem fiir— 1 Scheiben I6sen kann und wollen einen
Algorithmus furn Scheiben entwerfen. Dazu beobachten wir, dass das Prohl&uoheiben vom
Stapel 1 zum Stapel 2 zu beférdern, l&sst sich l16sen, wenn

1. zunéchst die obersten— 1 Scheiben von Stapel 1 zum als Hilfsstapel genutzten Sgypellegt

werden,

2. dann die jetzt zuoberst liegende Scheibe auf Stapel 1 $t&gel 2 verlegt wird

3. wiedern — 1 Scheiben vom Hilfsstapel 3 nach Stapel 2 verlagert werden.

und abschlief3end
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1lal

Zu beachten ist dabei, dass die Rollen der drei Stapel (AwgsgaZiel- und Hilfsstapel) standig
wechseln.

Damit kdnnen wir ein rekursives Programm Hampik, 2,3), dass die gegebenenScheiben von 1.
Stapel auf 3. Stapel befordert, wie folgt beschreiben:

Algorithmus Hanoi(n; 1,2, 3)

While n > 0 do
Rufe Hanoi — 1; 1, 3,2) auf [die oberstem — 1 Scheiben von Stapel 1 zum Stapel 2]
Verlege die zuoberst liegende Scheibe auf 1 nach 3
Rufe Hanoi — 1; 2 1,3) auf [verlegen — 1 Scheiben vom Hilfsstapel 2 nach 3]

1.5 Das Taubenschlagprinzip: Beweis von Aussagetx P(x)

Das sogenannfBaubenschlagprinzipn der englischsprachiger Literatur auchRigeonhol Principle
bezeichnet, geht auf den Mathematiker G. L. Dirichlet zkriieses Prinzip erlaubt Existenzaussa-
gendx P(x) Uber endliche UniverseM zu beweisen, ohne ein konkretes Elemarnt M, fur das
P(a) gilt, anzugeben! Das Prinzip selbst basiert sich auf folige einfacher Beobachtung:

Halten sichr + 1 Tauben irr Taubenldcher auf, so gibt es mindestens einen Taubeni®ckenn
sich wenigstens zwei Tauben befinden.

Ist das Verhéltnis von Taubenldcher zu Tauben nichtknurl zu k sondern zum Beispielk?+ 1 zu
k, so kann man sogar schlieRen, dass in einem der Taubenlaidestens 3 Tauben sitzen mussen.

Taubenschlagprinzip:
Halten sichsr + 1 Tauben irr Taubenlécher auf, so gibt es mindestens
einen Taubenloch, in dem sich wenigstens1 Taube befinden.

Ware das nahmlich nicht der Fall, so hatten wir héchsgriguben insgesamt.

> Beispiel 1.28 In einer Gruppe von 8 Leuten haben (mindestens) zwei anchgdai Wochentag
Geburtstag. Warum? Seien die Leute “Tauben” und die WoelgentTaubenlocher”. Wir haben
alsor = 7 Taubenlécher und + 1 Taube. Das Taubenschlagprinzip (mit 1) garantiert in
dieser Situation die Existenz eines Wochentages, an denmatslestens + 1 = 2 Leute der
Gruppe Geburtstag haben.
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> Beispiel 1.29 Wir sagen, dass zwei Leute befeindet sind, falls sie nielfitélundet sind. Behaup-
tung:

() In jeder Gruppe von 6 Leuten gibt es 3 Leute, die paarweiseelmedet oder paarweise
verfeindet sind3

Dieses Problem lasst sich auch als Graphenproblem stBlieiGruppe von Leuten steht fiir eine
Menge von Knoten. Sind zwei Leute befreundet, so wird einet&awischen den beiden ent-
sprechenden Knoten erstellt, d.h. die beiden Knoten sinddigart; sind zwei Leute verfeindet,
so liegt keine Kante zwischen den entsprechenden Knotanit die Kantenmenge bestimmt.
Die Behauptung liest sich dann folgendermal3en: jeder Grapé Knoten enthélt 3 Knoten, die

entweder paarweise benachbart oder die paarweise nicatliesrt sind. Den Beweis kann man
leicht aus der Abbildung 1.10 ablesen.

Abbildung 1.10: Ist das Paarbefreundet oder befeinded?

Frage: Gilt die Behauptung: mit 5 statt 6 Leuten in der Gruppe?

> Beispiel 1.3Q Ein Sandkasten hat die Form eines gleichseitigen DreiptkSeiten der Lange 2
Meter (Abb. 1.11(A)).

A B

Abbildung 1.11: Die Sandkasten und ihre Aufteilung.

In diesem Sandkasten wollen 5 Kinder spielen. Das Problenuisdass die Kinder um mehr als
einem Meter von einander entfernt sein sollen, da sonstemesig kraftig streiten. Ist es mdglich,
die 5 Kinder in den Sandkasten so zu verteilen, dass endlitie Rerrschen wird?

Antwort ist nein Dazu teile die Sandkasten in 4 Teilen auf, wie in Abb. 1.}1gBzeigt ist
(das sind unsere “Taubenltcher”). Da wir mehr als 4 Kindéehnawerden mindestens 2 Kinder
in einem Taubenloch=kleinem Dreieck) sitzen, und die Abstand zwischen den Kimderd
hochstens 1 Meter sein.

BDas ist die einfachste Form (“Kindergartenform”) des in Q9%wiesenen beriihmten Satzes von Frank Plumpton
Ramsey, der zur Geburt dRamseytheorie einem Gebiet der diskreter Mathematik — gefuhrt hat.
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> Beispiel 1.31 Behauptung: Ifjeder MengeS C Z von |S| = 1000 ganzen Zahlen gibt es zwei
Zahlenx # y, so dasx — y durch 573 teilbar ist.

Auf erstem Blick sieht das Problem sehr schwer aus — dies@ Z&8len konnen doch beliebig
sein! Auch unsere alte Freundinnen — die Induktion — kannriie wenig helfen. Andererseits,
kénnen wir die Behauptung mit dem Taubenschlagsprinzipnipaar Zeilen beweisen.

Beweis: Als Tauben nehmen wir die Elemente ®nond als Taubenlécher die Elementen von
R = {0,1,...,572. Wir setzen die Taub& € Sin das Taubenloch € R genau dann, wenr
geteilt durch 573 den Restergibt. Da|S| > |R|, missen mindestens zwei Taubennd y in
einem Taubenloch aufhalten. Das bedeutet, dassind y geteilt durch 573 den selben Rest
ergeben, und damit muss- y durch 573 teilbar sein.

Beachte, dass die Wahl der Zahlen (1000 und 573) hier unigicstt— wichtig ist nur, dass
|S| > |R| gilt. Istn > m, so muss jede Menge anZahlen zwei Zahlerx und y enthalten, deren
Differenzx — y durchmteilbar ist.

Auf dem ersten Blick scheint das Taubenschlagprinzip mofiaehe Schlussfolgerungen zuzulassen
kann. Wie die folgenden Anwendungen zeigen, trigt der &thdan kann n&dhmlich mit diesem
Prinzip einige klassische Resultate beweisen. Hier bés&ben wir uns mit einigen Beispielen.

In folgenden Satz geht es um die Existenz rationaler Appnekibnen von irrationalen Zahlen. Der
Beweis war die erste nicht triviale Anwendung des Taubdagsbrinzips in der Mathematik tber-
haubt! Diese Anwendung hat Dirichlet gemacht, deshalbtmean das Prinzip ofbirichlet’s Prinzip.

Dirichlet 1879:
Seix eine reelle Zahl und nicht rational. Fur jede natirliche |Zaéxi-
stiert eine rationale Zalg/q mit 1 < g < nund

X - —

Beweis.Ist x eine reelle Zahl, so definieren wir(x) als die Abstand zwischer und derersten
ganzen Zahl, die links vor steht:L (x) := x — | x]. Es ist klar, dass dieser Abstand zwischen O und 1
liegen muss.

Seix € R\ Q eine reelle aber irrationale Zahl. Als “Tauben” nehmen wir 1 ZahlenL (ax) fur
a=12,...,n+ 1 und sortieren sie in folgendelntervalle ein, die die “Taubenlécher” darstellen:

o2 (5)

Die Rander der Intervalle werdemcht angenommen, da reell und nicht rational ist. Da wir mehr
Tauben als Taubenlécher haben, mussen nach dem Taubgsgchlaip mindestens zwei Zahlen —
dies seierL(ax) und L (bx) — in einem Interval liegen. Da jedes der Intervale kirzelafsist, muss
der Abstand zwischen diesen zwei Zahlen kleiner afsskin:

q p

~ NN - -~ N 1
IL(ax) — L(bx)| = [(ax— [ax]) — (bx— [bx])| = | (@a-b) x - (Lax] = [bx]) | < o

Damit haben wir zwei ganze Zahlgnund g gefunden, fir die die Ungleichungx — p| < 1/n und
damit auch die Ungleichunix — p/q| < % gilt. Daq die Differenz zweier ganzen Zahlen ist, welche
sich im Bereich 12,...,n + 1 bewegen, gilt auclj < n. O
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Als nachstes betrachten wir ein (auch klassisches) Regbka Teilfolgen einer Zahlenfolge. Fir eine
Folgeas,ay,. .., a, von Zahlenisy;,, a;,, . . ., a;, eineTeilfolgeder Lange, falls 1< ip <ipx <... <
i, < ngilt. D.h. Eine Teilfolge der Lange einer Folge entsteht, wenn wir alle aussé&olgenglieder
weg lassen. Die Teilfolge ishonoton steigentzw. monoton fallendalls a;, < a;, < ... < a;, bzw.
a;, > a;, > ... > a;, gilt. Die Teilfolge istmonoton falls sie monoton steigend oder monoton fallend
ist.
Zum Beispiel besitzt die Folge

7,6,11,135,2,4,1,9,8

der Langen = 10 die monoton fallende Teilfolge
7,6,2,1

der Lange = 4.

Erd 6s*-Szekeres 1935:
Jede Folge von verschiedenen Zahlen enthélt eine monotone Teilfolge
der Lange mindesteng/n.

3Paul Erds 1913-1996. Einer der groRten Mathematikern des letatenhinderts.

Bemerkung 1.32. Wichtig hier ist, dass das Ergebnis félle Folgen gilt. D.h. egal aus welchen
Zahlen eine beliebige Folge der Langeesteht, muss sie eine monotone Teilfolge der Lagge
enthalten.

Beweis.Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir an, dagsn Quadrat ist, d.hn = r2 fir
eine naturliche Zah gilt. Sei nunay,...,a, eine beliebige Folge von verschiedenen Zahlen. Wir
ordnena; das PaarK;,W;) zu, wobei

F;

die Lange der langsten monottallendenTeilfolge steht, die ira; endet

W;

die Lange der langsten monotarachsendeffeilfolge, die ina; startet

Angenommenay,. . ., a, besitzt weder eine monoton wachsende noch eine monotenda![Teilfol-
ge der Lange. Dann giltF;,W; < r fur allei = 1,...,n. Die ZahlenF; undW; liegen also zwischen
1 undr — 1 und es kann deshalb héchstens- (1)? verschieden®aare F;,W;),i = 1,...,n geben.

Wir betrachten die Zahleay,. . .,a, als “Tauben” und die Paare,(y) mit x,y € {1,...,r — 1} als
“Taubenltcher”. Wir setzen diete Taube in Taubenlochx(y) genau dann, wenf; = x undW; = y
gilt. Da wir n Tauben und nurr(- 1) < r2 = n Taubenlécher haben, miissen zwei Tauben, seian es
unda; miti < j, in einem Taubenlochx(y) sitzen, d.h. es muds = F; = xundW; = W, = y gelten.
Das ist jedoch unmaoglich, da > a; ein Widerspruch z0F; = F; unda; < a; einen Widerspruch
zuW; = W, liefert. In erstem Falld; > a;) qilt F; > F; + 1 (die fallende Folge za; kann man um
einen Elemena; erweitern) und in zweiten Falb{ < a;) gilt W; > W, + 1 (die steigende Folge zu
a; kann man um einen Elemeat erweitern). O

Um kompliziertere Existenzaussagen von der Form

YX(P(x) = AyQ(x.y))
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zu beweisen, 16hnt es sich oft die beide machtige Beweipian — Induktion und das Taubenschlag-
prinzip — zu kombinieren. Wir beschranken uns nur auf einaigidel. In diesem Beispiel geht es um
Eigenschaften von Graphen.

Ein Dreieckin einem ungerichteten Graphen besteht aus drei benaehbarbten. Uns interessiert
nun die Frage: Wieviel Kanten kann ein Graph haben ohne daisen Dreieck enthalt?

In Bild unten erkennt man einen vollstandigen bipartitemgiien mit 2 Knoten firn = 3, also
insgesamt 6 Knoten.

Dieser Graph enthakeineDreiecken. Wie man unschwer erken-
nen kann, wirde aber die Hinzunahme einer beliebigen der ver
bleibenden mdglichen 6 Kanten jeweils 3 Dreiecke schlieSen

mit scheint bei einer Knotenanzahl von, 2?2 der hochste Wert zu
sein, fur den sich ein dreiecksfreier Graph noch konsteniéisst.
Diese ganzen Uberlegungen miinden nun in den

Satz 1.33. (Mantel 1907)Wenn ein Graplt& mit 2n Knoten mindestens? + 1 Kanten besitzt, dann
besitztG ein Dreieck.

Beweis.Der Beweis erfolgt per Induktion nach Induktionsbasisi = 1: In diesem Fall ist die Be-
hauptung wahr, denn beide Seiten der Implikation sind fialgin Graph mit 2 Knoten keine 2 Kanten
besitzen kann).

Induktionsschritin — n+ 1: Wir nehmen also an, dass die Behauptungnfgilt und betrachten jetzt
einenbeliebigenGraphenG = (V,E) mit [V| = 2(n + 1) Knoten undE| = (n + 1)? + 1 Kanten. Die
beiden Knoterx undy seien adjazent i, d.h.xy € E. Mit H wird der, durch die Wahl vox undy
definierte Teilgraph, bezeichnét:

Der GraphH besitzt folglich 21 Knoten. SollteH mehralsn? Kanten haben, gilt der Sastz aufgrund
unserer Induktionsvoraussetzung, denn dann gébe es aeclim TeilgrapherH und damit auch
in G. Also wird nun angenommen, dass der Teilgrapochstens hKanten hat. SeF die Menge
aller Kanten, die von den Knotenundy zu Knoten inH fuhren. Insgesamt haben Wir

IFI>|El-n*=1=((n+1)>+1)-n°-1=2n+1

solchen Kanten. Wir haben alsa 2 1 Kanten die vorx bzw. y in den Teilgrapherd mit 2n Knoten
fuhren. Diese Kanten betrachten wir nun als “Tauben” undt&maonH als “Taubenlécher”. Nach
dem Taubenschalgprinzip musshhein Knotenz existieren, der mik undy jeweils eine Kante hat.
Folglich besitztG das DreiecK X, y, z}. O

14Um H zu bekommen, entfernen wir also a8slie Knotenx und y mit der entsprechenden Kanten.
15Wir missen auE| — n? noch 1 abziehen, day zu E gehohrt.
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1.6 Kombinatorische Abzahlargumente

Kombinatorik (wie die Diskrete Mathematik) beschéaftigttsivor allem mitendlichenMengen. In
klassicher Kombinatork geht es hauptsachlich um FragenTgon “Auf wie viele Arten kann man
..."y was im Extremfall heiRen soll “Kann man ... Gberhatpith verniinftig Gber solche Fragen reden
zu koénnen, bilden wir die Menge der Objekte, die uns intéeess, und fragen nach ihrer Machtigkeit.
In Kombinatorik haben sich einige spezielle Regeln herebiddet, die alle ganz klar sind, sobald man
sie einmal gesehen hat, auf die man aber erst einmal kommss mu

Satz 1.34. Kombinatorische Abzahlregeln:

1. GleichheitsregelWenn zwischen Mengei und B eine bijektive Abbildung existiert, dann ist
|Al = |BI.

2. Summenregelst A die Vereinigung vork paarweisalisjunkten endlichen Menge, . . ., A,
dannist|Al = |Ag] + ... + | Al

3. Produktregel Ist A = A; X Ay X ... X A, das kartesische Produkt endlicher Menden. . ., A,
dann gilt|A| = [Aq| - |Ag| - ... - | Akl

4. Zerlegungsregellst f : A — B eine Abbildung, dann gilt:

A= |7 (b)l

beB

Beweis.Zu (3): siehe Behauptung 1.25. Zu (4): Sibdb, € B und by # by, so gilt (b)) N
f~1(by) = 0. m]

> Beispiel 1.35 (Produktregel) Wenn man ein Objekt k Schritten konstruiert, und man i
ten Schritt die Wahl zwisches; Mdglichkeiten hat, dann kann man das Objekt insgesamt auf
S1-S - ... S Arten konstruieren. Man kann sich diese Regel sehr schoeimétn Baumdia-
gramm veranschaulichen. Das folgende Diagramm verankcitadie Konstruktion der sechs
Permutationen vofa, b, c}:

A A

(9}
o—0O
o—9
QD

o

QD

1.6.1 Prinzip der doppelten Abz&hlung
Das sogenanntBrinzip der doppelten Abzahlurigt die folgende “@ensichtliche” Aussage: Wenn

wir die Elemente einer Menge in zwei verschiedenen Reillgafoabzahlen (und dabei jeweils keine
Fehler machen), dann werden wir die gleichen Anworten bekem
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1.6. KOMBINATORISCHE ABZAHLARGUMENTE 41

Prinzip der doppelten Abzahlung:
Sei A eine Tabelle mim Zeilen,n Spalten und mit Elementen 0 und 1. Sedie Anzahl der Einsen
in deri-ten Zeile, unds; die Anzahl der Einsen in dgrten Spalte. Dann gilt

n

m
Y "z =) s; = Gesamtzahl der Einsen iy
= el

Anschaulich:

> Beispiel 1.36 In einer Vorlesung sind 32 der Horer mannlich. Dabei iseje8tudent mit 5 Stu-
dentinnen und jede Studentin mit 8 Studenten befreundet.

Frage: Wie viele Studentinnen besuchen die Vorlesung?

Diese Frage lasst sich mit dem Prinzip der doppelten Abnghheantworten. Seidie (bis jetzt

unbekannte) Anzahl der Studentinnen in der Vorlesung, etichbhte die “Freundschaftstabelle”
A = (a;;) wobeia;; = 1 falls deri-te Student mit dej-ten Studentinnen befreundet ist, und
a;; = 0 sonst. Die Tabelle hat also = 32 Zeilen undn Spalten. Jede Zeile hat 5 Einseintrage
(z; = 5) und jede Spalte hat 8 Einseintrage € 8). Also folgt durch zeilen- und spaltenweises

Abzahlen
32 n
32:5=) z=) s;=8-n
i=1 j=1
Also besuchem = 20 Studentinnen die Vorlesung.

Im folgenden Satz isti(u) = |{e € E : u € e}| der Grad von Knotem (=die Anzahl der zw
inzidenten Kanten).

Satz 1.37. (Euler 1736)SeiG = (V, E) ein ungerichteter Graph. Dann gilt

> d(u) =2-[E|.

ueVv

Beweis.Betrachte die Tabell®, die ausn = |V| Zeilen undm = |E| Spalten besteht und deren
Eintrage wie folgt definiert sind:

1 fallsu e e
Mu.€) = { 0  sonst.

Dann hat die Zeile zu Knotea genaud(u) Einsen und die Spalte zu Kanéegenau 2 Einsen. Die
Behauptung folgt also direkt aus dem Prinzip der doppelterdAlung. ]
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42 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE UND BEWEISMETHODEN

1.6.2 Binomialkodfizienten

Sei X eine endliche Menge mit = | X| Elementen undk < n.

Eine k-Teilmengevon X ist eine Mengd X, Xo, . . ., X, } ausk verschiedenen Elementen vh(Ord-
nung hier ist unwichtig!). Die AnzalC(n, k) solchen Teilmengen bezeichnet man mit

n
Kk
und nennt diese Zathinomischer Kogizient(oderBinomialkogfizien). Beachte, dass,j) genau die

Anzahl der 0-1 Folgen der Langemit k Einsen ist; eine Eins bzw. Null in der Positibeagt uns, ob
dasi-te Element vorX gewahlt bzw. nicht gewahlt wird. Also gilt:

()

Das ist die Definition vor(})! Nicht (wie man Gblicherweise behauptet) die Gleichufjy) =

ﬁ'_k), Diese Gleichung leitet man aus der Definition ab! (Siehe $a9.)

Anzahl derk-elementigen Teilmengen einer Menge auslementen

Anzahl der 0-1 Folgen der Langemit genauk Einsen

Eine k-Permutationvon X ist eine geordnete Folge{, xo,. .., X;) ausk verschiedenen Elementen
von X. (Ordnung ist hier wichtig!) Die Anzal®(n, k) solcher Folgen bezeichnet man mit

(N«

Fur k = n schreibt mam! statt (n),, (gesprochenn Fakultd); man setzt auch Ok 1 (nur eine
Vereinbarung).

Viele einfache kombinatorische Fragestellungen lassem aif gewisse Grundaufgaben zuriickzu-
fuhren, namlich aus einer gegebenen endlichen Menge batiwahlen zu tréen. Je nachdem, ob
wir es zulassen, dass dabei ein und dasselbe Element ntehrfagewahlt wird (ohne oder mit Wie-
derholungen), und ob wir die Auswahl als geordnet betractteElement, 2. Element, .) oder als
ungeordnet, ergeben sich vier verschiedene Anzahlen:

Satz 1.38. Sei X eine endliche Menge mit Elementen und séki eine nattrliche Zahl. Dann wirgl
die Anzahl der Méglichkeiten fur die Auswahl vdnElementen aus dieserelementigen MengX
gegeben durch:

ungeordnet geordnet
: n n
ohne Wiederholungerj (k) (N)g = <k> - k!

mit Wiederholungen <n Tk 1> nk
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Beweis.Die Eintrage der ersten Zeile in dieser Tabelle entspreciigriach den Definitionen. Es
bleibt also die beide Eintrage in der zweiten Zeile zu bedein

Fall 1: mit Wiederholungenrn geordnet. Es gibh Mdglichkeiten das erste Elemext auszuwahlen.

Da wir Wiedeholungen von Elementen in der Auswahl erlaulgést,es danach immer noechMog-
k mal

lichkeiten das zweite Elemerg auszuwahlen, usw. Nach der Produktregel gibt esfalso ... N =
n* Méglichkeiten eine geordnete Folgr;(X»,. .., Xx) ausk Elementen vorX auszuwahlen.

Fall 2: mit Wiederholungern ungeordnet. In diesem Fall ist die gesucht Z&f, k) die Anzahl der
ganzzahligen Losungemy,. . .,a,) fur die Gleichung

a+---+a,=k (%)

unter der Bedignung, dass alle > 0 sind: es reicht jedes; als die Anzahl der Vorkommen des
i-ten Elements vorM in der gewéhlten Teilmenge zu interpretieren. Jede Losang .(.,a,) der
Gleichung ) entspricht genau einer Folge aus Nullen und Einsen derdBrg(n—1) =n+ k-1
mit n — 1 Einsen:

0...010...010...01......10...0
ag a as Adn
Daes genaé ("**71) = ("*™") solche Folgen gibt, sind wir fertig. O

Nummerisch lassen sich die Binomialkbzienten und Fakultaten wie folgt berechnen:

Satz 1.39.Es gilt:
Ng=nn-=1)---(n—k+1)

und

n\ (M _ n! _Q-n—lhn—zmn—k+1
k/ kI ki(n-k)! 1 2 3 k

Beweis.Die erste Gleichheit ist einfach: es gitX| = n Mdéglichkeiten das erste Elemert auszu-
wahlen; danach gibt € \ {x1}| = n — 1 Mdglichkeiten das zweite Elemert auszuwéhlen, usw.
Letztendlich gibt e$X \ {X1,...,X¢-1}| = n—(k—=1) = n— k + 1 Méglichkeiten dak-te Element
X, auszuwahlen. Insgesamt gibt es aign — 1) - - - (n — k + 1) Moglichkeiten eine geordnete Folge
(X1,X2,...,Xr) ausk verschiedenen Elementen v&nauszuwahlen.

Nun beweisen wir die zweite Gleichung. Wir kdnnen alle geetd FolgenXi, Xo, . . ., X;) ausk ver-
schiedenen Elementen votwie folgt erzeugen: zuerst wahlen wir eike€lTeilmengeg X1, Xo, . . ., X }
ausk verschiedenen Elementen v hier haben wir gena(!’k) Maoglichkeiten. Wenn die Teilmenge
{X1,Xo,..., X} bereits gewahlt ist, bleiben genkliMdglichkeiten diese Teilmenge zu permutieren.
Also haben wir insgesan(f,j) - k! geordneten Folgenxg, X»,. . ., X, ). Da nach Definition diese Zahl

gleich () ist, es folgt
(1) =

n\ (M _ n!
(k) kI kI(n-K)!

'6Hier haben wir die Forme{," ) = () benutzt (siehe 1.3).

oder aquivalent
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Es gibt viele nitzliche Gleichungen, die die Arbeit mit Bmialkoetizienten erleichtern. Um solche
Gleichungen zu erhalten, reicht es in den meisten Fallekatigbinatorischgnicht dienumerische
wie vom Satz 1.39 gegeben) Natur der Binomiatkaeenten auszunutzen. Um das zu demonstrieren,
beachten wir, dass eine Teilmenge durch sein Komplemigakeutigbestimmt ist. Diese einfache
Boebachtung liefert uns sofort die Gleichung:

AR

In &hnlicher Weise kann man auch andere Gleichungen beweise

Satz 1.40. (Pascal'scher Rekurrenzsatz fur Binomialkd&izienten)

ny (n-1 . n-1

k)  \k-1 k /)
Beweis.Sei X eine Menge min = |X| Elementen. Fixiere ein beliebigese X. Die Anzahl der
k-Teilmengen vorX, die das Element enthalten, is{}._]) und die Anzahl dek-Teilmengen vorX,

die das Element vermeiden (d.h. nicht enthalten), (§’t,:1) Da es keine anderda Teilmengen inX
gibt, folgt die Behauptung. ]

Der folgender einfacher (aber sehr nitzlicher) Satz ist ®imisaac
Newton in ca. 1666 bewiesen worden. Dieser Satz erklart denev:
Binomialkodfizienten sind die Ka&zienten in der Berechnung des “bi-
nomischen Ausdrucks™(+ y)".

Satz 1.41. (Binomischer Lehrsatz)Sein eine positive ganze Zahl. Dann gilt fur alle reelle Zakep

andy:
(x+y)"=>" <E> xkynk,

k=0

Beweis. (Kombinatorischer Beweis) Wenn wir die Terme
(X+y)"=(X+y)-(X+y)-...-(X+y)
~ ~ -
n-mal

ausmultiplizieren, dann gibt es gen@'jt) Méglichkeiten den Ternx* y"~* zu erhalten. Warum? Wenn
wir die Terme multiplizieren, wahlen wir aus jedem Term esdlerx odery. Seia = (ay,...,a,) die
(diese Auswahl) entsprechende 0-1 Folge apit 1 genau dann, wenn aus deéften Term & + y)
die erste Zahk ausgewéhlt wiirde. S& (k) die Anzahl der Vorkommen vor® y"~* in dem Produkt
(x + y)". Dann ist

N(k) = Anzahl der 0-1 Folgen der Langemit genauk Einsen= (E)
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Beweis. (Induktiver Beweis) Fiin = 0 ist die linke Seite gleichx+ y)° = 1 und die rechte ist auch
(X0 =1
Induktionsschrittn — n + 1.

(X+ )" = (x+y) - (X +y)"

=(X+y)- ) (E) Xty Induktionsannahme

>~

S

o

n )Xryn—r+1 + <n> Xkyn—k+1 (r — K+ 1)
r—1 P k

n n r n-r+l n 0. .n+l n n+l 0
N O e e
n

1 n+1 n+1
-rlr )Xryn—r+l + ( ; )XOyn+1 + (n:l) x'*1,0 (Satz 1.40)

~
Il
[

~
Il
i

M-

I
(]
/N /N T __—' -~/ N -~/

S N
+ |l
= P

~
I
o

O

> Beispiel 1.42 Mit binomischem Lehrsatz kann man viele niitzliche Saclamwdisen. Zum beispiel
so kann man die folgende Eigenschaft der ganzen Zahlenrzdigie jede ganze Zaimh und fur
jede natirliche Zahk > 1 qilt:

mk ist ungerade= mist ungerade.

Beweis Die Richtung= ist trivial: wahre ndhmlichm gerade d.hm = 2j flr eine ganze Zahl
j, so ware auchm® = 2% (j*) eine gerade Zahl. Um die andere Richtuagzu beweise, nehmen
wir an, dassn ungerade ist, d.lhm hat die Formm = 2] + 1 flir eine ganze Zaljl. Setzex = 2]
undy = 1 und wende den binomischen Satz an:

mt = (2] + 1)F =1+ (2))* K +(2))? K + 4 (2))F <.
1 2 k
Also hat unswere Zaht* die Form 1 plus eine gerade Zahl, und muss deshalb ungeriade se

Fur wachsenden undk ist es schwer, den Binomialkfizient (/) exakt auszurechnen. Andererseits
reicht es fur viele Anwendungen, nur die Zuwachsrate (Wieboder wie IangsanﬁZ) wéchst) zu
wissen. Oft reicht bereits die folgende Abschatzung:

Lemma 1.43.
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Beweis. Untere Schranke:

n-1 n—k+1_ n
k-1 1 T \k/)®

Obere Schranke. Nach (1) und binomischem Lehrsatz,

N
x| >
N———
-
|
x>
x| >
x| >
/AN
x| >

e > (1+1)" = Zn: (?)ti > <E>tk.

i=0

Firt = k/n bekommt man

wie erwinscht. O

Fur Fakultaten oft reichen die folgenden triviale Abschagen:

()"

Viel bessere Abschatzung ist durch die berih8tiding-Formel” gegeben:

N

n<n"

27 (9) <nl < Vorn (9) gl (1.4)

e

Mit dieser Aschatzung von! kann man die folgende Aschétzung fur Binomialkogenten zeigen
(Ubungsaufgabé) Sei 0< o < 1 und seixn eine ganze Zahl. Dann gilt:

ny _ 1+0(1) on-H(a)
(om> "~ VZra(I-=a)n 2 ’ (1.5)

wobei

H(@) := —(alog, @ + (1 - @) log,(1 - @))

die sogenanntbinare Entropie-Funktionst. 1 Graphisch sieht diese Funktion so aus:

17James StrirlingMethodus Dfferentialis 1730.

18Hinweis: H (@) = log, h(e) mit h(e) = (1 - o)1),

vDer Term ‘©(1)” hier ist eine funktion, die fir wachsendagyegen 0 strebt. Wir werden diese “kleai-Notation in
Abschnit 3.9 genauer betrachten.
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0.8

Ny

0.4

0.2

1.6.3 Prinzip von Inklusion and Exklusion

DasPrinzip von Inklusion und ExKklusiofbekannt auch als d&&ieb von Eratosthengsst ein méch-
tiges kombinatorisches Abzahlprinzip.
Fur zwei beliebige endlichen Mengénund B gilt
|[AUB|=|Al +|B|-]An B|.
Fur drei MengenA, B und C gilt (siehe Abb. 1.12):
[AUBUC|=|AI+|B|+I|C|-|ANnB|-]ANC|-|BNC|+|AnBNC|

Im Allgemeinen wollen wir fim gegebene Teilmengehy,. . ., A, von X die Anzahl|A; U --- U A, |
der Elemente in der Vereinigung bestimmen. Als die ersteréximation kdnnen wir die Summe

[Adl + -+ Al (1.6)

nehmen. Jedoch wird diese Zahl im allgemeinen zu grol3 seemn\&; N A; # 0, dann wird jedes
Element vonA; N A; in (1.6) zweimal gezahlt, einmal if; | und ein zweites Mal inA;|. Wir konnen
die Situation korrigieren, indem wir aus (1.6) die Summe

> IANAL (1.7)
1<i<j<n

subtrahieren. Aber dann wird die Zahl zu klein sein, da j&lement vonA; N A; N A; # 0 drei Mal
in (1.7) gezahlt ist: einmal ipA; N A;|, ein zweites Mal ifA; N A¢|, und ein drittes Mal inA; N Ay |.
Wir probieren noch mal die Situation zu korrigieren, indeindie Summe

> IANANAL

I<i<j<k<n
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A B

Abbildung 1.12: In|A| + |B| + |C| wird jedes Element aua\ (BUC), B\ (AUC) undC\ (AU B)
nur einmal gezahlt, aber jedes Element &us B, B n C und An C wird zweimal gezahlt; deshalb
muss man diese Zahlen abziehen. Aber dann wird jedes EleausAtn B N C zweimal abgezogen
(anstatt einmal); also mussen wir fir jedes solches Elemastt 1 zu addieren.

dazu addieren. Dann wird aber die Zahl wieder zu grof3 sem,dsnoch werden wir naamSchritten
bereits die richtige Zahl finden.

Satz 1.44. (Prinzip von Inklusion and Exklusion, Siebform& SeienAq,..., A, endliche Teilmen-
gen eines gemeinsamen UniversuxhDann gilt:

‘QAi‘ = D A= D IANAL+ D IANANAL+...

1<i<n 1<i<j<n 1I<i<j<k<n

e+ (CD)"HAIN AN N A,

Beweis. (mittels Abz&hlen): Fur eine Indexmenge& {1,...,n} und ein Elemenk € X sei

DI falls x € Mo A
fr(x) = { 0 sonst.

Dann kénnen wir die rechte Summe so umschreiben:

S DA Al = DY 6

1+0 iel I1#0 xeX
=S (x)

Pl BN
= > > f/(x) (doppeltes Zahlen)

xeX I#0

= ) S(x).

xeX

Es reicht deshalb zu zeigen, d&x) = 1 fur jedesx € A; U ... U A,,, undS(x) = 0 fur alle anderen
Elementex gilt. Um das zu zeigen, nehmen wir ein beliebiges (aber $¢ste X.

Fall1: x ¢ Ay U...U A,. Dann sind allef; (x) = 0 und damit ist aucl®s(x) = 0.
Fall 2: x € Ay U...U A,. Dann ist die Mengel := {i : x € A;} nicht leer, undf;(x) # 0 genau
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dann, wenrl € Jundl # 0 gilt. Seim := |J|. Dann gilt

S =Y =Y (—1)"'*1:2(?) (-1

0+1cJ 0+1cJ k=1

oder aquivalent

S = kf; (M)ev =3 (P)ev-(F)

k=0

A -

~
~(1-1y"=0

Also haben wir in diesem Fai(x) = ('5) = 1, wie erwiinscht. O

> Beispiel 1.45 Eine Sekretarin hat Briefe ann verschiedene Empfanger geschrieben und die Ku-
verts adressiert. Nun steckt sie die Briefe blindlings i Kuverts. Wie wahrscheinlich ist es,
dasskeinBrief im richtig adressierten Kuvert steckt?

An der Theatergarderobe gaberHerrn ihre Hiite ab. Nach der Vorstellung gibt die Gardero-
befrau die Hite wahllos und zufallig zuriick. Wie wahrscheimist es, das&ein einzigerHerr
seinen eigenen Hut erhalt?

Mit dem Prinzip von Inklusion and Exklusion l&sst sich zeigdass diese Wahrscheinlichkeit
Uberraschen groR ist: sie liegt sehr nah zu-20.3678...

Das Problem lasst sich wie folgt formalisieren. Die Mengke$ {1,2,3,4,...,n} wird bijektiv
auf sich selbst abgebildet. Wie wahrscheinlich ist eineuiigtfreie Permutation von [n]? Eine
Permutationf : [n] — [n] ist fixpunktfrej wenn f (x) # x fUr alle x € [n].

Behauptung: Die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen vih. . ., n} ist gleich

- /N _ " (-1)
iz:;(—l) (J(n-.)!:n!% T

Die Summey_"" 1—71')_ ist der Anfangsterm der Taylor-Reiftdirr e1. Die Anzahl der fixpunkt-
freien Permutationen stimmt also asymptotischmhjie Gberein.

Beweis. Sei X die Menge allen! Permutationenf : [n] — [n], und seiA, € X die Menge aller
Permutationerf fur die gilt: f (x) = x. Dann ist|A¢| = (n - 1)!, und allgemeiner, ., A| =
(n—[I)!, da die Permutationen if1),., A alle Punktex € | fixieren mussen, und den Rest
permutieren missen. Eine Permutation ist also fixpunkgfesiau dann, wenn sie keinerder
MengenAy,.. ., A, liegt. Nach dem Prinzip von Inklusion and Exklusion gilt:

IX\(ALU. UA)I= Y DI in-py = Z(—l)"(?) (n—i)!
i=0

I1c{l...,n}

20Mehr Gber Taylorenwicklung von Funktionen kann man in AlpstttB8.7 finden.
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Eine direkte (aber oft sehr nitzliche) Folgerung aus demzRrivon Inklusion and Exklusion ist die
folgende Abschéatzung.

Korollar 1.46. (Boole-Ungleichungen) SeienAy,. . ., A, endliche Teilmengen. Dann gilt:

S oal- Y |AimAj|<(LjJAi(< S Al

I<ign IKi<j<n 1<ign

1.7 Aufgaben

1.1. Vereinfache folgenden Ausdriicke durch Betrachten einesgeiediagrams:

(@ AU (A\B), (b)An (A\B), (c)A\(AUB), (d)BU(A\B), (e)A\(B\A),

(f) A\ (A\ B).

1. 2. Zeichne Mengendiagramme fiir folgenden MengenA&)B, (b) AU B, () AN B, (d) AU B.

1. 3. Stelle fest, welche der folgenden RelatioriRauf der Menge der Menschen reflexiv, symmetrisch, anti-
symmetrisch, asymmetrisch oder transitiv sind, wolaeb) € R genau dann, wenn

aist groBer ald

a undb wurden am selben Tag geboren

a hat denselben Vornamen whe

P w DN PR

a undb haben eine gemeinsame Grol3mutter.

Stelle fest, ob die folgenden RelationBrauf der Menge der ganzen Zahlen reflexiv, symmetrisch,yantige-
trisch, asymmetrisch oder transitiv sind, wobejy() € R genau dann, wenn

(@ x#y

(b) xy>1

(c) x=y+loderx=y-1

(d) x =y mod 7 (geteilt durch 7 ergeben beide Zahlen den selben Rest)

(e) x st ein Vielfaches vory

(f) xundy sind beide negativ oder beide nicht-negativ

(@) x=y?

(h) x> y?

1.4. Seienf : A— Bundg : B — C Abbildungen. Man zeige

(&) Sindf undg injektiv, so auchf o g.
(b) Sindf undg surjektiv, so aucH o g.
(b) Sindf undg bijektiv, so auchf o g.

1.5. Fir zwei ganzen Zahler und y schreibt marx|y genau dann, wenr die Zahly ohne Rest teilt, d.h.
wenn es eire € Z mit y = x - z gibt. SeienR und S die folgenden beiden Relationen Glzer

R={(xy) €Z?: x|y} und S={(y.2) €Z?: 2|(y+2)}.
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Zeige, dass dann
Ro S={(x,2) € Z? : xistungerade odexist gerade

1.6. SeiAceine beliebige Menge, und sei®und S Relationen UbeA. Zeige, dass dann:

(RoS)t=stoRr?.

1.7. SeienR und S zwei Aquivalenzrelationen iibek. Zeige, das® o S genau dann eine Aquivalenzrelation
UberAist, wennRo S= So Rgilt.

1.8. Interessanterweise sind die Eigenschaften injektivegtiyj und bijektiv bei Abbildungen endlicher Men-
gen aus kombinatorischen Griinden gleichwertig./Seine endliche Menge unfi: A — A eine Abbildung.
Zeige, dass die folgenden Aussagen aquivalent sind:

(1) fistsurjektiv.
(2) fistinjektiv.
(3) f ist bijektiv.

Hinweis [Al =Y, .4 T 1(@)l.

1.9.Sei&E(N) = {X : X ¢ N, Xendlich die Menge aller endlichen Teilmengen vdh Wir definieren
f:E— Ndurchf(0) =0undf(X) =" . 2" fur0 # X € E. Zeige, dasd eine Bijektion von&(N) auf
N ist. Hinweis Warum ist die Binardarstellung einer natirlichen Zahteiatig?

1.10. Zeige, dass dar-dimensionale WirfeQ,, bipartit ist. Hinweis SeiU die Menge aller Strings, die eine
ungerade Anzahl von Einsen haben.

1.11. Von den folgenden drei Aussagen ist genau eine richtig:

(a) Fritz hat Uber tausend Blicher.
(b) Fritz hat weniger als tausend Biicher.
(c) Fritz hat mindestens ein Buch.

Wieviele Bicher hat Fritz?

1.12. Auf einem Bauernhof in der Nahe von Frankfurt gibt es sowafrdflige als auch nicht gefraige
Schweine. Es ist bekannt, dass jedes alte Schwein gefisiRigd dass jedes gesunde Schwein gefrafdig ist.

Welche der nachstehenden Folgerungen sind dann zulassig?

(a) Es gibt sowohl alte als auch junge Schweine auf dem Hof.
(b) Es gibt junge Schweine auf dem Hof.

(c) Alle nicht gefraBigen Schweine sind jung.

(d) Einige junge Schweine sind krank.

(e) Alle junge Schweine sind krank.

1.13.
(a) Giltdie AussageAC B = ANnB=A?
(b) Beweise AN B = A\ (A\ B).

(c) Das kartesische Produktx A einer MengeA mit sich selbst lasst sich formal auch mit Hilfe der Potenz-
mengefP (A) definieren. Seiem, b Elemente vorA. Dann soll das geordnete Paar; If) definiert sein als
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die Teilmenge vorP (A), die genau die Mengefa} und{a, b} enthalt, also kurz geschrieben:
(ab) = {{a).a.b}}

Seiena,b,c,d € A. Zeige, dass folgende Aquivalenz gilt:

(a,b)=(c,d) < a=cundb=d

1.14. Furf : A— Bundg : B — Aseidie Kompositiong o f)(x) = g(f(x)) die identische Abbildung, d.h.
(g o f)(x) = xfurallex € A Zeige, dass danh injektiv undg surjektiv sind. Gebe ein Beipiel an, in dein
nicht surjektiv undg nicht injektiv ist.

1.15. Wir betrachten die Abbildung : A — B. SeienU,V C B. Zeige: Es gilt

f1(B\U) = A\ f1(U)
und
fLUNnV) = f1U) n V).
Hinweis Um die Gleichheit zweier Mengexi undY zu beweisen, muss man folgendes zeigen: Fur jedeX
gilt x € Y undflr jedesy € Y gilt y € X.
1.16. Wir betrachten die Abbildung : X — Y. SeienA,B € X bzw.U,V C Y.

(a) Zeige: Esistf (An B) c (f(A) n f(B)). Gilt die umgekehrte Richtung?
(b) Zeige: Es giltf1(f(A)) 2 Aund f(f~1(U)) 2 U. Zeige, dass i.A. keine Gleichheit gilt.

1.17.

(a) Zeige die logische Aquivalenz vohe B und (AA B) vV (-=A A =B).
(b) Zeige, dass die folgenden Formelpaaiaht Aquivalent sind:

(VX P(X)) vV (Yx:Q(xX)) mit Vx:P(x)VQ(x)
@x:PX) A (Ax:Q(x)) mit IAx: P(x) A Q(X)

Hinweis Um zu zeigen, dass zwei Formelpa@end B nicht &quivalent sind, reicht es ein Gegenbeispiel
anzugeben. D.h. es reicht ein Universivrund die Pradikat®(x) undQ(x) auf M anzugeben, fir die die
AquivalenzA < B nicht gilt.

1.18. Gebe einen Widerspruchs-Beweis fir die folgende AussagEiarjede nattrliche Zahlund fur jede
natirliche Zahh gilt:

Wennt > 2 undt ein Teiler vonn ist, dann ist kein Teiler vonn + 1.

1.19. Eine Schnecke kriecht tagsiiber an einer Mauer nach obeschtwtber nachts um die Halfte der erreich-

ten H6che wieder nach unten. Bezeichnen wirlitlie amn-ten Abend erreichte Hoche, sofst, 1 = %hn+1.

Zeige, dass
1
hn = 2 - W
furallen=1,2,... gilt.
1.20.Zeige, dass eine Menge vanElementen 2 Teilmengen besitzt.Hinweis Induktion Gbern. Fir ein

festes Elemera und jede Teilmeng& entwedeia € Sodera ¢ Sqgilt.

1.21.Zeige, dass die SummerI3+5+ ... + (2n— 1) der erstem ungeraden natiirlichen Zahlen gleichist.
Hinweis Induktion.

1.22.Beweise die folgenden Aussagen durch Induktion:
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1. Firjede natiirliche Zamlist sindn® + 2n undn® — n durch 3 teilbar.
2. Fur jede natiirliche Zam gilt 37 k3 = 201

3. Fur jede natirliche Zatml > 1 gilt > _; % > 2(vVn+1-1). Hinweis Nach Anwendung der Indukti-

onsvoraussetzung reduziert sich das Problem auf eine Idhgheg, deren Gultigkeit man durch Quadrieren
nachweisen kann.

4. Fir jede natirliche Za gilt: Z 2t —on+l _q.
i=0
5. Die Folge der so genanntBarmonischen Zahlen #H,, Hs, . . . ist definiert durch

1 1 1
Hn—1+§+§+...+ﬁ.
Zeige, dass fur jede natlrliche Zahlegilt:
n
H2n, 2 1 + E

6. Fur alle naturlichen Zahlemk > 1 gilt: 1 + k/n < (1 + 1/n)*.

1.23. Ein Polygonist eine geschlossene zusammenhangende Folge von Streckesi keine zwei Strecken
auf einer Gerade liegen. Ein Polygon wiethfachgenannt, wenn sich keine Strecken schneiden. Dié-Tre
punkte der Strecken hei3&tken Ein einfaches Polygon mit Ecken wird auch als ein-Eck genannt. D.h.

ein einfaches Polygon ist ein von einem geschlossenenngibhschneidenden, Streckenzug begrenztes, ebe-
nes geometrisches Objekt. EiBgagonaleist eine Strecke, die zwei nicht benachbarte Ecken verhirde
einfaches Polygois heiRtkonvex wenn fiir alle nicht benachbarte Eckarb € S gilt, dass alle Punkte der
Diagonale zwischea undb ebenfalls inSliegen.

Zeige folgendes: Die Zahl der Diagonalerj@lemebenenkonvexen fEck mitn > 3 ist gleich

Hinweis Induktion Gber die Anzahl der Ecken kdnnte hilfreich sein.

1.24. Wir betrachten das folgende Maximierungsproblem. Gegedireth eine endliche Mengé und eine
Abbildung f : A— A. Das Ziel ist, eine gro3tmogliche Teilmen§e& A zu finden, so dass die Einschréankung
fs von f auf Seine Bijektion ist, d.h. es muss folgendes gelten:

@ f(9cs
(b) furallex € Sgibt es genau eip € Smit f(x) = y.

Zeige, wie man dieses Problem mit Hilfe der Induktigfizéent l6sen kannHinweis Reduziere das Problem
fur MengenA mit n Elementen auf dasselbe Problem fir Mengenmmitl Elementen. Daflr enferne asin
Elementxo mit f=2(xo) = 0, falls es ein solches Element gibt. Was passiert, wenn esskéches Elementy
gibt?

1.25. (Das “Beruhmtheits-Problem”)In einer Party nehmenPersonen teil. EinBerimtheitst eine Person

X, die keine andere der—1 Teilnehmer kennt, aber die allen anderen Personen beisarsie kommen in eine
solche Party und wollen wissen, ob es eine Beriihmtheit gitit falls ja, diese Berihmtheit auch herausfinden.
Sie kdnnen nur die Fragen stellen, ob eine Person eine aRdesen kennt oder nicht. Insgesamt gibt es also
n(n - 1)/2 mogliche Fragen.

Zeige, wie man dieses Problem mit nun3(1) Fragen lésen kanrHinweis Benutze Induktion, d.h. reduziere
das Problem fiin Personen auf ein Problem flir weniger Personen.

1.26. Ein Geradenarrangement in allgemeiner La@ngl. lines in general position) ist ein Arrangement aus
endlich vielen, paarweise nicht parallelen Geraden in deni, von denen keine drei einen Punkt gemeinsam
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haben. Dabei habe eine Gerade kein Ende und keinen Anfamgolehes Arrangement unterteilt die Ebene in
verschiedene Flachen.

Zeige: Jedes Geradenarrangement in allgemeiner Lage mitestens 3 Geraden besitzt stets ein Dreieck als
Flache.
1.27. Zeige mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes, dass

(@) der Wert (- V5)" + (1+ V5)" fiir jedesn € N ganzzahlig ist.
(b) der Wert (V2 + V3)" + (V2 - V3)" fiir jedesgerade ne N ganzzahlig ist.

1.28. Wie viele Moglichkeiten gibt ek Kugelninn (n > k) Kisten zu verteilen, so dass keine Kiste mehr als
eine Kugel enhalt?

. n nN\n-k .
1.29. Zeige, dass<k+ 1) = <k> Kol gilt.

1. 30. Zeige, dass fir jeddsdas Produkt voik aufeinanderfolgenden natirlichen Zahlen duktteilbar ist.
Hinweis Betrachte(" ).

1.31. Zeige die folgende Rekursionsgleichung:

(0 -1 (73

Hinweis Benutze das Prinzip der doppelten Abzahlungkm(uZ) =n- (;{’:i) zu zeigen. Daflr zahle, wie viele
Paare , M) es gibt, wobeM einek-elementige Teilmenge vad,. . .,n} ist undx € M.

1.32. Seien 0< | < k < n. Zeige, dass

() ()= ()=

Hinweis Benutze das Prinzip der doppelten Abzéhlung, um die Analidnl Paare I(, K) von Teilmengen aus
{1,....,nfmitL € K, |[L| =l und|K| = k zu bestimmen.

1.33.Beweise die Gleichundr"; (*)* = (¥). Hinweis ()* = (") (,".). Zeige, dass es genadl, (") (,".)

Mdoglichkeiten gibt,n-elementige Teilmenge ay4,2,...,2n} auszuwahlen. Alternativ: Wende den binomi-
schen Lehrsatz auf(+ x)?" an.

1. 34. Berechne die AnzalW(n, k) derktrzesteWege im 2-dimensionalen Gitter vom Purkt (0,0) zum
PunktB = (n,k). Hinweis Jeden Weg kann man als eine Folge der Buchstabgir “hoch”) und r (fir
“rechts”) beschreiben.

B=(13,7)

A= (0,0) 13 X

Abbildung 1.13: Ein kirzester Weg vodhnachB

n
1. 35. Gebe eine geschlossene Form fur die Sunﬁe(?) 2" an.
i=0
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1. 36. SeiK das durchschnittliche Kapital (in Euro) eines deutchergBis. Betrachte eine Person als “reich”,
falls sie mindesten&/2 Euro besitzt. Zeige, dass die reichen Personen mindediertdalfte aller Gelder
haben.

1. 37. Ein Affe wurde erfolgreich darauf dressiert, Klétzchen aus eimaelyohne Zuriicklegen) zu ziehen und
sie in einer Reihe von links nach rechts aufzustellen.

In die Urne wurden nun sechs Kldtzchen gelegt, wovon drederit Buchstaben A, zwei mit dem Buchstaben
N und eins mit dem Buchstaben B markiert wurden.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit daftir, dass die voffeA aufgestellte Reihe die Buchstabenfolge ,BANA-
NA" ergibt?
Hinweis: Der Afe kann nicht lesen. Da derfi& die Kldtzchen rein zuféllig zieht, ist die Wahrscheinkeft

gleich:
Anzahl der guinstigen Versuche

Anzahl aller Versuche

1. 38. Wir haben eine Meng& der zu erledigenden Jobs, die wir aufProzessoren beliebig verteileX: =
X1 UXaU. ..U X, wobeiX; die Menge der dem Prozessa@ugewiesenen Jobs ist. Sei

m
> Il
i=1

die durchschnittliche Belastung eines Prozessors. Wersadpss ein Prozesddelastetist, falls | X;| > L/2
gilt. Zeige, dass (egal wie wir die Jobs verteilen!) mindastdie Halfte aller Jobs von belasteten Prozessoren
ausgefuhrt wird.

L=

Slr

1.39. Zeige, dass in jedem endlichen ungerichteten Graphen wstigite zwei Knoten denselben Grad haben
missen.Hinweis Taubenschlagprinzip.

1.40. SeiSc {1,2,...,2n} mit |§| = n+ 1. Zeige:

(a) Esgibt zwei Zahlea,bin S, so dasd = a + 1. Hinweis Betrachte die Taubenlocheri(+ 1).

(b) Es gibt zwei Zahlem,bin S, so das& + b = 2n + 1. Hinweis Betrachte die TaubenlécherZn —i + 1),
i=212,...,n+1.

(c) Es gibt zwei Zahlem # bin S, so dass ein Teiler vonb ist. Hinweis Jede Zahk € {1,2,...,2n} lasst
sich als Produkx = k(x)-2¢ eindeutig darstellen, wob&(x) eine ungerade Zahl zwischen 1 und-21 ist.
Betrachte nun die Zahlexn e Sals Tauben und nimm die Taubenldches,b,. ..,2n — 1. Setze die Taube
x ins Taubenlockk(x). Zeige, dass dann mindestens ein Taubenloch zwei Tauladref@x < y enthalten
muss.

1.41. Ein Matchingist eine Menge paarweise disjunkter Kanten. &iarnist ein Menge von Kanten, die einen
Knoten gemeinsam haben. Zeige: Jeder ungerichtete Grag@fkni 1)2 + 1 Kanten enthalt ein Matching oder
einen Stern mik Kanten.

1.42. Ein vollstéandiger binarer Baurist ein binarer Baum bei dem alle Blatter die gleiche Tiefedra Gten-
bar sind vollstandige binare Baume besonders kompakt ¢geBaéume.
Zeige: jeder vollstandiger binarer Baum der Tidfbesitzt insgesamt®2® — 1 Knoten.
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Algebra und Elementare Zahlentheorie
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In der Algebra geht es um Rechnen mit Zahlen und Veralgemeigen von Zahlen. Wir wissen
aus der Schule, wie man in manchemendlichenMengen, wieN,Q oder R, rechnen kann. Jeder
(klassischer) Computer kann aber nur in eieedlichenMenge der Zahlen

Z,=10,1,...,n-1}

rechnen, woben durch den Speicherkapazitat beschrankt ist. Wie kann ermeimer solchen Men-
ge vernlnftig addierigaubtrahieren oder multiplizier@tividieren? Die Antwort ist einfach: Rechne
zyklisch Im taglichen Leben rechnen wir standig “zyklisch”, besergddfensichtlich in der Zeitrech-
nung. Addierien und subtrahieren kann man hier sehr eintaslst 9 Uhr. Wie spat ist es 5 Stunden
spater? Wie spat war es vor 3 Stunden? Die Frage also istolliman zyklisch multiplizieren und
dividieren? Dies ist die wichtigste Frage der sogenanmedularen Arithmetikund wir werden in
diesem Kapitel diese Frage beantworten.
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2.1 Division mit Rest

In diesem Abschnitt betrachten wir nur die ganze Zahlen.

Sinda € Z undn € N, so kann mam durchn teilen (durch mehrfaches Abziehen vorausa) bis
ein Rest 0< r < n bleibt. Diesen Rest bezeichnet man mit

amodn
und nennt defRest von a modulo..h!
amodn=a-n- FJ
n
Die Zahln heil3tTeiler von a, in Zeichenm | a, wenn es eim € Z mit a = gn gibt. D.h.

njia — dg: a=qn — amodn = 0.

Lemma 2.1. Teilbarkeits-Regeln:
1. Ausa| bfolgt a | bcfir alle c.

2. Ausa | bundb| cfolgt a | c (Transitivitat).
3. Ausa | bunda| cfolgt a| sb+ tbfir alle sundt.
4. Istc#0,sogilta| b < ac]| bc.

Beweis. Wir beweisen nur (2) (alle andere Behauptungen kann mamguzaigen). Aus | b und
b | c folgt b = saundc = tb fir bestimmtes undt. Darausc = tb = t(sa) = (ts)a und damit auch
a | c folgt. m|

Zwei ganze Zahlem und b, die den gleichen Rest bezlglichhaben, werdekongruent modulo n
genannt. Man schreibe
a=bmodn.

@ In modularer Arithmetik muss man klar zwischen Bezeichmimta = b modn” und “a =

b modn” unterscheiden. Die erste Bezeichnung sagt, dass die Restedn und b modn
gleich sind, wéhrend die zweite sagt, dasker Rest vorb modulon ist (und damit auch zwangsweise
0 < a< n-1gelten muss):

a=bmodn <« geteilt durchn, beidea undb denselben Rest besitzen
a=bmodn <<= aistder Rest vora geteilt durchn

Die folgende Eigenschaft der Kongruenzen werden werderofviiohne das explizit zu erwéhnen)
benutzen.

Lemma 2.2. Fira,b € Z gilt genau danra = b modn, wennn | (a — b).

1Zur Erinnerungi x] ist die gréRte ganze Zahl, die nicht groBeralst. Soist z.B|3/2] = 1 und|[-3/2] = -2.
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2.1. DIVISION MIT REST 59

Beweis.Wir schreibena = qun + ry undb = gpn+ ro, mit 0 < rq,r, < n. Das Lemma sagt nun:
ri=r, < nj (1 —g)m+ (ry —ry) Die Richtung= ist vollig klar. Die andere Richtung= gilt,
weil [ry —ra| < nqilt. O

Lemma 2.3. Seienx = y modn unda = b modn. Dann gilt:

X+a=y+hbmodn.
X—a=y-bmodn.
xa = yb modn.

& W e

x4 = y¢ modn.

Beweis. Ubungsaufgabe. ]

Man fasst alle ganzen Zahlen, die bei Divison dunaldenselben Rest haben, d.h. die paarweise
kongruent modulan sind, zu einer sogenannt&estklasseusammen.

Istm> 0, so heildt fir all@a € Z
[@,, :={n€eZ: n=amodm}
die Restklass@on a modulom. Die Menge aller Restklassen bezeichnet man mit

]2y = {8l - a€Z}.

Zum Beispiel fiurm = 5 bildet jede der flnf Zeilen eine Restklasse modulo 5:

10 -5[0]5 10 15 20 ---
9 -4[1[6 11 16 21 ---
8 -3|2|7 12 17 22 -
7 -2[3[8 13 18 23 --
6 -1|4|9 14 19 24 --

Jede Restklassa]|,, enthalt genau eine Zahle {0,1,...,m— 1} mit [r],, = [a],, und diese Zahl
nennt man demReprasentantedieser Klasse. Die Menge dieser Reprasentanten bezeictameinit
L, d.h.

Zm =1{0,1,...,m-1}.

In Z,, kann man genauso wie ifiaddieren und multiplizieren:

a+b := (a+b)modm
a-b (a-b) modm

D.h.

a+binz,
a-binz,

Rest vona + b geteilt durchmin Z
Rest vona - b geteilt durchmin Z
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Die zwei anderen Operationen—diefl2renz und die Division—sind in allen algebraischen Struktu
ren durch die Addition und die Multiplikation definiert:

X—a := X+ y wobeiydie Lésung vory + a = 0 ist
x/a

X -z wobeiz die L6ésung vorz - a = 1 ist.

Die Zahleny und z nennt man dann entsprechend daglitive und multiplikative Inversen vora und
sind durchy = —a und z = a~* bezeichnet. In der StruktufZ(,, +,-) miissen also diese Inversen die
folgenden Gleichungen erfiillen:

0 modm
1 modm.

a+ (-a)
a-at

Die MengeZ,,, kann man als einen Kreis vorstellen. Dann sind die Ope-
rationena + b unda - b besonders einfach auszufuhren. Will nean b

3 1 (bzw. a — b) berechnen, so startet man im Puakiind lauft den Kreis
b Schritte vorwarts (bzw. rickwarts). So bekommt man z.B.4ndass

1+3=0und1-3=2qilt.
2

Aber vorsichtig: Dividieren irnZ,, kann man ohne weiteres nicht! Fir die Division muss folgende
gelten:
x/a=b < x=abh

D.h. x/a bezeichnet dieinzigd!) Zahl b, fur die die Gleichheitx = ab gilt. Insbesondare muss
0/a = 0 fur allea # 0 gelten. Diese Eigenschaft ist bereitZipverletzt: Hier gilt 0= 2- 2 und damit
auch 02 =2+ 0.

Um durcha € Z,, dividieren zu kénnen, muss algf, die multiplikative Inverse enthalten, d.h. es
muss eine Zahk = a1 € {1,2,...,m— 1} mit der Eigenschafax = 1 modm geben. Dann ist die
Division x/a von x durcha modulom nichts anderes als dMultiplikation von x mit a=%. D.h.

x/a = xa*t

Deshalb kann man ii,, nur durch solche Zahlea € Z,, \ {0} dividieren, die eine multiplikative
Inversea~! modulom besitzen.

> Beispiel 2.4 Wir betrachten die Strukturer¥(,,+,-) fur m = 2,3,4,5, wobei die Operationes
und- modulom definiert sind.

1. Z,=1{0,1}
+]0 1] -0 1
0(0 1 0|0 O
1|11 0 1/0 1
1 hat die Inverse= division mdglich!
2. Z3=1{0,1,2}
+/0 1 2 <10 1 2
0(0 1 2 0|0 0O
111 2 0 1/0 1 2
212 0 1 2/0 21

1 und 2 sind die Inversen von sich selbst division moglich!
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3. Z4=1{0,1,2,3}

+/0 1 2 3 01 2 3
001 2 3 0/|0 0 0 O
1{1 2 3 0 110 1 2 3
212 3 01 2|0 2 0 2
313 01 2 3]0 3 21

a = 2 hatkeinelnversea™* = Division durch 2 unmdglich!
4. Zs=1{0,1,2,3 4}

+/0 1 2 3 4 -0 1 2 3 4
0/0 1 2 3 4 0/j0 0 0 OO
111 2 3 40 110 1 2 3 4
22 3 401 2|0 2 41 3
3(]3 4 01 2 3|0 314 2
414 01 2 3 4/0 4 3 21

Alle a € Zs haben Inversen= division moglich! Was ist z.B. die multiplikative Inversew
27? Antwort: Wenn wir die Zeile zu 2 in der Multiplikationstalle anschauen, finden wir eine
1in der Spalte zu 3. Also ist-Z3 = 1 mod 5 und damit ist 3 die multiplikative Inverse von 2
modulo 5. So ist

Division durch 2 = Multiplikation mit 3
Division durch 3 Multiplikation mit 2
Division durch 4 Multiplikation mit 4

5. Seia = 8undm = 15. Dannist 2 = 16 = 1 mod 15. Also istx = 2 eine multiplikative
Inverse von 8 modulon.

6. Seia = 12 undm = 15. Dann ist die Folgeax modm : x = 0,1,2,...) periodisch und
nimmt die Werte au$0,12 9,6, 3} (nachrechnen!). Also hat die Zahl 12 keine multiplikative
Inverse modulo 15.

Eine naturliche Frage deshalb ist
Durch welche Zahlema € Z,,, kann man dividieren?
Oder aquivalent

Welche Zahlera € Z,, besitzen ihre multiplikative Inversear®?

Diese Fragen haben eine sehr elegante Antwort. Zwei Zahlgrd b heil3enteilerfremd(oderrelativ
prim), falls sie keinen gemeinsamen Teiler (auf3er 1) habenaddx | aundx | b folgt x = 1.

Satz 2.5. (Existenz von multiplikativen Inversen)
a € Z,, hat die multiplikative Inversa™? < a undm teilerfremd sind.
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Damit haben genau die Zahlen aus

Z,, ={a€Zy: a#0undggTh m) =1}
ihre multiplikative Inversen. D.h. wir kdnnen jede ZahlZy, durch jede der Zahlen aus,, dividie-
ren.

Um Satz 2.5 zu beweisen, brauchen wir das Konzept des “grd@f&imeinsammen Teilers”.
Dergréf3ter gemeinsamer Teileon a undb ist definiert als

ggT(a,b) = maxd : dteilt aundb};
manchmal ist diese Zahl migT (a,b) bezeichnet. Die Zahlea und b sind alsoteilerfremd (oder
relativ prim), falls ggT@,b) = 1 gilt.

Linearkombinationewon zwei Zahlera,b € Z sind alle Zahlen von der Foriax + by mit X,y € Z.
Eine Linearkombinatiorax + by ist positiy, falls ax + by > 1 gilt.

Satz 2.6.9gT (a, b) = die kleinste positive Linearkombination vanund b.

Beweis.Seid = ggT(a,b) und sett die kleinsteZahP in der Menge
A={ax+by: x,yeZ}nN,.

Ausd|aundd|b folgt d|t. Wir wollen zeigen, dass autha undt|b gilt, woraust | d und damit auch
t = d folgt.

Umt|a zu zeigen, schreiben wa = qt+r mitq € Z und 0< r < t, worausr = a — qt folgt. Wir
wissen, dassdie Formax + by mit x,y € Z hat. Delshalb ist die Zahl

r = a—-qt=a-q(ax+by) =a(l-gx) +b(-qy)

auch eine nicht negative (demn> 0) Linearkombination vora undb. Da 0 < r < t undt als die
kleinstepositive Linearkombination voa und b gewahlt war, ist das nur dann mdéglich, wene 0

gilt.
Die Teilbarkeit vonb durcht folgt mit dem selben Argument. ]

Satz 2.6 liefert uns die folgenden wichtigsten Eigensemaftes gréf3ten gemeinsammen Teilers.

Lemma 2.7. Fir alle ganze Zahlea,b € Z undn > 1 gilt: ggT(an,bn) = n- ggT (a,b).

Beweis.Nach Satz 2.6 gilt:

minfanx+bny : x,y € Z} (Minimum in N,)
n-min{fax+by : x,y € Z} (Minimum in N,)
n-ggT(ab).

ggT(an, bn)

2Beachte, dasé nicht leer ist.
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Der folgende Fakt gibt uns eine der wichtigsten Eigenschdées teilerfremden Zahlen.

Lemma 2.8. Ausm | abund ggT @, m) = 1 folgt: m | b.

Beweis.Nach dem Satz 2.6 kbnnen wir ggh(a) als Linearkombination & ggT(m,a) = mx+ ay
darstellen. Dann gilt auch = bmx+ bay. Dam beide Summandelbmxund bay teilt, mussm auch
ihre Summeb teilen. ]

Firae Z,, sei
aZ,, ={axmodm: x=0,12,....m-1} C Z,,

die Menge allerverschiedenerzahlen Qa,2a,...,(m - 1)a modulo m. Im Allgemeinen kann es
passieren, dasax = ay modm fir einige Zahlenx # y € Z,, gilt (z.B.2-1 = 2- 3 mod 4);
dann istaZ,, eine echteTeilmenge vonZ,,. Ist abera relativ prim zum, dann sagt der folgender
Satz, dassZ,, = Z,, gelten muss, d.h. in diesem Fall musg,, einfach eine Permutation von
Zm =1{0,1,...,m} sein.

Satz 2.9.Ist ggT (@ m) = 1, so gilt
&y = Lo -

Insbesondare hat dann die Gleichung= b mod m genau eine Lésung i#,,, .

Beweis.Um die Behauptung zu verifizieren, nehmen wir an, dass eswvschiedene Zahlen §
X #y < m-1 mitax = ay modm gibt. Dann muss auchx — ay = a(x — y) durchm teilbar sein,
d.h. es muss eig € Z mit (x — y)a = gmgeben. Da abea und m relativ prim sind, musx — y
durchmteilbar sein (Lemma 2.8). Das ist aber unmdoglich, da beiddefex und y nicht negativ und
kleiner alsm sind. Ein Widerspruch.

Nun betrachten wir die (modulare) Gleichuag = b modm. Da der Rest = b modm n Z,, liegt
undZ,, = aZ,, gilt, muss es ein einzigese Z,, mit xamodm = r geben. m|

Damit haben wir eine Richung des Satzes 2.5 bewiesen: Istaggi) = 1, so hat die Gleichung
ax = 1modm genau eine Losung € Z,,, und diese LOsung ist genau die multiplikative Inverse
x = a~! von a modulom. Die andere Richtung des Satzes 2354 Z,, hat keine multiplikative
Inverse inZ,,, wenn ggT &, m) # 1) folgt unmittelbar aus dem folgenden Fakt.

Lemma 2.10.
Ax € Z,, : ax=bmodm <= ggT(@m)]|b.

Beweis.(=) Seid = ggT(a,m). Hatax = b modm eine L6sungx, so muss (nach Lemma 2.2) die
Zahl m (und damit auch die Zahd) die Differenzax — b teilen. Da aber durchd teilbar ist, muss
auchb durchd telbar sein.

(&) Wennd | b, dann sinda, b und m durchd teilbar und wir kbnnen die Gleichungx = % mod %
betrachten. D&; und 77 teilerfremd sein sindd = ggT (a, m) ist dergroftergemeinsammer Teiler
von a und m), hat diese Gleichung nach Lemma 2.9 eine Loskng Z,,. Dam | (ax — b) genau
dann, wenrg;x — 2 durch teilbar ist, ist muss auch die Lésung voax = b mod m sein. m
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In Z kann man die Gleichung - ¢ = b - ¢ mit ¢ # 0 duchc kirzen:
X-A=y-A = X=y (falls a # 0).

g% In Z,, kann man dies ohne weiteraiht tun:

2-B8=4 Bmod6 = 2=4mod6 « das ist falsch!

Nichtdestotrotz, kann man auch die modulare Gleichxing = y - a modm durcha kiirzen, fallsa
und mteilerfremd sind.

Lemma 2.11. (Kirzungsregel) Ist ggT(@,m) = 1, so kann man die beiden Seiten der Gleich{ing
ax = ay modmdurcha kirzen:

ax=aymodm = Xx=ymodm.

Beweis.Daax = ay modm, istax—ay = (X— y)adurchmteilbar. Da aber ggTa, m) = 1 gilt, muss
dann (laut Lemma 2.8} — y durchmteilbar sein, d.h. muss = y modm gelten. O

2.2 Euklidischer Algorithmus

Wie kann man den gré3ter gemeinsamer Teiler ggb) berechnet, ohne zuvor miihsam aller Teiler
von a und b zu bestimmen? Daflr gibt es ein gutes altes Verfahren —Edéfidischer Algorith-
mus Die Idee des Euklidischen Algorithmus ist es, aus zwei &aldlen grofiten gemeinsamen Teiler
schrittweise herauszudividieren.

Der Algorithmus bassiert sich auf den folgenden zwei eindacBeobachtungen:

1. Whenbla, dann ggTé,b) = b.
2. Whena = bt + r, dann ggTé,b) = ggT(b,r):

Beweis Jeder gemeinsammer Teiler varundb muss auch = a— bt teilen, woraus ggTd, b) <
ggT(b,r) folgt. Die andere Richtung ggb(r) < ggT(a,b) ist auch richtig, da jeder Teiler vam
undr muss aucta = bt +r teilen.

Euklid aus Alexandria, ca. 325 - 265 J. vor Christus:
Euklid(a,b) (brauchta > b > 0)
lfb=0
gib a aus
else
gib Euklid(b, a modb) aus
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> Beispiel 2.12 Berechne ggT(34824):

Euklid(348124) = 346=2-124+100
Euklid(124100) = 124=1-100+ 24
Euklid(10024) = 100=4-24+4
Euklid(244) = 24=6-4+0
Euklid(4,0) = gib 4 als ggT(348124) aus

Wir wissen bereits (Satz 2.5), dass marZjj durch alle Zahlera € Z,,, a # 0 dividieren kann, die

relativ prim zum sind. Dazu miissen wir aber die multiplikativen Inverseh modm auch finden

kénnen. Und das kann man mit Hilfe von Euklidischem Algaritrs tun. Der Algorithmus liefert uns
nahmlich die Losung fiax + my = ggT(a, m) = 1, was quivalent zax = 1 modmist.

> Beispiel 2.13 Finde die multiplikative Inverse von 17 modulo 64. Zuersinaen wir den Euklidi-
schen Algorithmus, um ggT(184) zu bestimmen:

@) 64 =3-17+13 — rp,=13
(b) 17 =1-13+4 —> r3=4
(c) 13 =3-4+1 —> r4=1

4 =4.1+40 —> r5=0

Nun rechnen wir rickwarts:

(b)

1©13_3.4 13-3-(17-1-13)=4-13-3-17

=" 4.(64-3-17)-3-17

4 -64-15- 17

~ ~~ \/\b/

X a y

= 4.64+ (-15)-17

49.17 mod 64 (da-15= 49 mod 64)

Also, 49 ist die gesuchte multiplikative Inverse von 17 modi4, d.h. 171 modm = 49 gilt.

2.3 Primzahlen

Eine Primzahlist eine natirliche Zahp > 2, die nur durch 1 und sich selbst teilbar ist.

@ Achtung: 1 ist als&keinePrimzahl!

Satz 2.14. (Euklidischer Hilfsatz) Ist p prim, so gilt:p| ab = p|aoderp | b.

Beweis. Angenommenp teilt a nicht. Dap eine Primzahl ist, muss dann ggl f) = 1 gelten. Dann
muss aber nach Lemma 208 b gelten. ]
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Satz 2.15. (Fundamentalsatz der Arithmetik) Jede natlrliche Zahm > 2 lasst sich bis auf dig
Reihenfolge der Faktoren auf genau einer Weise als ProadwkPvimzahlen schreiben:

n:pl.pz...pk'

@ Achtung: In der Produktzerlegung= p1p2 - - - px kann eine Primzahihehrmalssorkommen!

Beweis. Die Existenz einer solchen Primzahlzerlegung haben weitsin Kapitel 1 mittels Indukti-
on bewiesen (siehe Satz 1.22). Zur Eindeutigkeit: Sind

N=pPP2---Ps =qG2-- -0

zwei Primzahlzerlegungen vam dann teiltp; das Produkt links. Nach Satz 2.14 myssnindestens
einen der Termey; teilen, worausp; = p; folgt. Durch Umnummerierung deg;’s wird p; =
erreicht. Dann bleibp,---p, = - -- g, und durch Wiederholung desselben Schlusses ergibt sich
schlieBlichr = sundp; = g; fur allei nach eventueller Umnummerierung dgs. ]

Mit diesem Satz kénnen wir zum Beispiel eine weitere (nickitatlle!) Eigenschaft der teilerfremden
Zahlen zeigen.

Lemma 2.16. Ausa | mundb | mund ggT@,b) = 1 folgt: ab | m.

Beweis. Fir jede natirliche Zaht > 2 seiP(x) die Menge alleverschiedene®rimzahlen in Prim-
zahldarstellung vox. Aus dem Euklidischen Hilfsatz (Satz 2.14) folgt

xly <= PX <P(),

denn jede Primzahp € P(x) muss (wegerx|y) nach Satz 2.14 mindestens eine PrimzahlR(9
teilen, was nur dann mdglich ist, wemprselbts zuP(y) gehohrt.

Aus a | mfolgt P(a) € P(m), und ausb | m folgt P(b) € P(m). Damit mussP(a) U P(b) C
P(m) gelten. Ausserdem, mugXa) N P(b) = 0 gelten, daa und b teilerfremd sind. Somit gilt auch
P(a-b) ¢ P(m), worausab | mfolgt. . m|

Da Primzahlen den “Skelet” aller Zahlen darstellen, haledis Képfe von Menschen seit Ewigkeit
beschaftigt. Es ist zum Beispiel bekannt, dass es “ungeféhin n Primzahlen in Interval2,3,. . .,n}
gibt. Viele Fragen aber bleiben immer nocfiem. Die bekanntesten davon sind die folgenden zwei
Vermutungen.

Vermutung 2.17. (Goldbach Conjecture) Jede natirliche Za > 4 ist die Summe zweier Prim-
zahlen.

Zum Beispiel, 4= 2+ 2, 6 = 3+ 3, 8 = 3+ 5, usw. Es war bereits gezeigt, dass die Vermutung fur
alle Zahlenn < 10 gilt. In 1939 hat Schnirelman gezeigt, dass jede gerade &ablSumme von
héchstens 300000 Primzahlen ist. Das war nur ein Anfang telveigsen wir bereits, dass jede gerade
Zahl die Summe von 6 Primzahlen ist.
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Vermutung 2.18. (Twin Prime Conjecture) Es gibt unendlich viele Zahlep, so dass beidp und
p + 2 prim sind.

In 1966 hat Chen gezeigt, dass es unendlich viele Primzahtghbt, so dasg + 2 ein Produkt von
hdchstens zwei Primzahlen ist. Also ist diese Vermutungt*fachtig!

2.4 Kleiner Satzt von Fermat

Nun beweisen wir den sogenannten “kleinen Satz” von Férrdat sich als sehr nitzlich — insbeson-
dare in der Kryptographie — erwiesen hat.

Kleiner Satz von Fermat
Ist p eine Primzahl uné € N, dann

a” = amodp

Insbesondere, fallp kein Teiler vona ist, dann

a1 =1 modp

Beweis. (Direkter Beweis) Wenn wir modulp rechnen, so sind nach Satz 2.9 alle Zahlen
a,2a,3a,...,(p—1)a

verschieden und keiner kann gleich 0 sein: Wéare es narklick Oa mod p, so kdnnten wir beide
Seiten kirzen, wak = 0 modp liefern wirde; aber die Zall < p — 1 zu klein daflr ist. Wenn wir
also diese Zahlen modujpnehmen, so bekommen wir genau die Zahlgh 1 .,p — 1 (vielleicht in
einer andreren Reihenfoolge). Deshalb muss auch das Rroduk

a-2a-3a---(p-la=a"?t (p-1)!
modulop dem Produkt
1-2-3---(p-1)=(p-1)!

gleich sein, d.h.
a? 1. (p-1)!'=(p-1)' modp

gelten muss. Dg und (p — 1)! offenbar teilerfremd sind, kdnnen wir (nach Lemma 2.11) diese m
dulare Gleichung durchp(— 1)! kiirzen, was die gewtinschte Kongruefz= a modp liefert. O

Beweis. (Induktiver Beweis) Induktion Ubea. Induktionsbasis = 0 ist trivial.
Induktionsschritta — a + 1. Wir wenden den binomischen Lehrsatz an und erhalten:

p

P I
(a+1)P:Z<Fk)> .ak:Za".mzap+lmodp
k=0

k=0

3Nicht verwecheln das mit dem berihmten “Letzten Satz vomBegr Die Gleichungx + y™ = Z"* fur n > 2 hat keine
nicht trivialle ganzzahlige Lésungen. Dieser Satz war mut994 (nach mehr als 300 Jahren!) von Andrew John Weils
bewiesen worden.
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da in der letzten Summe filr ¢ {0, p} der k-the Term durclp teilbar ist. Da nach der Indultionsvor-
aussetzung” = a mod p, folgt die Behauptung:

(a+1 =a’ +1=a+ 1 modp.

Ist nunp kein Teiler vona, so kann man nach Lemma 2.11 (Kirzungsregel) beide Seitdfotgru-
enza” = amod p durcha dividieren, um die gewiinschte Kongruesiz* = 1 modp zu erhalten. o

@ Ist p prim, so kann man die multiplikative Inversen? in Z,, sehr leicht berechnen: Nimm
einfach

Nun so weit so gut ... aber wie soll man denn die Poter&&mimodulo n schnell berechnen? Ein
trivialler Algorithmusa™ = a - a---a braucht fastm Multiplikationen. Es gibt aber viel schneller
Algorthmus, der nutogarithmischviele (anstatt sattem) Multiplikationen braucht. um die Potenzen
a™ modn auszurechen.

Potenzierungs-Algorithmus: Zuerst bestimme die 0-1 Bitsq, €1,...,€,) mitr < log,(m+ 1) in
der Binardarstellung vom, d.h.m = >""_, ¢;2". Dieser Schritt ist einfach:

.| 0 fallsmgerade
€0-=1 1 sonst

Danach ersetzen durch [ % | und bestimme das néchste Bit

. J 0 fallsmgerade
€171 1 sonst

usw. Nachr < log,(m+ 1) Schritten sind wir fertig. Nun ist
am — aZi:el:lzi - H azl
;=1
Also reicht uns nur die + 1 Zahlen

a, a a¥ = (a2 a% = (a¥)?, ...,a%

modulon auszurechnen, wobei jede nachste Zahl einfach Quadrabdgem ist!

Der kleiner Satz von Fermat sieht ziemlich einfach aus, Ibet bereits viele Abwendungen gefunden.
Im nachsten Abschnitt betrachten eine Anwendung in der t&gaphie.

2.4.1 Anwendung in der Krypthographie: RSA-Code$

Nachrichten so zu verschlisseln, dass sie kein Unbefugtstaht, ist nicht nur der Traum von kleinen
Jungs oder von Spionen — es ist mittlereweile unser Alltagogegen. Das allgemeine Model ist das
folgende: Eine Nachricht besteht aus einer Zahd Z, (n grol3 genug), die der Sender Bob (der
Bankkunde) der Anfangerin Alice (einer Bankangestellmmitteilen will, dass kein Lauscher die
Nachricht versteht. Dazu wendet Bob eine Bijektibn Z, — Z, aufa und sendeff (a) an Alice.
Sie kennt eine Funktiop mit der Eigenschaft

g(f(a)) =a
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(die Inverseg(x) = f~1(x) von f) und kann also die Nachriclatrekonstruieren.

Eine der Schwierigkeiten von verschlisselter Kommuntkaist die Tatsache, dass man vor dem
Senden der Nachricht eine Verschliisselungsmethode (drtktiBnenf und g = f~1) verabreden
muss, damit die Empfanger die Nachricht versteht.

1976 uberlegten sich Rivest, Shamir und Adleman, dass dischkisselungsfunktiori eigentlich
nicht geheim zu sein braucht; wichtig ist nur, dass kein Wniger die Entschllisselungsfunktion
g = f~1 kennt. (Lange ging man davon aus, dass deshalb &uggfheim sein muss.) DiRSA-Codes
von Rivest, Shamir und Adleman sind so genarifiiblic-Key Verfahren

Das wichtigste in diesem (und manchen ahnlichen) Verfalstedass die Bijektiorf : Z,, — Z,, die
folgende “Sichercheits-Bedingung” erfihlt:

(+) Ohne die Unkehrfunktioz = f~1 zu wissen, ist es sehr schwer dus= f(a) die Zahla zu
bestimmen.

Hat Alice eine solche (schwer umkehrbare) Funktforso kann sief bekannt machen. Zum Besipiel
kann sie diese Funktion auf ihrer Web-Seite angeben. Diesktien f ist also das “public-key”. Die
Umkehrfunktiong = f~ (das “secret-key”) behaltet Alice fiir sich selbst strengegen.

Nun kann Bob (der Kunde) seine Nachrieh¢ Z,, (z.B. ein Uberweisungsantrag) Alice so mitteilen:

- Zuerst hollt er sich das Public-Kely.
- Danach berechnet er die verschlisselte Nachhchtf (a) und verschickb an Alice.
- Alice benutzt ihr secret-key = f~1, um die Nachricht zu entschliissel(b) = f1(f(a)) = a.

Mit einem &hnlichen Verfahren kann Alice (eine Bankandks)ahre Nachrichten auch unterschrei-
ben (“digital signature”). Will nahmlich Bob sicher seirasb eine (nicht verschlisselte) Nachriaht
auchwirklich von Alice stammt, missen sie beide sich so verhalten:

- Zuerst berechnet Alice = f~(a), ihre “Digitale-Unterschrift”.
- Dann verschickt sieg, o) = (Nachricht, Unterschrift) an Bob.

- Bob berechnet dana’ = f (o). Gilt 2’ = a, so weiss Bob, das die Nachricatvon Alice stammt,
daf(o) = f(f1(a)) = agilt.

Das alles klingt sehr gut. Aber wie sollte man die FunktiorienZ,, — 7Z, mit der Eigenschaft:)
wéhlen? Dafur kann man die modulare Arithmetik benutzertiiiéich kann Alice (die Bankange-
stelte) den folgenden Algorithmus anwenden.

Die Zahlend unde erflihlen also die Gleichuny
de=1+k(p-1)(q-1)
flr eink € Z. FUr uns wichtig wird nur, dass

Die Zahlde - 1 durchbeideZahlenp — 1 undqg - 1 teilbar ist.

4Als notwendige Bedingung wird heute empfohlgnund g jeweils als 256-Bit Zahl zu wahlen: der Faktorisierungs-
weltrekord liegt bei 512 Bit, d.h. bei Zahlen, die aus zwénfaktoren von je 256 Bit zusammengesetzt sind.
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Tabelle 2.1: RSA-Algorithmus

1. Wabhle rein zuféllig zwegréRePrimzahlenp,q und berechne
n = pg wie auch¢(n) = (p—1)(q-1).

Die Nachrichten sind dann natirliche Zahlen ds= {0,1,...,n— 1}.
2. Wahle ein&kleineZahl e, die teilerfremd zup(n) ist (Public Key).
3. Berechne die multiplikative Inverse= 1 mod¢(n) (Secrtet Key).
4. Mache das Paanye) der Zahlem und e bekannt.

Verschlisselungs- und Entschliisselungsfunktiohemd ¢ sind dann definiert durch
f(x) = x®modn
g(x) = x?modn

Die Sichercheitdes Verfahrens beruht sich darauf, dass es sehr schwerriralescher (ohne die
Zahld zu wissen) aud = a¢ modn die Nachrichta hierauszukriegen ist. Warum? Da der Lauscher
die Primzahlenp und g mit p- g = n finden muss und bisher keine fézienten (Polynomialzeit)
Algorithmen fur die Primzahlzerlegung bekannt stnd.

Und wie mit derKorrektheit des Verfahrens? Um die Korrektheit zu beweisen, misseneiden,
dassg(f(a)) = a, d.h.
a’? = amodn,

fur alle a € Z,, gilt. Da nach der Auswalgéd — 1 durchp — 1 wie auch durcly — 1 teilbar ist, folgt
diese Behauptung direkt aus folgendem Fakt.

Lemma 2.19. Sein ein Produkt von verschiedenen Primzahlen undbseine Zahl, so dasb — 1
durchp — 1 fur jeden Primteilep von n teilbar ist. Dann gilt fur allea € Z:

a’ = amodn.

Insbesondere gilt dare® modn = afiir allea € Z,,.

Beweis.Sei P die Menge aller Primzahlen, die teilen. Nach unsere Annahme istdas Produkt
n= ]_[pep p dieser Primzahlen. Aus Lemma 2.16 folgt, dass eine Zajgnau dann durch teilbar

sein kann, wenix durchalle Primzahlenp € P teilbar ist. Da wirn | a” — a zeigen wollen, reicht es
uns also zu zeigen, daa& = a modp fiir jede Primzahp e P gilt.” Da p eine Primzahl ist, gibt es

s0bwohl das nicht fiensichtlich ist, man kann aber folgendes zeigen: Hat maZal#d > 1 mita? = 1 modn fiir
allea € Z,, so kann man mit gréBer Wahrscheinlichkeit eine Zerleguegpq von n in Primfaktoren schnell finden.
SAlso ist das RSA-Verfahren nicht 100% sicher! Deshalb begnibich viele Mathematiker einemathematischen
Beweiszu finden, dass ein solcher (Polynomialzeit) Primzahlgerigalgorithmus wirklicmicht existiert Das ist aber eines
der schwierigsten Problemen der Mathematik und Theoraistnformatik Uberhaupt — das beriihrRteNP? Problem.
7Zur Erinennerungn | (X — y) < x =y modn (siehe Lemma 2.2).
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nur zwei mdgliche Falle: entweder ggi, ) = p oder ggT@, p) = 1.

Fall 1: ggT(a,p) = p. In diesem Fall is&a durch p teilbar, worausa = 0 modp und damit auch
a? = amodp folgt.

Fall 2: ggT(a, p) = 1. In diesem Fall sagt uns der kleiner Satz von Fermat, daa&és= 1 modp
gelten muss. Wir wissen, dabs- 1 durchp — 1 teilbar ist, d.hb -1 = k(p — 1) fur eine Zahk € Z
gilt. Nach Lemma 2.3(4) muss{~1)* = 1 mod p und damit aucta?~! = 1 modp gelten. Es bleibt
also beide Seiten mé zu multiplizieren (Lemma 2.3(3) erlaubt das) um die gewttesdongruenz
a? = amodp zu erhalten. O

Der Lauscher hat verschliusselte Nachricht — die 4akl f(a) — gesehen. Genau wie Bob, kennt
er die Zahlenn und e und die Verschlisselungsfunktioh(x) := x¢ modn. Er weiss auch, dass
f:Z, - 7Z, eineBijektionist (sonnst hatte das ganze Verfachren gar nicht fuktidhieklso kann

er “einfach” f (x) fur alle x € Z,, berechnen bis er das einzigemit f(x) = b (= f(a)) findet; dann
muss jax = a gelten, und er hat die Nachricht geknackt! Wirklich? Gand gar nicht! Ein solcher
Vorgang von Lauscher ist absolutffimungslos, da die Mengé,, zu grof3 ist: Dan eine mindestens
512-Bit Zahl ist, haZ,, mehr als 212 > 10°%° Elemente!

Wenn Alice ihre geheime Primzahlgrund g gewahlt hat, dann macht sie das Produkt p-q
fur alle bekannt. Kann sie auch das Prodgifet) = (p—1)-(g—1) bekannt geben? Die Antwort
ist: Nein! Um das zu sehen, beachte, dass

¢(n) =pg-(p+a)+1=n-(p+q)+1,

also
p+gq=n-¢(n)+1
Aber dann
(P-a)? = (p+ )% -4pg= (n-¢(n) + 1)* - 4n.

Waren die beide Zahlemund ¢(n) bekannt, so konnte man leicht die beide Zahpenqundp -
berechnen, und damit auch die beide Primzalplend g leicht bestimmen.
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Es ist zu empfahlen, die Primzahleng (p > q) so zu wahlen, dass die fbérenzp — q grol3
ist. Warum? Angenommep— q ist klein. Istn = pq, so gilt

= (53 - (52

Dapundg nah zu einander liegen, ist

klein, und
_p+q
2
nicht viel gréRer alsyn sein kann. Ausserdem wissen wir, d&&s- n = s? das Quadrat einer Zahl
(diesmals) sein muss. Also kann der Lauscher einfach alle Zahlen

t

t=[vnl, t=[Vn1+1 t=7Vn1+2...
ausprobieren, bi® — n = $ fiir ein s gilt. Dann hat er die Primzahlgmund q bereits gefunden:

p=t+sundg=t-s

Wie wir bereits erwdhnt haben, bertiht die Sichercheit de&A-R&fahrens auf die Schwierigkeit,
eine Zahin als Produkin = pg zweier Primzahlen darzustellen (Faktorisierungsprolpléim anderes
Verfahren, da®iffie-Helman public-keyerfahren, benutzt statdessen die Schwierigkeit, Logeuen
modulon zu berechnen, d.h. fur gegebemé € Z; eine Zahlx mit b* = amodn zu finden.

2.5 Chinesischer Restsatz

In vielen Mathematikblichern aus alten Zeiten, angefangenilber 2000 Jahre alten chinesischen
Mathematikblchern (Handbuch der Arithmetik von Sun-Tzuar8Ching), aber auch in beriihmten

“Liber abaci” von Leonardo von Pisa (Fibonacci), finden skalifgaben, in denen Zahlen gesucht

werden, die bei Division durch verschiedenen andere Zaldegegebene Reste lassen. Fangen wir
zur Demonstration mit einem Beispiel an:

“Wie alt bist Du?” wird Daisy von Donald gefragt. “So was ftagan eine Dame doch nicht”
antwortet diese. “Aber wenn Du mein Alter durch drei teildeibt der Rest zwei.” “Und wenn
man es durch funf teilt?” “Dann bleibt wieder der Rest zwandetzt sage ich Dir auch noch,
dass bei Division durch sieben der Rest fiinf bleibt. Nun neigsDu aber wissen, wie alt ich
bin.”

Ubersetzt in heutige mathematische Sprache lautet diefgaB@ so: Man finde eine Zahl, die bei
Division durch 3,5,7 die Reste 2,3,2 lasst. Zu |6sen ist disomodulare Gleichungssystem

X =2mod3
X =2mod5
X =5mod7
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Ahnliche Aufgabe stammt von Sun-Tzun Suan-Ching (zwist&huhd 473 vor Christus).
Den folgende allegemeine Satz hat Ch’'in-Chiu-Shao 1247dsen.

Satz 2.20. (Chinesischer Restsatzpeienmy, my, ..., m,. paarweise teilerfremde, positive Zahl
undM = m; - nmp - - - m,.. Dann gibt es fur beliebig gewahlte Zahleq . . ., a, genau ein&Zahl x mit
0 < X < M, die alle Kongruenzew = a; modm;, i = 1,...,r simultan erfullt. Die Lésung ist durch

X:=aMiss + aaMos + -+ - + a,. M, S,

gegeben, wobdil; := M/m; unds; = M;l mod m; die multiplikative Inverse vomM; modulom; ist.

%

Beweis.SetzeM; := M/m; und beachte, dass ggf(, M;) = 1 fir allei = 1,...,r gilt.® Also hat
(nach dem Satz von Bézout) jedi,s die multiplikative Inverse

modulom;. Wir setzen

= M;t modm;

X:=aM1s + aaMyesp + - - - + a, M, s,

und Uberprtfen, ob es die obigen Kongruenzen erfullt. Zistedlen wir fest, dass flir# j stetsm;
ein Teiler vonM; ist, d.h.M; = 0 modm;. Daraus folgt fir alle

X=0+4+---+0+a;M;s;+0---+0=4a; - 1=a modm;.

Zum Beweis der Eindeutigkeit nimmt man an, dass es zwei lgsuf® < X < y < M gibt. Dann
sind mit Lemma 2.2 allen; Teiler vony — x. Nach Voraussetzung (paarweise teilerfremd) ist adch

Teiler vony — x, und folglich isty = x.

O

> Beispiel 2.21 Gesucht ist eine Lésung des Gleichungssystems:

Wir habenM =3-5-7 =105 und

M3
M2
M3
Sl
S
3

=2mod 3
=3 mod5
=2mod?7

105/3 = 35= 2 mod 3
105/5=21=1mod 5
105/7 = 15= 1 mod 7
21 mod 3=2
1t mod5=1
1 tmod7=1

8Das folgt aus Lemma 2.8: Ist ggif(a) = ggT(m,b) = 1, so gilt ggT(n,ab) = 1. Die Zahld = ggT(m,ab) mussm
wie auchabteilen. Aus ggTin,a) = ggT(m,b) = 1 undd | mfolgt, dass ggTd,a) = ggT(d,b) = 1 gelten muss. Da nach
Lemma 2.8d beide Zahlera und b teilen muss, kand nicht gréer als 1 sein.
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Also ist die Lésung

arMqs1 arMoso azM3s3

IS N £ IS N 2 IS N
x=2-35-2+3-21-1+2-15-1=233=23 mod 105

In Anwendungen ist das folgende Korollar von Chinesischarst§atz oft sehr nttzlich.

Korollar 2.22. Seienpy,...,p, Primzahlen undM = [];_; p;. Weiterhin seiera,b < M beliebige
ganze Zahlen. Gila = bmodp; fur allei = 1,...,r, so gilta=b.

Beweis.Daa < M ist, kann nach dem Chinesischem Restsatz nur einexXatit 0 < x < M alle
Kongruenzerx = a mod p; simultan erfillen, nahmlich die Zakl= a selbst. O

Bemerkung 2.23. Warum ist der Chinesischer Restsatz interessant? Einfaghman mit ihm groR3e
Zahlen mittels viel kleineren Zahlexindeutigkodieren kann. Sind z.B, q teilerfremd unch = p- q,
dann ist

Zn 3 X+ (xmodp, xmodq) € Z, x Zq

eine bijektive Abbildung. D.h. keine zwei Zahlen i, konnen kongruent modulp und moduloq
sein!

2.5.1 Anwendung: Schneller Gleichheitstest

Zwei Personen an den Enden eines Nachrichtenskanals ves#eimatiirliche Zahlem, b < 210.000
auf Gleichheit hin Gberpriifen. Um Ubertragungsfehler zimaiden, méchten sie die Zahlen nicht
vollstandig tUbermitteln.

Das folgende Verfahren erlaubt einen Vergleich der beidsmeh, dabei werden anstelle dera@d
Bits einer Zahl nurk - 202 Bits gesendet. Wir werden sehen, dass schotk férl das Verfahren
hdchste Sicherheit garantiert.

Algorithmus (Probabilistischer Gleichheitstest)

1. Wéhle zufallig Primzahlepy, . . ., pr zwischen 2°° und 2101,
2. Ubertrage die Zahlep; unda modp; fiir allei = 1,.. ., k.

3. Fallsa # b modp; fiur eini, gib “a # b’ aus.

4. Anderfalls tréfe die Entscheidungd'= b”.

Wie in RSA-Codes, setzt das Verfahren voraus, dass man &dbedotigten Primzahlen leicht ver-
schdfen kann. Darauf werden wir nicht angehen.

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit schatzen, dass dafalesn zu einer Fehlentscheidung flhrt.
Die Fehlentscheidung kann nur dann auftreten, wenn dieeBahlind b verschieden sind und trotz-

dema = bmodp; fur allei = 1,...,k gilt. Sei P die Menge aller Primzahlen zwische#’2und
2101

P:={q: gisteine Primzahl und®° < q < 2%
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Nach dem bertihmten Primzahlensatz gilt fiir die Anzglx) aller Primzahlerg < x die asymptoti-
sche Formek (x) ~ x/In x. Zwischen 2% und 29 gibt es daher approximativ

2101 2100 2100

- ~ ~ 99. 10%°
In2101  |n 2100 = 100In2

P = x(2') - 7(21%%) ~
solchen Primzahlen. Sei auch
P(a,b) :={ge P: a=bmodq}.

Behauptung: Sinda, b < 21990 ynda # b, so gilt: |P(a, b)| < 100.

Um die Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, Béash) mindestens 100 Primzahleg, . . ., thoo
enthalt. Aus dem Chinesischen Restsatz (siehe Koroll&) 20lgta = bmodM, mit M =q; - ... -
thoo. ES gilt M > (2100100 = 210.000 nach der Annahme (dassb < 210990 folgt dahera = b.

Eine Fehlentscheidung ist also nur maglich, falg b und das Verfahren zufélligerweise nur Prim-
zahlen aus$(a, b) auswahlt. Bek-facher unabhangiger Wahl einer Primzahl ist die Fehlesalain-

lichkeit also hdchstens
P@BI (99 \*_ . o
P “\99.1®6) '

Schon furk = 1 ist dies ein verschwindend kleiner Wert.

2.6 Gruppen

Wir haben bereits gesehen, dass mdhjriur beliebige Primzahlep verniinftig addierefsubstrahieren
wie auch multiplizierefdividieren kann. In diesem Fall sagt man, ddgsein “Korper” ist. Das Wort
“vernunftig” bedeutet hier, dass die Addition wie auch Npllkation in Z,, sogenannte “Gruppen-
Eigenschaften” haben.

SeiG eine nichtleere Menge undeine binare Operation (so etwas wie eine Additionder Multi-
plikation -). Man sagt, dass eine bindre Operatioauf Gist (oder, das§& abgeschlossen unteiist),
falls x o y € G fir alle x,y € G gilt. Die Operatiore ist:

- assoziatiyfalls (xo y) oz= Xo (y o 2);
- kommutatiyfalls X o y = y o X.

Ist G unter einer assoziativen Operatioabgeschlossen, so nennt m& ¢) Halbgruppe

In vielen Strukturen gibt es ein sogennantes “neutraleginente € M, das im gewissen Sinne
“macht nichts”:

- ee Misteinneutrales Elemenfalls xoce=eo X = x.

Zum Beispiel in N, +) und Z,+) iste = 0, wahrend in{,-) und (Z,-) iste = 1.
Hat man ein neutrales Elemesnt M, so fragt man, ob es fir jedese M seine “Inverse” gibt.

- xleMisteinelnversevonx € M, fallsxox1=xlox=e
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Zum Beispiel in £, +) istx™* = —xund in @Q,-) istx™ = 1/x.

Definition:

Ist o eine associative binare Operation auf einer Me@gso ist G, o)
eine Gruppe falls es ein neutrales Elemeatgibt und jedes Element
x € G eine Inversea™! € G hat. Ist die Operation auch kommutativ,
so nennt man die Grupg@mmutativoderabelisci

aNijels Henrik Abel, 1802—1829

> Beispiel 2.24 Seine€ Z,n > 1undZ, = {0,1,...,n - 1}, und seien+ und- die Addition und die
Multiplikation modulon.

- Ist (Z,,+) eine Gruppe? Ja, das ist eine abelische (d.h. kommuta&ing)pe mit neutralem
Element 0 und mit Inversea™ = n— a.

- Ist (Z,,-) eine Gruppe? Nein, da z.B. 0 keine Inverse hat.

- Istdann £, \ {0},-) eine Gruppe? Nicht unbedingt! Fiir= 2 undn = 3 ist das eine abelische
Gruppe, aber fin = 4 nicht mehr:

1
2
3|3

Die Menge{1, 2,3} ist nicht durch abgeschlossen (2 mod 4= 0 ¢ Z4 \ {0}) und 2 hat keine
Inverse.

N R
N wlw

N O NN

- (Zs )\ {0},-) ist wiederum eine Gruppe:

AP WW

1
2
3

A WDN R
Wk B~ DNDN
PN WK

4 2

Beachte, dass jede Zeile und jede Spalte in der Multipbketiabelle ein€’ermutationder
ElementeZ,, \ {0} = {1,2,3,4} ist. Ist das ein Zufall? Man kann zeigen (tue das!), dassidies
jederendlichen Gruppe gilt.

Istn > 1 keinePrimzahl, alson = abfir a,b > 2, soist ,, \ {0}, -) mit der Multiplikation- modulon
keine Gruppe mehr! Warum? @2ab = 0 modn gilt und 0 nicht inZ,, \ {0} liegt. Trotzdem auch flir zu-
sammengesetzte@ahlenn kann man irz,, eine Teilmengdinden, die bereits eine Gruppenstruktur
hat. Diese Teilmenge ist uns bereits bekannt:

Z, ={a€Z,: a+0undggThn) =1}

Satz 2.25. Fur jedesn > 1ist (Z;,-) mit der Multiplikation modulon eine kommutative Gruppe.

9Zusammengesetzt nicht prim.
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Beweis. Die Multiplikation - ist 6ffensichtlich kommutativ, und & Z;, ist ein neutrales Element in
(Z;,-). Ausserdem, hat nach dem Satz von Bézout jedes Eleanef#t;, seine multiplikative Inverse
a1, die auch ein Element vaa;, ist.1°

Es bleibt also zu zeigen, dass die Metgeliberhaupt unter der Multiplikation modutoabgeschlos-
sen ist.

Wir fuhren einen Widerspruchsbeweis durch. Seagm € Z; und nehmen wir an, dass- b ¢ Z;,
d.h. ggT@a - b,n) > 1 ist. Dann gibt es eine Primzaplmit p | nundp | a - b. Ausserdem muss
ggT(p,a) = 1 gelten, da andererfalls die Zahl a teilen wirde, was zusammen npt| n einen
Widerspruch mit ggT4,n) = 1 liefern wirde. Da nup | abund ggT,a) = 1, so mus® | b gelten
(siehe Lemma 2.8). Aber zusammen imit n wiederum einen Widerspruch mit ggd, ) = 1. m|

Sei (G, o) eine beliebige Gruppe. Eine Teilmendec G heildtUntergruppevon G, wenn {J, o) eine
Gruppe ist.
> Beispiel 2.26 - Fir jede Gruppés sindU = G undU = {e} Untergruppen.

- Seim € N, dann bildet die MengenZ = {x € Z : m|x} aller durchm teilbaren Zahlen eine
Untergruppe vonZ%,+).

- Z und@Q sind Untergruppen vorR, +).
- (Q\ {0},-) ist Untergruppe vonK \ {0},-).

- Betrachte die Grupp&.0 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} mit der Addition+ modulo 10. Dann ist
H ={0,2,4,6,8} eine Untergruppe vo# .

Fur jede Teilmeng®) C G und fir jedes Gruppenelemeat G wird die Menge
au={aou: ueU}

NebenklasséoderLinksnebenklas$eson a beziiglichU genannt!

> Beispiel 2.27 Wir betrachten die Untergruppeé = 5Z := {5x : X € Z} der Gruppe Z,+). Die
Nebenklassen®U = {...,-8,-3,2,7,12,...} und 7+U sind gleich. Es gibt genau 5 voneinander
verschiedene Nebenklassen, namlich die AquivalenzkladseRelatiore mod 5.

> Beispiel 2.28 In der Untergrupp®) = {x € R : x > 0} der Gruppe R \ {0},-) gibt es genau zwei
voneinander verschiedene Nebenklassen, die Menge déivensaind die Menge der negativen
Zahlen.

Die wichtigste Eigenschaft der Nebenklassen ist, dassrsgedisjunkteZerlegung von Gruppen dar-
stellen.

Satz 2.29. SeiU eine Untergruppe der Grupp&,c). Dann gehort jedes Elemerte G zu genau
einerNebenklasse vou .

1oWarum?! Sedd = ggT(@1,n). Ausaocat=1+kn d|atundd|nfolgtd]|1,alsod = 1 gelten muss.
1Dje RechtsnebenklassenU istalsUa = {uc a : u e U} definiert.
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Beweis.Dae € U, gehort jedex € G zu xU. Es bleibt also zu zeigen, dass keizu zweiverschie-
denenNebenklassen gehdren kann.

Nehmen wir deshalb an, dast) N bU # 0. Dann giltaw = by flr geeignetew,v € U; also ist
a = byw™! und damit auch folgt
liegtinU
~ 7~ N
aou=bovowlou

fur alleu € G. Deswegen gilaU c bU, und analogU cC aU. ]
Nun konnen wir einen der Hauptsatze der Gruppentheorie ibemeDieOrdnungeiner endlichen

GruppeG ist die Anzahl|G| seiner Elemente. Der folgender Satz sagt, dass die Ordmaieg()
Untergruppe ein Teiler der Gruppenordnung ist.

Satz von LaGrange:

Ist G eine endlicheGruppe undJ eine Untergruppe vofs, dann gilt
|G| = n- |U| wobein die Anzahl der Nebenklassen vbnist.

Beweis.Seiena;U,. . .,a,U alle verschiedene Nebenklassen wdnNach Satz 2.29 sind je zwei
verschiedene Nebenklassen disjunkt und ihre Vereinigyhlgu a,U U ... U a,U is gleichG. Nach
der Kirzungsreg#l gilt |aU| = |U| fur jedesa € G, d.h. die Nebenklassen besitzen die gleiche
Machtigkeit. Damit ist

IGl=lazUuaUu...ua,U|=|aqU|+ |aU| +...+]|a,U| =n-|U]|.

Warum ist dieser Satz auch in der Praxis nitzlich? Nur eirsfdel. Angenomen, wir haben eine
GruppeG und wollen ein “gutes” Element i finden. Nehmen wir auch an, dass die “schlechten”
Elemente eine Untergruppg¢ von G bilden. Dann wissen wir sofort, dass entwetle= G (keine
“guten” Elemente vorhanden sind) odel < |G|/2 (mindestens die halfte der Elemente “gut” sind!).
In diesem letzten Fall kbnnen wir einfach die Elemente@usin zufallig (je mit Wahrscheinlichkeit
1/2) auswahlen. Da die Menge der “guten” Elemente sehr dithivexrden wir uns ziemlich schnell
auf einen “guten” Element stol3en.

2.6.1 Zyklische Gruppen

Sei (G, o) eine Gruppe und € G, dann ista* die Abkiirzung fiir

k-mal
N\
ak:=4ocac...02

230U =aoly = U =Up
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Lemma 2.30. Ist (G, o) eine endliche Gruppe urale G, dann ist
H, = {a,a%a5...}

eine Untergruppe vo.

Beweis.Weil es nur endlich viele Gruppenelemente gibt, muss in adgera, a2, a>,. .. ein Glied
mehrfach vorkommen, z.Ba’ = & miti < j. Wegen der Gruppenregeln haben wir sofert
a-@)t=a-(ad)i=a - (al) =a/ . AuBerdem gilta™ = a/~i~1. O

Die Anzahl|H,| der Elemente in dieser Untergruppe heil3t@relnungdes Elements. Die Gruppe
G heifRtzyklisch wenn es ein Elemergt € G mit H, = G gibt; jedes derartiga heilterzeugendes
Element(oder Erzeugendes) vda.

Satz 2.31. Jede endliche Grupp&(o), deren Ordnung = |G| eine Primzahl ist, ist zyklisch.

Beweis.Nimm ein beliebiges Elemehta € G, a # e, und betrachte die voa erzeugte zyklische
UntergruppeH,,. Nach Satz von Lagrange, muss$, | ein Teiler vonp = |G| sein. Da abep prim ist,
kann das nur dann sein, wehid,| gleich 1 oderp ist. Ausa # e folgt |H,| > 2, und damit auch
|H.| = p. Da abeH, C G, folgt die BehauptungG = H,,. O

Lemma 2.32. Ist (G, o) eine endliche Gruppe urale G, dann gilt:a/®! = e.

Beweis.Seik = |H,| die Ordnung vora € G. DaH, eine Untergruppe vof® ist, sagt uns der Satz
von Lagrange, das§|/k eine ganze Zahl sein muss. Dann gilt aualf’! = (a)!Cl/k = elGl/k =
e. o

Sei
Z, ={a€Z,: a+0undggTén) = 1}.

Die MengeZ; bildet eine multiplikative Gruppe (siehe Satz 2.25) unchgerdnung|Z; | ist die
berihmte Euler-Funktiog(n), d.h.

¢(n) = Anzahl der Zahlen in 2,...,n -1, die relativ prim zun sind

Korollar 2.32 liefert uns sofort den folgenden Satz von Euler in Kryptographie benutzt wird (siehe
Abschnitt 2.4.1). Ein Spezialfall dieses Satzesmmit p eine Primzahl, den kleinen Satz von Fermat,
haben wir bereits direkt bewiesen.

Korollar 2.33. (Euler) Fr jedesa € Z;, gilt:

a®?™ = 1 modn

Zwei Strukturen G, o) und (H, =) heil3enisomorph falls es eine Bijektionf : G — H mit f(aob) =
f(a) = f(b) fur allea,b € G gibt.

BWarum istG # {e}?
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Satz 2.34. (Cayley)Zwei zyklische Gruppen sind genau dann isomorph, wenn siggchen Ord-
nung besitzen.

Beweis."=" Aus Anzahlgriinden klar.

“<”": Es seien (51,0) und Gy, *) zwei zyklische Gruppen mit erzeugenden Elemergten G; und
b € G,. Sei|G1| = |G,|. Wir definieren die Bijektionf : G; — G, mit f(a*) := b* (k € Z). Seien
X,y € G1. Dann existiererj, k e N mita = &/ undy = ak. Dann ist

f(xoy) = f(aoa)=f@**)=b™* =/ «bF
f(a) = f(@) = f(x) = f(y).

Also sindG; und G, isomorph. O

@ Als Korollar bekommen wir, dass (bis auf Isomorphie) die gren ¢,,,+) und (Z,+) die
einzigenzyklischen Gruppen sind!

2.7 Ringe und Kdorper
Eine MengeF mit zwei bindren Operationen und- heil3tKdrper, wenn

1. (F,+)und (F\ {0},-) sind kommutative Gruppen und
2. Es gelten die Distributivgesetza: (b+c) = (a-b)+(a-c)und @+hb)-c=(a-b) + (a-c).

Zum Beispiel, R, +,:) und @, +,-) sind Korper. Aber beide diese Kdrper sindendlich Gibt es
Korpern mitendlichvielen Elementen? Ja, und sogar sehr viele!

Satz 2.35.Ist p prim, so ist &, +,-) ein Korper.

Beweis. (Z,,,+) ist eine kommutative Gruppe: @ Z, ist das neutrale Element und die additive
Inverse vora € Z,, ist p— a und.

Z, \ {0} ist auch eine kommutative GruppeelZ,, \ {0} ist das neutrale Element urd! ;= aP2ist
die multiplikative Inverse vora € a~! := aP~2. Warum? Da laut kleinem Satz von Fermat fur jedes
a € Z,, a+ 0die Kongruena”~! = 1 modp gilt. i

Ist g = p™ eine Potenz einer Primza)p| so gibt es ein Korper mig
Elementen. Dieser Kdrper heiGalois Kdrper(engl. Galoié field) und
ist mit GF(q) bezeichnet.

» LN 2Evariste Galois 1811-1832

Sei (K, +,-) ein Korper. Falls es eine natlrliche Zahgibt, fur die

1+1+---+1=0
< ~ =
n-mal
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gilt, heil3t die kleinste solche Zahl digharakteristikvon K und wird mit charK) bezeichnet. Gibt es
kein solched, so definiert man chak() = 0.

Nach dem Satz 2.35 komrjade Primzahl als Charakteristik eines Korpers vor. Inresaveere gilt
auch die Umkehrung:

Satz 2.36. Die Charakteristik eines Korpers ist stets 0 oder eine Rairhz

Beweis. Angenommen, chakK) = pgmit p,q # 1 undp,q € N. Dann gilt
O0=1+1+---+41 :£1+1+---+12‘£1+l+-~+l)
pg-Summanden p-Summanden g-Summanden

Wir haben also, dassb = O fiir zwei Elementem,b € F \ {0} mit

a:£1+1+---+12 und b:£1+1+---+1l
p-Summanden g-Summanden

gilt. Das bedeutet aber, dass die Melige{0} nicht unter der Multiplikation abgeschlossen ist, d.h.
(IF\ {0},-) keine Gruppe ist. Ein Widerspruch. m|

Es gibt viele StrukturenR, +,-), die “sehr &hnlich” zu Kérpern sind mit einer Ausnahme: rkann
da nicht verninftiglividieren d.h. (R\{0},-) keine Gruppe ist. Ist aber die Multiplikatiomindestens
associatiy so nennt man danrR(+, -) Ring Ist- auch kommutativ, so heil3t auch der Rkmmmutativ
Ein Ring, indem die Regel- b=0 = (a =0V b = 0) gilt, hei3tnullteilerfrei.#

> Beispiel 2.37 - (Z,+,.) ist nullteilerfrei Ring, aber kein Korper.

- Seim = abeine natirliche zZahl, die keine Primzahl ist, dann &},(+, -) ein kommutativer
Ring mit Eins, aber nicht nullteilerfreab= 0 modm.

- Sei (R +,-) ein Ring undRR die Menge aller Funktionen voR nachR. Durch punktweise
Definition der Addition @ g)(x) = f(X) +g(x) und Multiplikation (f ©g)(x) = f(X)-g(x)
von Funktionenf,g € RR erhalt RR,®,) die Struktur eines Rings, d&unktionenring
genannt wird.

Bemerkung 2.38. Ein kommutativer und nullteilerfreier Ring ist ein “hidbscher Ring”, er kann
zu einem Korper (seiner@uotientenkdrper erweitert werden (ganz analog wie man den Ring der
ganzen ZahlerZ zum Korper der rationalen Zahle@d erweitert): man betrachtet die Menge aller
geordneten Paar@,b) € Rx Rmit b # 0 und schreibt sie formal als Bricle zwei Briche und

< werden als gleich angesehen, werth= bc.

2.7.1 Polynomring

Wir betrachten nurPolynomein der Variablenx mit rationalen Koéizienten (oder allgemeiner mit
Koeffizienten in einem Korper). Ein Polynomf = f(x) Uber[F ist gegeben durch einen Ausdruck

der Gestalt

n-1

f(X) =a, X" +a,1X" "+ +aX+---+a

14Ein kommutativer (beziiglich der Multiplikation) nullteiifreier Ring mit mindestens zwei Elementen héifkegritats-
bereich
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82 KAPITEL 2. ALGEBRA UND ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE

mitne Nunda; € F,i =0,1,...,n.

Gliedera; x' mit dem Koefizientena; = 0 durfen aus der Summe weglassen bzw. zur Summe belie-
big hinzufligen werden. Wir betrachten also zwei Polynorsedantisch, falls sie dieselben Glieder
haben, abgesehen von Summanden mit dentfikaant O.

Der Grad grad(f) eines Polynoms (X) = a,X* + a,_1X" ™2 + -+« + ayX + - - - + @ ist die groRte
Zahli, so dass; # 0. Das zugehorige; bezeichnen wir als deAnfangskogizientenoderhéchsten
Koeffizientenvon f.

Mit Polynomen kann man rechnen wie mit ganzen Zahlen. Zwiginoone f (x) = a,, X* +a,_1 X" 1+
coedarX+ -+ agundg(X) = b, X" + b, x™ L+ ...+ byx + - - + by lassen sich addieren

(f +2)(X) := (an + bp)X" + - - (a1 + b1) X + (a0 + bo)
(0.B.d.A. kbnnen wim = n annehmen) und multiplizieren

(£2)(X) 1= Crom X" + Cpam1 X L4 r X+ + Co mit C = Z a;by.
Jtk=i

Damit bilden die Polynomen Ubé&rein Polynomring der mitF[x] bezeichnet ist.

Die PolynomringdF[x] haben viele Gemeinsamkeiten mit dem Rihger ganzen Zahlen. Insbeson-
dere kann man ein Polynop(x) des Grades durch ein Polynong(x) des Gradesn < n mit Rest
dividieren.

> Beispiel 2.39 Seienf (x) = 3x°> — 2x* + x2 = 3x + 5 undg(x) = x? + 1. Dann ist:

3xE 2x +'0x + 3-3x 4 5 ‘ x% 1

-3x° -3x3 ‘ 3xE-2x -Bx+3

- 2x 4 3x + R -3%+5

+2x 4 +2x2

- 3x%3x2 -3x +5

+ 3x3 +3X

3x 2 +5
- 3x2 -3

2
Damit ist f (x) = q(x)g(x) + r(x) mit g(x) = 3x? — 2x?> — 3x + 3 und dem Rest(x) = 2.
Die Polynome kann man also genau wie ganze Zahlen mit dendirétieren.

Satz 2.40. (Division mit Rest) Zu Polynomenf (x),g(x) # O existieren Polynomeg(x),r (X), SO
dass
f(xX) = q(x)g(x) +r(x), mit gradf) < grad() oderr(x) = 0.
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Beweis.Seienf,g # 0 Polynome vom Grada und m, mit Anfangskod#izientena,, und b,,,. Falls
n > m, kdnnen wirg aus f hinausdividieren, also das Polynofa(x) = f(x) — p(x) mit p(x) =
f(x) — a,b,;1x" " ¢(x) bilden. Gfenbar hatf; einen kleineren Grad alt, dap(x) den Terma,, x"
enthallt. Gilt gradf1) > m, so kanng ausf; ein weiteres Mal hinausdividiert werden. Dies lal3t sich
fortsetzen, bis ein Polynomvom Grad kleinem oder aber das Nullpolynom ubrigbleibt. ]

Jedes Polynom(x) bestimmt in nattirlicher Weise eine Funktion VBmachlF, indem flirx eina € F
eingesetzt und der Ausdruck hausgewertet wird. Das Ergebnis dieser Auswertung wirdpta)
bezeichnet undlVert von §x) an der Stelle agenannt.

Man beachte, dass zwischen Polynomen und PolynomfunktioneAllgemeinen streng un-

terschieden werden muss, da verschiedene PolynomexaBd x® {iber Z3) dieselbe Poly-
nomfunktion darstellen kénnen. Betrachtet man jedoch iwhe UberunendlichenKdrpern, dann
stellen verschiedene Polynome auch immer verschiederyadiofunktionen dar.

Ein a € [ heil3tNullstelledes Polynom$(x), falls p(a) = 0.

Lemma 2.41. Genau dann ish € [F eine Nullstelle vorp(x), wenn es ein Polynomg(x) mit p(x) =
q(x) - (x—a) gibt.

Beweis.Nach Satz 2.40 igh(x) = q(x)(x — a) +r(x), wobeir = 0 oder gradi() < gradx —a) = 1
ist. In jedem Fall ist = bmit b € F. Einsetzenx := aliefertr(a) = p(a) - q(a)(a-a) = 0, d.h.
b = 0 (der Rest (x) ist ein Nullpolynom). m|

Korollar 2.42. Jedes Polynonp(x) # 0 vom Gradn kann hdchstens verschiedene Nullstelle
haben.

-

Der Euklidische Algorithmus laf3t sich nun auch auf ratierfa@blynome anwenden. Da sich der Grad
der Restpolynome bei jeder Division verkleinert, brichtnacch endlich vielen Schritten ab, seine

Laufzeit ist durch den Grad des Polynogbeschrankt. Wie fir ganze Zahlen kénnen wir also fest-
stellen:

Zwei rationale Polynomé (x), g(x) # O besitzen einen grof3ten gemeinsamen Teli{&), und
es gibt rationale Polynom&(x) undt(x), so dass

d(x) = s(x) f(x) +t(x)g(x).

Eine wichtige Aufgabenstellung ist die sogenaninterpolationvon Polynomen, d.h. es soll ein Po-
lynom gefunden werden, das an gegebenen Stellen gegebeteediMeimmt. Die wichtigste Anwen-
dung besteht in der Approximation (Annahrung) von Funlgiodurch Polynome. Dariliber hinaus ist
die Interpoliation ein wichtiger Bestandteil flr schnelggorithmen zur Polynommultiplikation.
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Satz 2.43. (Interpolationsformel von Lagrange) Seienn verschiedene Stelleay,ay,...,a, € F
undn Wertebq, by, . .., b, gegeben. Dann erfillt das Polynom

die Bedingungp(a;) = b; fur alle 1 < i < n. AuRBerdem isip(x) das einzige Polynom vom Grad
< n-1, das diese Bedingung erfullt.

Beweis.Die erste Aussage ist trivial. Es bleibt also nur die zweitsgage (Eindeutigkeit) zu bewei-
sen. Angenommen, es gibt ein polyngi{x) vom Grad< n—- 1 mitp’(a;) = b; furalle 1 <i < n.
Dann hat das Polynom(x) := p(x) — p’(x) mindestens verschiedeneiullstellenay,...,a,. Da
aber gradqg) < n - 1, kann das (laut Korolar 2.42) nur dann sein, wejix) = 0 ein Nullpolynom
ist, d.h. nur wenn die Polynonm& x) und p’(x) gleich sind. m|

2.7.2 Komplexe Zahleri

Beim Rechnen mit reellen Zahlen sto3t man auf das Probless,glawisse algebraische Gleichungen
— die einfachste solche Gleichung st + 1 = 0 — in R keine Lésungen besitzten (das Quadrat
einer reellen Zahl kann nicht negativ sein). Anderseits géhGleichungen mit rationalen, ja sogar
mit ganzzahligen Ka@zienten, die zwar keine Losung @, wohl aber eine iR besitzen, wie zum
Beispielx? -2 = 0. Diese inQ nicht lésbare Gleichung wird also lésbar, indem riganu R erweitert.
Das legt den Gedanken nahe, dass vielleicht eine nochmiahgeiterung vonR zu einem noch
gréReren Koérper auch eine Losung w1 = 0 (und moglicherweise von weiteren,Jiunlésbaren
Gleichungen) fuhrt.

Man kann die Erweiterung voR bis C genauso konstruieren, wie die Erweiterung Vorbis Q
konstruiert ist. Nahmlich, man kan@ als die Menge aller Paare,@) mit a,b € Z undb # 0
betrachten mit der Adition

a _ab+ab

a
+ —

(a,b) + (a’,b’) = (ab/ + a’b,bb) oder bt Y 5

und der Multiplication

7 WY ’ E._—
(ab)- (a.b) = (ad’,bb)  oder . =0

Analog kann mart als die MengeR x R mit der Verknipfungen

(a,b) + (a’,b") (a+a’,b+b)
(a,b) - (a’,b") = (aa’ —bb,ab’+a’b)

definieren. Man kann dann zeigen, dé@ssin Korper ist mit
1=(1,0)

als neutralem Element hinsichtlich Multiplikation:,@ - (a,b) = (a,b). Da (01)- (0,1) = (-1,0) =
-1, ist
i =(0,1)
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die Lésung vorx? = 1 in C. D.h. das Paar+ (0,1) bezeichnet die “Zahl”
i= V-1

Komplexe Zahlen sind alsBaare z= (a,b) von reelen Zahlen. Ein solches Paar schreibt man auch
in der Form
z=a+hi mit i =(0,1)

und nennt dies di®lormalformvon z. Jede komplexe Zald = a + bi wird also eindeutig durch die
beiden reellen Zahlea und b beschreiben. Man nenatdenRealteilvon z und b denimaginérteil
kurza = Rezundb=Imz.

Der Grund, warum die komplexen Zahlen gut sind, erklart degender Satz.

Satz 2.44. (Fundamentalsatz der Algebra)Sindag, as, . . . ,a, komplexe Zahlena, # 0, so ist die
Polynomgleichungig + ai;x + axx? + . .. + a,x* = 0in C stets ldsbar.

Ein Beweis fur den Fundamentalsatz war schon Gauld bekaanB&weis ist aber nicht einfach, und
wir verzichten auf ihm.

2.8 Allgemeine Vektorrdume

In Kapitel 5 werden wir sehen, wie man mit Vektoren Uber eireonper F rechnen kann. Es gibt
aber auch andere Strukturen, die nicht Teilmengen®osind und trotzdem dieselben Eigenschaften,
wie Vektorraumev C R”, haben. Deshalb I16hnt es, einen allgemeineren Betgs “Vektorrdums”
kennenzulernen.

SeilF = (F,+,-,0,1) ein Korper, wobei 0 das neutrale Element der Grugfe- und 1 das neutrale
Element der Gruppéf(, -) ist.

Ein Vektorraumuber den Korpeif ist eine additive abelische Grup = (V,+,0), die mit einer
OperationF xV > (1,v) — Av € V (“Multiplikation mit Skalar”) versehen ist, fur die folgeie
Axiome fur alled, u € F undu,v € V gelten:

@ - pv=2a(uv)

(b) A(u+v) = Au+av (beide Additionen irnG)

(¢) (A + w)v = Au+Av (die erste Addition irF, die zweite nG)
(d v=v

Die Elemente vorV heil3en danivVektoren

In anderen Wortern, ein Vektorraum ist eine Menge, deremElge sich addieren und mit Skalar
multiplizieren lassen, wobei die Summe von Vektoren und\dalache eines Vektors wieder Ele-
mente der Menge sind. Die Elemente so eines Vektorraumdgisiien) Vektoren.

Hier sind drei Standardbeispiele fur Vektorraume.

1. Der ublicher Vektorrauni™ von (richtigen) Vektoren mit komponentenweise AdditiorduBka-
larmultiplikation, wie oben.
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2. EsselP, die Menge aller reellen Polynome vom Grade hoéchstedgdes Polynom mit

n-1

p(x) = a, X" +a,_1X"""+ ... +a1X+ ag

wird durch seine Koffizienten a,,a,_1,...,a9 reprasentiert, also durch eim ¢ 1)-Tupel
(an,a,-1,...,a0) von reellen Zahlen. Umgekehrt entspricht jedem solchgrellvon reellen Zah-
len genau ein Polynom vom Grade hochstangwei Polynome au®,, kann man addieren und
mit einer reeler Zahl nultiplizieren. Damit bildB}, einen Vektorraum tiber dem Koérper der reellen
Zahlen.

3. EssefF ein Korper,X eine (beliebige) Menge und s die Menge aller Funktionef : X — F
mit der Addition

(f+8)(x) == f(x) + f(y)
und der Skalarmultiplikation mit einer reellen Zahgemar

AT(X) =2 T(X) VX e X.
Man tiberzeugt sich sofort, daBS Vektorraum iiber dem Korpét ist.

Alle Konzepte — wie lineare Unabhangigkeit, Basis und Digiem, die wir im Kapitel 5 nur fur Vek-
torraumeV C F" betrachten werden — kann man auch auf allgemeine Vektra @limekt tibertragen!

2.9 Aufgaben

2.1. Zeige: Fur beliebige ganze Zahlarb, c gilt ggT(a,b— ca) = ggT(a, b).

2.2. Zeige, das®* + 4 fur n > 1 keinePrimzahl ist. Hinweis Stellen* + 4 als ein Produkt von zwei Summen
dar.

2.3. Zeige: Eine ganze Zahi € Z in Dezimaldarstellungn = > 77, a;107 ist durch 3 teilbar genau dann,
wenn) >, a; durch 3 teilbar ist.

2.4. Beweise oder widerlege: Ist= r modm, so gilta® = a” modm.
2.5. Gilt Lemma 2.11 auch wenn gga(m) > 17?

2.6. Zeige folgendes: Sind die Zahlenundn durchd teilbar, so ist auch gghg,n) durchd teilbar. Fazit:
der grof3ter gemeinsamer Teiler ggT () ist nicht nur der “grofRter” im Bezlig seiner Grol3e; er isthader
“groter” in dem Sinne, dass jeder gemeinsamer Teall@on m,n muss auch ggTf, n) teilen! Hinweis
Satz 2.6.

2.7. Zeige, dass auch die Umkehrung von Lemma 2.11 (Kirzungdgifeax = ay modm = x = y modm
fur allex,y € Z,, gilt, so missem undm teilerfremd sein.

2.8. Zeige, dass es irZg, +, -) (modulo 6) Elementa # 0 gibt, die keine multiplikative Inverse haben.

2.9. Zeige, dass € Z,, ein Nullteilefs genau dann ist, wenn ggd,m) > 1 gilt.

2.10. Fibonacci-Zahlerfy, f1, f3,. .. sind rekursiv wie folgt definiertfq = 0, f1 = Lundf, 2> = f,.1+ f, fur
n > 0. Zeige, dass fiin > 2 jede zwei aufeinander folgende Fibonacci-Zahigrund f, ;1 teilerfremd sind,
d.h. ggT(f,, f,+1) = 1 gilt.

2.11. Leite den Satz von Bézout aus dem Satz 2.6 ab.

153 € Z,, ist ein Nulteiler, wenra # 0 und es eirx € Z,, mit x # 0 unda - x = 0 modm gibt.

© 2003 by S. Jukna



2.9. AUFGABEN 87

2.12. Seig¢(n) die Eulersche Funktion, d.i(n) = |Z;,| wobei
Z, ={a€Z,: a#0undggTé,n) =1}
Zeige:

(i) Ist pprim, sogilt¢(p) = p- 1.

(i) Furjede Primzahp und allek € N gilt ¢(p*) = p*1(p - 1).

(iif) Sind p,q verschiedene Primzahlen, so gilfpq) = ¢#(p)¢(q). Hinweis Um ¢(n) zu bestimmen, I6hnt es
sich oft zuerst die Anzahl der ZahlenZh,, die nichtteilerfremd mitn sind, zu bestimmen.

2.13. Seip > 2 eine ungerade Primzahl. Zeige:

p-1 p-1
Zip‘l = -1 modp und Zil’ = 0 modp.
i=1 i=1

2.14. (Wie alt Daisy von Donald eigentlich ist?) Lose das folgend®lulare Gleichungssystem:

X =2mod3
X =2mod5
X =5mod?7

2.15. Seien 1< a # b < N zwei ganze Zahlen. Wieviele Primzahlpmit p > M mit a = b( modp) kann
dann es geben®inweis Chinesicher Restsatz.

2.16. Zeige folgendes:
1. In einer HalbgruppeH, o) gibt es hochstens ein neutrales Elemer{tAlso ist das neutrale Element einer
Gruppe eindeutig.)

2. In einem Monoid M, o) hat jedes Elemerd € M hdchstens ein Inverses. (D.h. in einer Gruppe sind die
Inversen eindeutig.)

3. Ineiner GruppeG,o) ist fiir allea,b € G das Inversedob) ™t =a 1o b
4. In einer Gruppe gilt die Kiirzungsregel, d.h. man kann vwakslund von rechts “kiirzen”.

5. In einer HalbgruppeH, o) gilt dasallgemeine Assoziativitatsgesebeienas, ay,. ..,a, € H. Dann liefert
jede sinvolle Beklammereungv@i o az o . .. o &, denselben WertHinweis Zeige mit Induktion Uben,
dass die Meng®, aller Werte der verschiedenen Beklammerungenajerao. . . o a, genau ein Element
enhalt.

2.17. (Putham Exam, 1971) S&1 eine Menge und eine bindre Operation all mit folgenden zwei Eigen-
schaften
(Xoy)oz=(yoz)ox (*)
und
XoX=X (%)
fur allex,y,z € M. Zeige, dass danmauch kommutativ ist.

2.18. Sei (G, o) eine multiplikative Gruppe mia? = e fiir alle a € G. Zeige, dass dans auch kommutativ
sein muss.

2.19. Zwei Gruppen G,o) und (H,=) sind isomorph falls es eine bijektive Abbildund : G — H mit
f(aob) = f(a)= f(b)firallea,b e G gibt.
Zeige, dass die GruppeR(, -) und (R, +) isomorph sind Hinweis Betrachte die Logarithmus-Funktionin

2. 20.
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1. Zeige: N,0) mita o b = a” ist keine Halbgruppe.
2. lIst die Potenzmenge einer Menge eine Gruppe bezulgliginigung (oder bezuglich Schnitt)?

3. SeiM eine endliche Menge5,, die Menge aller bijektiven Abbildungen vav auf M und bezeichne
die Komposition von Abbildungen. Dann isEy, o) eine Gruppe mit der identischen Abbilduitt,, als
neutralem Element. Diese Gruppe ist genau dann abelisecin Menicht meht als 2 Elemente hat.

2.21.Zeige, dass in einem Rin@R(+,-) gilt: 0-a=0=a-0und a)-b=—(a-b) = a- (-b). Hinweis:
0+0=0.

2.22. Zeige, dass jeder Korper nullteilerfreiist, ddb=0 = a=0vb=0.

2.23. Zeige, dassa+ b2 : a,b e Q) ein Kérper ist. Hinweis a2 — 2b? # 0, da V2 irrational ist.

2.24. Sei (R +,-) ein kommutativer Ring (d.la-b = b-aflrallea,b € R) mit |R| > 2, in dem die Gleichung
a-x=Dbfurallea,be R, a+ 0 eine Losung hat. Zeige, dass ddRrin Korper ist.

2.25. Man kann Ringe bis zum Korper erweitern, wie auch Korper bis anderen (gré3eren) Koérper erwei-
tern.

1. Erweiterung vor¥ bis Q. BetrachteQ) als die Menge aller Paara,[) mit a,b € Z undb # 0 mit der

Adition , W ab
o) =  +a’ 1 a a _ab+ab
(a,b) + (a’,b") = (ab’ + a’b, bb’) oder b+b’ b
und der Multiplikation
(a,b) - (a’,b") = (ad’,bb) oder 5’ b~ bo

Zeige, dass dan@ ein Korper ist.
2. Erweiterung vorR bis C. BetrachteC als die MengeR x R mit der Verknipfungen

(a,b) + (a’,b") (a+a’,b+b)
(a,b)- (a’,b') = (aa -bb,ab +a’b).

Zeige, dass dan@ ein Kdrper ist mitl = (1,0) als neutralem Element hinsichtlich Multiplikation ist.
Wie sieht dann die Lésung voif = 1 in C aus?
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3.1 Endliche Folgen und Reihen

Eine Folge (engl. progressioi ist eine Funktionf : N — R, deren Definitionsbereich gleich der
Menge der natirlichen ZahleR ist. D.h. eine Folge ist eine (potentiel unendliche) Folgeller
Zahlen

f(0), f(1),f(2),...,f(n),...
Gewo6hnlich wird eine Folgd in der Form

<a,> = ag,ay,ay,. ..

89



90 KAPITEL 3. EINSCHUB AUS DER ANALYSIS

einfach aufgeschrieben, also als Abfolge der Folgengliede= f(n). Der Funktionswert, heif3t
in diesem Zusammenhang auch da® Folgengliedder Folge. Man kann eine bestimmte Folge auf
zwei Arten beschreiben:

1. Durch eine explizite Definition: Man gibt eine Formel ans@er man jedes Glied sofort berechnen
kann, z.B.a, = n?.

2. Durch eine rekursive Definition: Zuerst gibt man das e@&lted ag (odera;) der Folge an, dann
gibt man zusatzlich eine Formel an, mit der man das Glied aus dem Glied,, (oder aus den
Gliedernag, as,. . .,a,) berechnen kann.

> Beispiel 3.1 Das Rad des Theodorus (griechischer Gelehrter, 465 Yy.i8heines der ersten Bei-
spiele einer Rekursion. Die Konstruktion tragt seinen Nanveeil er mit ihrer Hilfe erstmals
bewies, dassV3, V5, V7,. .. irrationale Zahlen sind.

Dieses Rad kann durch einen rekursiven Algorithmus gebiléeden:

Die Bildungsregel lautet folgendermal3en:

D1 Rechtwinkliges Dreieck mit Seitenlange 1

D, Die Hypotenuse voID; ist ein Schenkel. Der andere Schenkel besitzt die Lange 1.
D3 Die Hypotenuse voID; ist ein Schenkel. Der andere Schenkel besitzt die Lange 1.
D4 Die Hypotenuse voiDs ist ein Schenkel. Der andere Schenkel besitzt die Lange 1.

D,, Die Hypotenuse voml,,_; ist ein Schenkel. Der andere Schenkel besitzt die Lange 1.

In mathematischer Notation sieht die rekursive Bildungskeso aus:
a = ‘/E

A1 = \/a721+1

Gegeben sei eine Folge,, > = aj, ap, ag, . . .. Dann nennt man die FolgeS,> = $.,$,Ss,. . ., deren
ElementeS, nach der Vorschrift

n
S,l:a1+a2+ag+...+an:2a,~
i=1
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3.1. ENDLICHE FOLGEN UND REIHEN 91

gebildet werden, diReihe<S, > der Folge<a,, >. Prominente Reihen sind:
Arithmetische Reihe:

Zk:1+2+3...+n.
k=1

Geometische Reihé:

k

XK =1+ X+X2+... +X".

k=0

Harmonische Reihe:

1 1,11 1
k=1E_ +§+§+"'+ﬁ'
Wie kann man eine “geschlossene” Form fiir die Funkn N - Rmit S, = > ;_,a finden?

Es gibt zwar eine sogenannideorie der erzeugenden Funktioneiie in vielen Féllen (aber nicht
immer!) eine solche geschlossene Form $irfinden lasst, das ist aber ein zeitaufwandiges Thema
und wir werden diese Theorie nicht betrachten. Stattdesseden wir uns auf ein Paar wichtiger

Regeln beschranken.

Arithmetische Reihe

Zuerst betrachten wir die arithmetische Refe= 1+ 2 + ... + n. Eine einfache (aber sehr kluge)
Idee ist die Reihenfolge von Zahlen umzukehren und die beidehdReaufzuaddieren:

S, = 1 + 2 + 3 + ... + n=-1 + n
+

S, = n + n-1 + n-2 + ... + 2 + 1
25, = (n+1) + (n+1) + (n+1) + ... + (n+1) + (n+1)

Dies ergibt 2 S, = n(n + 1) und wir haben eine nitzliche Formel bewiesen:

Satz 3.2. (Arithmetische Reihe)
n(n+1)

> (3.1)

S = k=

k=1

1Der Grund, warum die Folge, = x* eine "geometrische Folge” heifit, ist dass der Betrag jedé&geRgliedes (fiir
n > 2) das geometrische Mittel der beiden Nachbarn ist:

A+l an
= 2| A,
an -1

= 8,418,1= a5 = [3] = V18,1
2Dieser Trick hat Gauf3 als Kind erfunden. Um eine RuhepauderiiKlasse zu bekommen, hat der Lehrer die folgende
Aufgabe gestellt: Wie grof ist die SumrBe= 1+ 2+ ... + 100 der ersten 100 Zahlen. Leider hat der Lehrer Pech gehabt:

Bereits nach wenigen Minuten hat der kleine Gaul3 die Anté@B0 gegeben.
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92 KAPITEL 3. EINSCHUB AUS DER ANALYSIS

Geometrische Reihe

Der folgender Trick ist al¥erschiebungs-Trickekannt: IstS, = > _, a, dann versuche die rechte

Summe ¢) in der Gleichung
(*)

A~

Si+an1=a+ Y &
k=0

-~

mittels S, darstellen.
Um diesen Trick zu demonstrieren, betrachten wirgiemetrische Reihe

S = zn:xk
k=0

Dann ist
Sn
" fn/‘\
S,l+x"+1:1+2xk+1:1+x-2xk =1+Xx-S,
k=0 k=0

und wir erhalten:
S -(x-1)=x"1-1

Damit haben wir eine weitere nitzliche Formel bewiesen:

Satz 3.3. (Geometrische Reihe)

w n+1 n+1
p XM -1 1-x .
E X< = = fur x #1 (3.2)
= x-1 1-x

Manchmal lohnt es sich zu probieren, date Folgenglieda, als die Diterenzb, ,; — b, von zwei
aufeinanderefolgenden Folgenglieder einer anderen Fgylgarzustellen.

t
Teleskop-TrickGegeben se, = ) & mit s < t. Bestimme eine Folgeh, >, so dass fiir allé

k=s
gilt: a; = b1 — be. Dann glltSq = b, 1 — by.
Beweis.

S = g+ttt 1+ a
= (bs+1 = by) + (Bys2 = byi1) + (Bgi3 = bys2) + ... + (b, — by -1)
= —by + (byr1 = bys1) + (B2 — bBsi2) + (D543 = Byi3) + ...+ (b — by) + Bria
= by -by

3Sie sollten sich diese Formel gut merken — sie taucht in ni€iéuationen immer wieder auf!
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> Beispiel 3.4 Wir wenden den Teleskop-Trick auf

— - l
5= ; k(k+ 1)

an. Da
1 1 1

k(k+1) k k+1

erhalten wir
Teleskopsumme
o\

s - (L), (iy,(iny, (1 1y_, 1
-1 2 2 3 3 4/ 77 \n n+1) 7 n+1
> Beispiel 3.5 Wir wenden den Teleskop-Trick agf;_,x* mit x # 0 an. Gesucht sinth, mit
Xk = by,1 — by fur allek > 0. Ansatzb, = f(k)x*. Dann gilt:

XK= f(k+ )X - f(k)x* = 1=f(k+1)x- f(Kk)

Der Ansatzf (k) = f(k + 1) ergibt f (k) = ﬁ und damitb, = ;‘—_kl Also gilt:

n n+1 n+1l
k X 1 X -1
X :b — = — = .
; n+1 = bo x-1 x-1 x—1

> Beispiel 3.6. (Ratenzahlung) Im taglichen Leben hat man meist nicht nur Einmalzahlungen z
leisten, sondern haufig werden gleiche Beitr&ja regelmaligen Abstanden (Zeiteinheiten wie
Monat, Vierteljahr, Jahr, usw) ein- oder ausgezahlt (Ra&amten, Pensionen, usw.). Das einge-
zahlte Geld wird wieder mix% verzinst.

Bei dernachschissigeRente erfolgt die Zahlun® am Ende des Zeiteinheits, bei derschis-
sigenRente dagegen zu Beginn der Zeiteinheit. In ZusammenhanBenten interessiert man
sich vor allem fur den Gesamtwert, unter Berlicksichtiguag ¥inseszins, den eine Rente am
Anfang bzw. Ende der Ratenzahlungen hat. Hierbei kommtegitian, ob die Rente nach- oder
vorschissig ist. Denn bei nachschissiger Zahlung ekmealigen Rente wird die erste Renten-
zahlung nur § — 1)-mal verzinst, bei vorschissiger almemal.

Nehmen wir an, Sie zahlen monatliam Anfangdes Monats (vorschissige Zahlung) den Betrag
R auf ein Konto ein und das Geld werde wieder x# verzinst (z.B. ein Festgeldkonto). So
haben Siem Endedes ersten Monats

Ki=R-q mit q:=1+-—.
Am Ende des zweiten Monats
Ky = R-q + R-o?

\v/
Geld von diesem Monat Geld vom Vormonat

und allgemeiner am Ende deiten Monats
K. = Rg+Rq+...+Rq
R-(Q+ % +...+q")

2 n-1 ; . L
Rol+g+g°+...+9") mltq._1+100
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Bei der nachschissigen Zahlungen ist

R+ Rg+ Rf...+ Rq'?
RA+g+0°+...+q"})

K

Falls zu Beginn des Zeitraums auch noch ein Anfangskaligalorliegt (wie oft bei Ratenspar-
vertragen), so ergeben sich als Endwerte entsprechend

K, = Kog"+ quq _1 (vorschussiger Zahlung)
K, = Kog"+ Rq -1 (nachschussiger Zahlung)

Angenommen, Sie schliel3en mit Ihrer Bank einen Ratenspieagediber 10 Jahre und zu einem
ZinsfulR vonx = 6% ab. Zu begin des ersten Jahres zahlen Sie einen Einnagjlvein 150GE ein
und anschlieRend jeweils am Ende des Jahres eine Rate ve& Y@lchen Wert hat das Kapital
nach 10 Jahren?

Da es sich um nachschiissige Ratenzahlung handelt, emdildalsiEndwert

1,06%0 - 1
1,06-1

Das von lhnen eingezahlte Kapital betrégt 15000 - 200 = 3.500€. Der Rest stammt aus den
Zinseszinsen.

K10 = 1500- 1,06 + 200- ~ 5.322€

Ldst man die Rentenendwertformeln (ohne AnfangskapiathiR auf, so kann man bestimmen,
welche jahrliche Rate zu zahlen ist, um bei einem Zinsful3#omachn Jahren ein gewlnschtes
Kapital K,, zu erhalten. Mit dem Aufzinsungsfaktay = 1 + 35, ergeben sich bei nach- und
vorschissiger Zahlung:

q-1 _Kn_Koqn q-1

R= (Ky — Kog") -
( OQ)q

> Beispiel 3.7. Fiur ihre Wohnung haben Sie sich endlich den neuen Fernsgh¥ideorekorder fur

A€ gekauft. Bei einem monatlichen Zinssatz v zahlen Sie fiin Monate pro MonaR€
zurtck und haben dann alles getilgt.

Frage: Wieviel missen Sie monatlich bezahlen, d.h. wie mtdR?

Um dieses Problem zu behandeln, machen wir eine Art dopBeitafihrung, namlich das ver-
zinste Darlehen bei der Bank sowie die Gesamtsumme der ltmz&etrage. Stichtag ist jeweis
der 1. Tag im Monat nach der Einzahlung.

Darlehen eingezahlte Betrage

1.Monat A R
2. Monat Aq Rg+ R

3.Monat A R + Rg+ R

k-ter Monat Ag?! R t+...+Rg+R

wobei wiederq = 1 + 755
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Wenn nachim Monaten alles bezahlt ist, muss

AL = R(q" 1 +...+Rq+R) = qu __11

gelten. Also ist
qn _ qn—l
R=A ————
-1

ihr monatlich zu bezahlender Betrag.

Als Beispiel betrachten wiA = 1000€ undn = 24 beix = 1% =0,5;alsog=1+ ﬁ) = 1,005.
Dann mussen Sie monatlidR = 44,10 — € einzahlen. In dieser Zeit haben Sie aRo24 =
1058 — € gezahlt.

> Beispiel 3.8 (Jahresrenten)Sie gewinnen in einem Lotto 6(M00<€. Der Lotterieinhaber macht
Ihnen einen Vorschlag: statt diesen Betrag bereits jetztabazuzahlen, konnen Sie 20 Jahre
lang jedes Jahr 5000€ ausgezahlt bekommen. In 20 Jahren hétten Sie also auf IhmetoK
1.000.000<€ (eine Million!) Wrden Sie einen solchen Vorschlag annehmegenn eine lhnen
bekannte Bank8% Zinsen flr Ihr Kapital jahrlich (mit Garante!) bezahlesgréit ist?

Der Grund, warum der Zinssagrhier wichtig ist, ist folgender. Wenn wir 20 heute mit Zinssatz

p anlegen, so werden wir im néchsten Jah# () - 10 = 10,80€ haben, (& p)?- 10~ 11,66€

in zwei Jahren, usw. Oder anders gesagt€1Q@lie sie im nachsten Jahr bekommen, sind heute
nur 1/(1 + p) - 10 ~ 9,26< wert. Der Grund: wenn wir heute 26€ anlegen, so haben wir in
einem Jahr (% p) - 9,26 = 10€.

Die Auszahlungn = 50.000€ am Anfang des ersten Jahres ist nattirlich andfuro wert. Aber
die Anzahlung am Anfang des nachsten Jahres istmi(t + p) wert, die am Anfang des dritten
Jahres ist num/(1 + p)? wert, usw. und die am Anfang desJahres ist num/(1 + p)*~* wert.
Die gesamte Auszahlung ist also in Wirklichkeit (betrathtan heute) nur

- m

wert mitp = 0,08. Setzen wi := 1/(1 + p), so erhalten wir

V(n)

I
3
>

(nach (3.2))

= m-

Furm = 50.000€, n = 20 undp = 0,08 ergibt sichv ~ 530.180, - €.

4Um der Realitat nahe zu kommen, sollte man einen Zingsaii 3% < p < 5% annehmen. Und mit der Garantie ist
auch so eine Sache ...
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Harmonische Reihe

Im Allgemeinen sind die Summe8, = > /_,a sehr schweexaktzu bestimmen. Andererseits
reicht es in vielen Fallen insbesondere in der Laufzeitegalon Algorithmen, nur eine verninftige
Abschatzungir S, zu finden.

Als Beispiel betrachten wir die Teilsummen d@rmonischen Reihe

1 1 1 &1
Hn._l+2+3+ E_ZE' (3.4)

Es ist fur die SummeH,, keine geschlossenen Form bekannt, die sie vereinfachtséNatzen nun
H,. gegen den Logarithmus ab. Dafur teilen wir die Summandeak&hen auf und zwar setzen wir

P ._{ 1 1 1 1 }
R G T T M |

e (33 (532

Ist K die Anzahl der vollen Péackchen, somuds®<n<2K -1 gelten, woraus

D.h.

logo(n+1) <K <log,n+1

folgt. Ein volles Péackche®, enthalt|Py | = 25 — 2k-1 = 2k-1 Zahlen. Die gréRte Zahl iRy ist 2k L
die kleinste istﬁ und|Pg| = 21, Hieraus schlieRen wir (fiir jedes volles Péckchen)

1
= [Pyl - —< DXL P 5 =1

x€Py
Aufsummiert erhalten wir
K+1
Iogz(n+l) Z—<H Zl:logzn+2.
k=1

Genauer kann man sogar zeigen, dass
INnn<H, <Inn+1

In gewissem Sinne ist diese Abschatzung nicht wesentlibkéirger als die oben angegebene. Der
naturliche Logarithmus ist ein konstantes Vielfaches desi&rlogarithmus und beide Abschéatzungen
sagen aus, dass die Sumnig¢n“asymptotisch” wie ein Logarithmus wachsen:

Satz 3.9. (Harmonische Reihe)

1
Inn< H, = Eglnn+1 (3.5
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> Beispiel 3.1Q (Laufzeit vom Quicksort Algorithmus) Die (erwartete) Laufzeit von Quicksort Al-
gorithmus kann man durch

T(n) =

lljl+1

darstellen. Nun wollen wir diesen Ausdruck vereinfachen.

T(n)

>y

i=1 j=i+1

j—I+l_2 ZZ

j—I+1_
i=1 j=i+1

< 2-) H,  (H, die harmonische Reihe)
i-1
2n-H, <3(ninn)

Der folgender Satz ermdglicht es, endliche Summen durdygtate abzuschéatzen. Eine Funktion
F(x) heitStammfunktiomer Funktionf (x), wennF’(x) = f(x) fur alle x gilt. Der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung besagt, dass q[é’nﬁ(t)dt = F(b) - F(a) qilt.

Satz 3.11. (Integral-Kriterium) SeiF(x) eine Stammfunktion vori : R — R.

(@) Wennf monoton wachsend ist, dann gilt
F(n)-F(m-1) <Y _ f(i) < F(n+1)-F(m).
(b) Wennf monoton fallend ist, dann gilt

F(n+1)-F(m) < 2": f(i) <F()-F(m-1).

Beweis. Wir verifizieren nur Teil (a). Teil (b) folgt mit analogem Augnent. Daf monoton wachsend
i+1
ist, gilt f(x)dx < f(i +1), denn die Flache unter der Kurfé€x), zwischeni undi + 1, ist

nach oben beschrankt durch die Flache des Rechtecks zwisehdi + 1 mit der Hohef (i+1).Die
Flache dieses Rechtecks i + 1) - 1= f (i + 1).

Esist also

F(n)—F(m—1)=/n f(x)dx= Z/ f(x) dx < Z f(|+1)_Zf(|)

i=m-1 i=m-1

Analog erhalten wir

i+1
10) </ f(x) dx
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i i+1 j +1
(a) (b)

Abbildung 3.1: Fall (a)fl.’ur1 f(x)dx < f(i +21) und Fall (b)f(j) < fjj” f(x) dx

dennf ist monoton wachsend und damit

+1
f(x)dx=F(n+1)-F(m).

if(i)gij[ﬂf(x)dx:/

n
m

> Beispiel 3.12 Wir betrachten die Reih&, := Y ;_; k* fur a # -1. (Fura = -1 das ist die
harmonische Reihe und wir haben bereits sie duch das Lbgarét abgeschatzt.) SEi(x) =
x4*1/(a+1). DaF(x)’ = x4, istF eine Stammfunktion vor® und wir erhalten als Konsequenz:

n“tt <'S, - (a+1) < (n+ 14+t

3.2 Unendlicher Folgen
Wir wollen das Verhalten einemendlicher~olge
<a,> = Qg,aqz,ay,. ..

betrachten. Inshesondere wollen wir wissen, ob sich digd-mjendwan stabilisiert, d.h. ob es eine
Zahla € R gibt, so dass fir jede (beliebig kleine) Zaht 0 “fast alle” Gliedera,, um hochstense
von a entfernt sind. “Fast alle Glieder” heil3t hier “alle auRRezlldgicht endlich vielen ersten Gliedern”.
Gilt dies, so sagt man, dass die Folge gegekonvergiert(oder streb), und nennt diese Zahl den
Grenzwertvon <a,,>. D.h. die Folge<a,, > strebt gegem, wenn die folgende Aussage gilt:

YVe>03dNeNVn>N: |a,—-a]l<e (3.6)
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Um die sprachlichen Formulierungen zu vereinfachen, mesgen wir nun, dass die Aussage
fur fast alle ngilt P(n)

bedeutet, dass
EigenschafP(n) fur alle, bis auf endlich viele gilt

Also konvergiert eine Folgea,, > gegera genau dann, wenn fast alle Folgenglieder inddeimgebung
Ucs(a) :={xeR: |x—al < e} vonaliegen unde > 0 kann beliebig klein gemacht werden. Fir die
Konvergenz einer Folge sind also nur die “hinteren Gliederantwortlich, was am Anfang passiert
ist egal.

Wiederum anders formuliert: Eine Folge konvergiert gegarreGrenzwert, falls es

zu jederToleranzgrenze > 0 einenSchwellenwert Ne N gibt, ab dem die Folge die vorgegebebe
Genauigkeita,, — al < € erzielt.

Die Negation der obigen Aussage (3.6) ist
de>0YNeNdIn>N: |a,—a|l>¢€

D.h. die Folge<a,, > strebtnichtgegena, wenn es eine Ungebund,(a) gibt, so dassinendlich viele
FolgengliedermauRerhalbdieser Umgebung liegen.

Diese Begiifsbestimmung (Konvergenz) ist die Grundlage der Analysah& Bedeutung beruht
darauf, dass viele Grof3en nicht durch einen in endlich ni€lehrittenexaktberechenbaren Ausdruck
gegeben, sondern nur mit beliebiger Genauigkgjiroximiertwerden kénnen.

Eine wichtige Eigenschaft konvergierenden Folgen ists digs Grenzwergéindeutigbestimmt ist.

Behauptung 3.13. Jeder konvergente Folgea, > hatgenau einerGrenzwerta. Dieser Grenzwert
wird mit a = lim a,, bezeichnet.
n—oo

Beweis.Sind a und a’ Grenzwerte ein und derselben Folge,> und a # a’, dann wahlen wir
€ = '“‘—2‘" Ab einem SchwellenwerN € N liegen alle Folgengliedea, mit n > N in der
e-Umgebung vona. Es gibt auch einen Schwellenwad’, ab dem alle Folgenglieder in der

Umgebung vora’ liegen. Ab dem grof3eren der beiden Schwellenwerte miusseRalgenglieder
also im Durchschnitt der beidenUmgebungen liegen. Der Durchschnitt ist aber leer: Gelmres

in beiden Umgebungen, so kdme man zu der unsinnigen Absiigitz

la—a'|=]la-x+x-a|<|x-al+|x-a|<e+e=]a-al.
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Im Umgang mit dem Begfti der Konvergenz benutzt man ein wichtiges Prinzip, das a#dzime-
dische Prinzippbekannt ist:

Zu jeder reellen Zahk € R gibt es einn € N mit X < n.

Insbesondere erlaubt dieses Prinzip zu zeigen, dass €lige €&, > eineNullfolgeist, d.h. gegen 0
konvergiert. Der Grund, warum Nullfolgen wichtig sind, affensichtlich: lima,, = a genau dann,

n—oo

wenn<a, — a> eine Nullfolge ist.

> Beispiel 3.14 (Das fundamentale Beispiel) Die Folgg = 1/n, n > 1, ist eine Nullfolge:
lim (1/n) = 0.

Beweis: Sek > 0. Dann gibt es eine natirliche Zakimit N > 1/e. Wir wahlen ein solches|
und erhalten fir all& > N ebenfallsn > 1/e und dahetl/n-0| = 1/n < e.

> Beispiel 3.15 Die Folgea, = X" mit x € R und|x| < 1 ist eine Nullfolge, d.h. limx" = O fur
x| < 1.
Beweis: Seie > 0 undq = 1/|x|. Daqg > 1, gibt es es eine natirliche ZaNl mit ¥ > %
Wir wéahlen eine solche Zah\ und erhalten fur allen > N ebenfallsq” > 1/e und daher
11/9" - 0] = 1/9" <e.

Eine divergente Folgea, > ist “bOsartig”, da sie keinen Grezwert besitzt, d.h. diegeokeinen
einzelnen “Haufungspunkt” hat. Soll man sofort solche Enlgregwerfen? Nicht unbedingt — es kann
sein, dass die Folge trotzdem “stabil genug” ist, wenn sievanige verschiedene “Haufungspunkte”
hat.

Ist <a,> eine Folge und X ng < n; < ny... eineunendlicheFolge von natirlichen Zahlen, dann
wird (&, ) = 8y, 8n,, an,. - - - €ineTeilfolgevon (a,),en genannt.

Zahla € R heiRtHaufungspunkvon <a,, >, wenn es eine Teilfolgea,, > gibt mit klim a, =a

In anderen Wortena ist ein Haufungspunkt vor.a,, >, wenn in jeder Umgebung voa unendlich
viele Folgenglieder liegerf. Der grofdte Haufungspunkt heilBimes-Superiound wird als

lim supa,, oder [im a,
bezeichnet. Der kleinster Haufungspunkt heiighes-Inferiorund wird mit
liminf a, oder lima,

bezeichnet. Bei konvergenten Folgen stimmen beide Ubdimisupa,, = liminf a,,.

> Beispiel 3.168 Betrachte die folgeca,> mita, = (-1)" + % Dann strebt die “gerade” Teilfolge
<ag,> gegen 1, wahrend die “ungerade” Teilfolgeay..1> gegen-1 strebt. Die Haufungspunkte
sind also limsu@,, = 1 und liminfa,, = —1.

Satz 3.17. (Bolzano—WeierstraR)Jede beschrénkte Folge reeller Zahlen hat mindestens ldinen
fungspunkt.

5Zur Erinnerung:a ist ein Grenzwert vorka, >, wenn in jeder Umgebung voa fast alle(d.h. alle, bis auf endlich
viele) Folgenglieder liegen.
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Beweis.Ist die Folge<a, > beschrankt, so gibt es zwei Zahlag < by mit der Eigenschaft, dass
fast alle Folgenglieder in dem Intervadld, bp] liegen. Wir halbieren das Intervaldj, bp]. In einer der
beiden Halften sind unendlich viele Folgenglieder, diee€irilfolge von<a,, > bilden. Diese Halfte
sei [a1, b1]. Setzen wir das fort, so erhalten wir eine Intervallschielcing mit gemeinsamen Punkt
h. Dies h ist Haufungspunkt. Ist n&dmlich > 0 gegeben, so gibt es el mit |ay — by | < € und

h € [ay, by]. Nach Konstruktion sind indy,by] € (h - €,h + € unendlich viele Folgenglieder.o

3.2.1 Konvergenzkriterien fur Folgen

Natdrlich méchten wir den Grenzwert einer Folge bestimmidaer zuerst ist zu klaren, ob die Folge
Uberhaupt konvergiert und hier helfen uns sogenalinterergenzkriterien

Die Folge<a,,> heil3tbeschanktfalls es einL € R mit |a,| < L fur alle n gibt.

Es ist klar, dass unbeschréankte Folgen keinen (endlicheenz@/ert haben kénnen. Also sind solche
Folgen besonders “bdsartig” und man kann solche Folgemtseéy werfen. Was aber wenn eine Fol-
ge beschrankt ist? Dann muss sie auch nicht unbedingt eiremz®@ert haben: Nimm zum Beispiel

a, = (-1)".

Ist die Folgemonoton fallenda, > a,.1 fur alle n) odermonoton wachseng,, < a,.1 fur allen),

so konnen die Folgenglieder nicht hin und hier springen k&men sich nur in einer Richtung (nur

nach oben oder nur nach unten) bewegen. Nattrlich, reiehtidnotonie alleine noch nicht: z.B. ist

die Folgea,, = n (streng) monoton wachsend aber lgn= co. Der Grund hier ist, dass diese Folge
unbeschréanktwachst.

Beide Eigenschaften — Monotonie und Beschrankung — halbein &kinen bzw. nur einen geringen
Bezug zur Konvergenz, ihre Kombination ist aber Gberrasgbaveise sehr méachtig und liefert ein
oft benutztes Konvergenzkriterium.

Satz 3.18. (Monotonie-Kriterium) Ist die Folge<a,,> monoton, so gilt:

<a,> ist kovergent < <a, > ist beschréankt

Beweis.(<): Seiag < a1 < a2 < ... eine monoton wachsende und beschréankte Folge (der Fall
einer monoton fallender Folge ist analog). Dann gibt es ebr@e Schranké € R mit a,, < L fir

alle n und sogar ein&leinsteobere Schranka mit der Eigenschafté fur jedese > 0 gibt es ein

N = N(e) mita— ay < €. Damit gilt fir allen > N:

<e >0
) )

~ N 7 N
la-a,=a-a,=(a-ay)—(a, —an) <e.

Da dies fur beliebig kleines > 0 gilt, strebt<a,, — a> gegen 0 und deshalb muss gegena streben.

(=) Dieser Richtung gilt fur beliebige (nicht nur fir monotgri®lgen: Ist die Folgeca,, > konver-
gent, so ist sie beschrankt. Sei lajp = a. Dann gibteN mit |a, —a|] < 1,dh.a-1<a, <a+1
fur allen > N. Setzen wib = maxa - 1,a + 1}, so ist|a,,| < bflr allen > N. Damit ist aber auch
la,| < L flrallen, wennwirL alsL = b+ |ag| +... + |ay| hehmen. O

6D.h. die Folgenglieder beliebig nahe akkommen.
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Es gibt auch ein paar anderen nutzlichen Konvergenzlegiteri

Satz 3.19.

1. Majorantenkriterium fir Nullfolgen: Ist lim a, = Ound|b,| < L - |a,| fur L > 0 und fast
allen, dann gilt lim b,, = 0. Die Folge<a,,> heil3t dann dieMajorantefiir die Folge<b,,>.

n—oo

2. Ist<a, > beschrankt und linb, = 0, dann gilt lima,, - b, = 0.

n—00 n—00

3. Vergleichskriterium: Seien<b,> und <c,> zwei Folgen mit demselben GrenzwdxtGilt
b, < a, < ¢, fur fast allen, so gilt lim a,, = h.

n—oo

Beweis.Zu 1: Seie > 0 beliebig. Da<|a, |> eine Nullfolge ist, gibt es einen Schwellenw&it so
dassla,| < €/L furallen > N. Dann gilt auch fur allen > N: |b,| < L-]a,| <L-(e/L) = €.

Zu 2: Da<a, > beschrankt ist, gibt es ein > 0, so dassa,| < L gilt. Sei nune > 0 beliebig. Da
<b,> eine Nullfolge ist, gibt es einen Schwellenwéliso dassh,, | < /L fur allen > N gilt. Dann
gilt auch fur allen > N: |a, - b,| = |a,] - |b,]| < L - (e/L) = €.

Den Beweis des Vergleichskriteriums lassen wir als Ubunigsédoe. ]

> Beispiel 3.2Q0 Zu zeigen:
lim %/n=1. (3.7)

n—oo

Dazu betrachten wir die Folgg, = %/n— 1 mitn > 1. Nach dem binomischen Lehrsatz (siehe
Satz 1.41) qilt fur jedes > 2:

n=(1+b,)" =§n: (?)b; > <;>b§ _ n(nz— D 2

i=0

und daraus durch Umstellung
2
b2
N1

Da 1/n eine Nullfolge ist, ist auch linb, = 0, woraus lim3/n = lim(1 + b,)) = 1 folgt.

<4

Sl

Genauso kann man

lim V/nc =1 (3.8)

n—oo

fur jedesc € R, ¢ > 0 zeigen.

> Beispiel 3.21 Seic > 1 eine ganze Zahl und betrachten die Falge= %/c. Dann gilt 1< {/c <
{/n, wennn > cist. Der Grenzwert vork/nist 1 (siehe das vorige Beispiel). Auf der linken Seite
haben wir eine 1, also ist der Grenzwert auch 1. Nach demaiehgkriterium gilt: lim 4/c = 1.
n—o00

> Beispiel 3.22 Dieses Beispiel soll zeigen, dass man unter Umsténden laides einer Nullfolge
mit dem Gliedern einaninbeschranktefrolge multiplizieren darf, ohne die Nullfolgeneigensdhaf
zu verlieren.
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Wir betrachten die beiden Zahlenfolgenx”> = 1,x,x?,x3,... und <n> = 0,1,2,3,... mit

0 < |X| < 1, und bilden daraus die Folgea,,> mit a, = nx". Indem wir|x| als 1351 fur ein
g € R schreiben, folgt fin > 2:
n
InX*| = = - -
L+a)r 1+ (Da+ (H)@+...+q
- n 2 _ 2 1
(5)a? (-1 g n-1

L

Damit haben wir gezeigt, dass die NuIIfoIg;—;%g) eine Majorante fir die Folge, = nx" dar-
stellt, und das Majorantenkriterium fir Nullfolgen sagsudass aucka,, > eine Nullfolge ist.
Die Folge<n—fl> ist erst recht eine Majorante fir die Folge >, was uns das Nebenergebnis
liefert, dass<x" > flr |x| < 1 eine Nullfolge darstellt.

Wenn man nicht zeigen kann, dass eine Folge konvergentistiiamn man dann zeigen, dass diese
Folgedivergiert? Dazu kann man das folgende Kriterium benutzen.

Satz 3.23. (Teilfolgenkriterium) Wenn eine Folge gegem konvergiert, dann konvergiejgdeihre
Teilfolge gegera.

Beweis.Sei (@,),en €ine Folge undd;,, )xen ihre Teilfolge. Seia,, — a unde > 0 beliebig klein.
Dann gibt es einmg, so dasga, — a| < e fur allen > my. Wahlekg so, dassy, > mp. Dann ist
Nk > Nk, > Mo flr alle k > ko und damit aucha,, —al < e. O

Wie kann man dieses Kriterium benutzen, um divergenz eialgye<a,, > zu zeigen? In vielen Félen
reicht es einanonotoneund unbeschrankteleilfolge von <a, > zu finden. Dann muss auch nach
Monotonie-Kriterium auch die Folgea,, > selbts divergieren!

Konvergente Folgen nahren sich ihrem Grenzwert beliebigerem. Das hat Konsequenzen fur die
Beziehung der Folgenglieder untereinander: Auch sie nniisskebig nahe aneinander riicken. Diese
Eigenschaft nennt man auch das Cauchy-Kriterium.

Eine Folge<a, > reeller Zahlen heif€auchy-Folgewenn
Ve >03dNVYnm>N: |a, —a,| <e.

Man nennt diese Eigenschaft “Konvergenz in sich”. Infodmiegal wie klein die (vone bestimmte)
Umgebung ist, kommt die Folge irgendwann mal hinein undobliéir immer da.

© 2003 by S. Jukna



104 KAPITEL 3. EINSCHUB AUS DER ANALYSIS

Cauchy-Kriterium

Eine Folge reeller Zahlen ist genau dann konvergent, weareisie
Cauchy-Folge ist.

Die Behauptung “konvergiert = Cauchy-Folge” ist trivial. Weniger trivial ist die andere
Richtung “Cauchy-Folge= konvergiert”: Es ist nicht sofort klar, warum sich eine beéige,
hin und hier springende Cauchy-Folge irgendwann mal dadbilisieren muss.

Beweis. (=): Sei<a, > konvergent mit Grenzwer. Dann gibt es zie > 0 ein N = N(e) mit
|a, —al < e furallen > N. Es folgt

|an _aml < |an _a| + |a_am| < 2e

fur allen,m > N (Dreiecksungleichung). Das is “Cauchy” mit fir €.
(&): Sei<a, > eine Cauchy-Folge. Dann gibt &se N mit |a,, — a,,| < 1 fur allen,m > N. Damit
ist fur allen > N

lan| = la, —ay +ay| < lay —an| + lay| < 1+ |ay]

Setzes = maxX|ag|, |a1l,...,lay-1l,1+ |ay|}. Dann gilt|a,| < sfurallek € N, d.h. die Folge<a,, >
ist beschrankt. Damit hat die Folgea, > einen Haufungspunkb (nach dem Satz von Bolzano—
Weierstral3). Wir werden zeigen, ddsder Grenzwert vor:a,, > ist.

Seie > 0 gegeben. Es giit € N mit |a,, —a,,| < €/2 fur allen,m > N (Cauchy-Folge). Andererseits
(dab ein Haufungspunkt ist) gibt es fur jedasn > nmit |a,, — b| < €/2. Damit gilt fiir jedesh > N

€ €
|an—b|:|an—am+am—b|<|an—am|+|am—b|<§+§:e.

O

Vorsicht mit dem Cauchy-Kriterium: Aus der schwachereneBgrhafta,.1 — a,| < € fur

allen > N(e) kannnicht auf die Konvergenz vor a,, > geschlossen werden! So gilt etwa fir
H, = > 7.1 1 wegenH, ;1 — H, = = sicherlich lim(H,.1 — H,) = 0. Aber wir haben bereits
gezeigt (siehe 3.5), dadd, > Inn gilt. D.h. die FolgeH,, ist nicht beschrankt und somit (nach
Monotonie-Kriterium) ist sie divergent.

3.2.2 Bestimmung des Grenzwertes

Soll der Grenzwert einer Folgea,, > bestimmt werden, so muss zunachst die Konvergenz der Folge
gezeigt werden. Dazu benutzt man eins der oben genanntereitge@mzkriterien. Angenommea,=
lim a, existiert. Man muss nua bestimmen. Wir beschreiben eine allgemeine Vorgehensweis

n—oo

Definition: Eine reelle Funktionf heil3tstetigin a € R, falls fir jede Folge<a, > mit lim a, = a
gilt: lim f(a,) = f(a),d.h. lim f(a,) = f(lim a,).
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Intuitiv bedeutet die stetigkeit voh, dass die Funktion keinen Sprungamacht. So ist zum Beispiel
die Funktionf : [0,1] — {0,1} mit

_ [ 0 fallsxe[0,1)
f(x)_{ fallsx = 1

nicht stetig inx = 1. Die Funktionf (x) = x—lz ist Uberall stetig, au3er im Punkt= 0. Zum Beispiel
stetig Uberall sind:

Polynome, &, VX, x* mit a > 0, n* sin(x), cos), usw.

Satz 3.24. Sei die Folge<a,, > rekursiv alsa, ;1 = f(a,) gegeben, wobef : R — R eine stetige
Funktion ist. Existiert der Grenzweat= lim a,,, so gilt

n—00

f(a) =a

D.h. der Grenzwera ein Fixpunkt vonf (x) ist.

Beweis.

stetigkeit
a=lim a, = I|m A1 = I|m f(a,) = f( lim a,) = f(a).
n—oo

n—00

O

> Beispiel 3.25 Sei<a,> durchag = 2 unda, .1 = +/a, gegeben. Die Folge ist beschrankt:l
a, < 2 (Induktion). Daa, > 1, gilt a,4+1 = V&, < a,; damit ist die Folge auch monoton
fallend. Mit dem Monotoniekriterium existied = lim a,,. Dann ist

n—oo

stetigkeit
a=1lima, = I|m A1 = I|m va, = lim a, = Va,

n—00 n—00

also muss der Grenzwert entweder 0 oder 1 sein, da dies diganLosungen der Gleichung
a = +/asind. Da alle Folgenglieder 1 sind, kann 0 nicht Grenzwert sein, also gilt liy = 1.

> Beispiel 3.26 (Existenz der Wurzel) Seib € R, b > 0 fest. Wir betrachten die Folgea,, > mit

ap > 0 und
a _1 a+3
n+1—2 n a,

Zu zeigen: Ilma,, = +vb. Die Folge ist monoton fallerida, > a,.1 und beschrankt: Aus
ap >0 folgt an > 0 fUr allen. Nach dem Monotoniekriterium existiesit= lim a,,. Dann ist mit

n—oo

Sei f(x) = 3 (x+ ) Danngiltf(x)2 > b = x*+2x%b+b% > 4x%h = x*-2x°b+ b2 > 0 =
(X2 - b)2 > 0. Alsoist f (x)2 > bfiir alle x und somit aucta? > b fiir allen > 1. Deshalb gilt:
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f(x):=3(x+2)

Nl

a = lim a, = lim a,.1 = lim f(a,)
n—oo n—oo

n—oo

stetigkeit
= f(lim a,) = f(a)

n—oo

_ Yaik
B 2 a

Haufig benutzt man bei der Bestimmung der Grenzwerte voneRaticht direkt die Definition, son-
dert fuhrt die Konvergenz nach gewissen Regeln auf schoaré& Folgen zuriick. Dazu dienen die
folgenden Regeln (deren Ableitung Regel ist als Ubungsdéagestellt).

und damit gilta® = b.

Grenzwertregeln:
Seien<a, > und (b, ) konvergente Folgen mit ling,, = aund lim b, = b, dann gilt

1. lim(a,+b,)=a+b

2. lim(a,-b,)=a-b Spezialfall: lim(c-a,)=c-a
3. lim % - % (falls b % 0 undb, # 0 fiirn > ng)

4, lim |a,| = |a|

5. lim V]a,| = V]a|

3.3 Unendliche Reihen

Die zu einer unendlichen Folgea, > = ap, a1, ay,. .. gehdrenddReiheist die Folge<S,> mit S, =
> " oa:. Den Grenzwert der Teilsummen-Folg&, > bezeichnet man oft als.,_ a,.

Diese (am haufigsten benutzte) Bezeichnupg*; a,” ist nur eine Verabredung — unendliche

Summen als solche sind nicht definiert! Hat aber die Fel§g> einen Grenzwer§, so kann
man bereitsy > ,a, = S schreiben. Damit versteht man dann, dass “die Fel§g> mit S, =
> @ gegenSstrebt”. Also ist

Z a, = die Bezeichnumg fiir Iimz a,.

n=0 nee n=0
> Beispiel 3.27 Betrachtet man die (alternierende) Folge= (-1)", so kann man nicht ohne wei-
teres die enstprechende Reihe als “unendliche Summe’tgiben:y " ja, =1-1+1-1+
1-1+...,daman sonst “zeigen” konnte, dass die Reihe gegen 0 kdekterg
l1-H)+2-D)+(Q2-D+...=0

N A

0 0 0
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wie auch gegen 1
1+£—1+ 1)+£—1+ 12+£—l+ 1)+... =1,
o o o
was naturlich ein Schwachsinn ist. Deshalb muss man diprexisende Reihe als die Folgg, |
mit S, = > _o(-1)" betrachten. Dann haben wit; = +1,5 =0,$ = +1,$ =0, S = +1,
usw. — eine Folge, dieftensichtlich divergiert: sie springt immer zwischen 1 und 0.

Aus dem Monotonie-Kriterium flir Folgen (Satz 3.18) ergiichsdas folgende Konvergenzkriterium
fur Reihen.

Satz 3.28. Majorantenkriterium fur Reihen: Gilt 0 < a, < by fur fast allek und konvergiert dig
Reihe ", bk, so kovergiert auch die Reil}e);_, a.

Beweis.Nach dem Monotonie-Kriterium fur Folgen (Satz 3.18) ist @@vergente Folgd, =
> r—o bx beschranktife > 0). Folglich (daay < by) ist auch die Folged, = > ;_,ax beschréankt
und damit muss sie auch konvergieren (widerum nach dem MamKriterium fur Folgen). ]

Geometrische Reihe

Wir wissen bereits, dass

fur beliebigesx # 1 gilt. Da fur |x| < 1 die Folgea,, = x" eine Nullfolge ist (siehe Beispiel 3.15),
erhalten wir (mit der Benutzung der Grenzwertregeln):

Unendliche geometrische Reihe

- 1
> Xk = T falls |x| < 1 (3.9)
k=0
> Beispiel 3.29
0,999999999.. =0 9§:(1/10)’< —09-—* -09.2%_,4
' T ST 11— T 9 T
> Beispiel 3.3Q
1 1 1 f
1+2+4+§+ 2(1/2) m =2.
1 1 1 f
1-5+27 g% Z( V2= =y =2
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Wir betrachten die folgende Reihe:

n
DX =x+2¢ 433+ +nxt,
i=1
Das istkeinegeometrische Reihe, da der Quoti@nt; /a; nicht konstant ist. In solchen Féllen kann

uns eine unserer alten Freundinnen — diddéenzierung — helfen. In unserem Fall kénnen wir zum
Beispiel beide Seiten der uns schon bekannten Gleichuy (3.

differenzieren und erhalten

Also folgt 8

= —(n+1)x"(1-x) - (-1)(1- x"*Y)
> ixi T
—(N+1)X* + (n+ 1)x* + 1 - xn+t
(1-x)?
1-(n+1)x* +nx+*t
(1-x)?

Die Differenzierung verandert die Exponenten voim jedem Term. In unserem Fall haben wir ei-
ne geschlossene Form nicht ffii’", ix’ sondern fury_"", ix'~1 ausgerechnet (déste Term in der
letzten Summe ist’~1, nichtx?). Nichtdestotrotz ist die Losung (mindestens in diesert) Eemlich
einfach: multipliziere beide Seiten mit Dies ergibt:

(3.10)

z": i X (n+ 1)x**1 + nx+2
- (1-x)2

Obwonhl dieser Ausdruck auf dem ersten Blick nicht viel ethier aussieht, hat er aber eine schéne
Eigenschaft: fir beliebiges (aber festasy R mit |x| < 1 “strebt” die rechte Seite gegeti(1 — x)2,
wennn — oo (da fur|x| < 1 gilt lim x* = 0). Damit haben wir noch eine niitzliche Gleichung

erhalten:

Verallgemeinerte geometrische Reihe

>kt (1_ e falls |x| <1 (3.11)
k=0

sZur Erinnerung: ¥")" = nx"~1 und (—(( ))

f(x)"-g(x) — f(x)- g(X)'
8(x)?
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> Beispiel 3.31 (Unendliche Jahresrenten) Ein junger Familienvater hat einen Jackpot von
10.000000€ gewonnen. Das ist schon eine Menge Geld, man kann damit viasgem. Wir
nehmen wieder an, dass der Zinsenzatz0bei8% liegt (und zwar garantiert). Der Mann ist aber
ein guter Familienvater und will, dass von diesem Geld mniciiter, sondern seine Kinder, Enkel-
kinder usw. profitieren konten. Der Lottoinhaber weild dasmmacht einen Vorschlag: statt diesen
Betrag bereits jetzt bar auszuzahlen, will er (und spateeséachfolger) fur allk = 1,2,. .. (bis
zu unendlich!) am Endk-tes Jahres einen Betrag vkn m Euro mitm = 50.000€ zahlen. D.h.
im 1. Jahr bekomt der Vater SIDO<, im 2. Jahr bereits 10000€, im 3. Jahr 15M00< usw. Ab
dem 10. Jahr soll der Familienvater bereits eine halbe ddillind weiter noch mehr (jahrlich!)
bekommen, ab dem 20. Jahr bereits eine runde Million und fwabderum jahrlich) bekommen
usw. Falls dem Vater etwas pasieren sollte, werden die Kijedies Jahr mehr als eine Million
Euro pro Jahr bekommen, und spatere Enkelkinder solltemareeMillionen jahrlich ausbezahlt
bekommen. So rechnet der Mann: schon die Enkelkinder solitd mehr jahrlich bekommen,
als er von heutigem Gewinn fur Zukunft verteilen kénntenigtisehr attraktiv: der Betrag kann
unbeschranktvachsen — ein Paradies flr seine Nachfolger! Es ist docheschwglauben, dass
der Familienvater besser die heutigenQDD.000<€ + Zinseszins wahlen sollte. Ist das so?

Die Antwort ist: Der Familienvater sollte das Angebot besggdehnen. In unserem Fall hat die
gesamte Auszahlung in Wirklichkeit (betrachtet von heate)den Wert (siehe (3.3)):

VoS ;mp)k

1

= m- 1+” (nach (3.11) mik = ;)

m. 1+p

(multipliziere mit (1+ p)?).

Firm = 50.000€ undp = 8% = 0,08 istV = 8.437.500€. Und eine (intuitive) Erklarung

ist sehr einfach: Obwohl die Auszahlungen jedes Jahr waclsiedas Wachstum mit der Zeit
nur additiv, wahrend in Zukunft bezahlte Euresponentiellschnell ihren Wert (vom heutigen
Standpunkt) verlieren. Die Auszahlungen in der weiterekustt sind (im wesentlichen) wertlos.

Allgemeine harmonische Reihen

Wir betrachten nun die Reihen von der Form
i"’: 1
p f(K)
mit f (k) > k fur alle k. Fur f (k) = k ist das genau die harmonische Reihe.

> Beispiel 3.32 Harmonische Reihe

H, =
k=1

~l

ist divergent
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da (wie wir bereits gezeigt habehi, > Inn gilt und daher ist die Folgél,, nicht beschrankt.
Divergenz vorH,, kann man auch direkt zeigen:

243 >4 >8 4=
i}—1+}+1+i+1+}+}+£+1+i+ +£+
k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ' 16

Da unendlich oft mehr als/2 hinzuaddiert wird, ist limH,, =

n—oo

> Beispiel 3.33 Interessanterweise ist die “ahnliche” Reihe
n
1
$=> 1z
k=1

bereits konvergent! Da die FolgeS, > monoton wachsend ist, reicht es zu zegen, dass sie auch
beschrankt ist.

Behauptung: Fur allen > 1 qgilt S, < 2— 2

Beweis Induction nachn. Firn = 1 ist d|e Aussage feensichtlich richtig. Induktionsschritt:

nN—n+1
1 1 1

+ <2-—+ <2- .
(n+1)? n (n+1)? n+1

Si1=S

Mit sogenanntem “Verdichtungskriterium” kann man zeigdsss die Reihe
i 1
f (k)
k=1
bereits konvergiert, fall$ (k) um mehr als einem logarithmischen Faktor schnellekalgchst.

Satz 3.34. (Verdichtungssatz)Sei <a, > eine monoton fallende Nullfolge mé&, > O fur alle k.

Dann konvergiert die Reih{ a; gegen einen Grenzwef genau dann, wenn die “verdichtete”
k=1

Reihez 2t a,x gegen einen Grenzwe# konvergiert. Aul3erdem gi%S’ <SLKS.
k=0

Die Beweisidee ist einfach: Teile die Ausgangsreihe in Abgite der Lange bfirk =0,1,2,... auf
und betrachte die Summe von der Folgenglieder in jedem Alisetls den entsprechenden Folgen-
glied der verdichteten Reihe.

Beweis. Wir setzenS, := Y 7_; a undS, := > 7_; 2¥ay. Damitist firn < 2¢+1

S

ay+(@+ag)+(aa+...+a7)+...+ (B +...+am_q)

<
< a+2ap+4ay+...+2%an =9
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und firn > 2¢+1

S > aata+(az+ag)+(as+...+a8)+...+ (Qgkyq + ...+ 8gks1)

1
> a1+a2+2a4+4a3+...+2"a2k+1>ES,’L

Ist nun die verdichtete Reihe konvergent, d.h. 8h= S existiert, so ist auch die Ausgangsreihe
n—oo
konvergent (Monotonie-Kriterium) mit dem GrenzwéS’ < lim S, < S'. Ist dagegen die verdich-
n—00

tete Reihe divergent, so folgt aus der fiie 2¢*1 giiltigen Beziehung, > %S; auch die Divergenz
der Ausgangsreihe. m|

Satz 3.35.Die Reihez % konvergiert, falls
k=1

f (k) > klog, k

fur ein festeg > 1 und allek gilt.

Beweis. Zuerst betrachten wir die Reile);_; k™ mitr > 1. Anwendung des Verdichtungssatzes
fahrt auf
ey =2@7F) =xk  mit  x:=21"

Dar > 1, ist die verdichtete Reihe eine geometrische R@ié_l x* mit |x| < 1, welche konvergent
ist mit dem Grenzwert

ixk_l_ 1z 1
— T 1-x 1-2tr 2r_2 T 2l 7

Wenn wir nun die verdichtete Reihe vdn;"_, ﬁ mit f (k) > klogj k betrachten, dann erhalten wir

2k 2k 1

f2) < Zog@)y K

Da (wie wir gerade gezeigt haben) die Relhg"_, k™" konvergiert, muss nach dem Majorantenkri-
terium fur Reihen auch die Reib€e;_; J%l) und damit (nach dem Verdichtungssatz) auch die Reihe

> i-1 7y konvergieren. O

Verallgemeinerte harmonische Reihe: Fir jedes festas> 1 gilt:

> 1 _ 1
— = t 1 <1 . 3.12
;kr a mi <a<l+og— (3.12)
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3.3.1 Konvergenzkriterien fur Reihen

Aus der Konvergenz der geometrischen Reihe ergeben sidoldenden zwei wichtige spezifische

Konvergenzkriterien fur Reihen.

Satz 3.36.Die Reihed ", ax mit a; > 0 ist konvergent, wenn eine der folgenden zwei Bedingun

erfullt sind:

1. Wurzelkriterium: Es gibt eine reelle Zahl & 6 < 1, so dass fir fast alle gilt: {/a; < 6.

2. Quotientenkriterium: Es gibt eine reelle Zahl & 6 < 1, so dass fur fast allk sowohla; # 0

wie auch“;—zl < 4 gilt.

gen

Beweis.Um die erste Aussage zu beweisen, wende das Majoranteikritéiir Reihen aub ;" , 6%
an.

Um die zweite Aussage zu beweisen, vergleiche mit der gamnietn Reihez,‘f’zo ok, 0< 6 < 1.
Sei %2 < ¢ fur allek > n (n € N). Dann gilt: &, < 6 a, fur alle k € N. Also ist> ;" ,6%a,
Majorante vony_,._, & und die Reihé ", a konvergiert nach dem Majorantenkriterium. O

@ Man beachte, dass die Bedingung im Quontientenkriterisht lautet
A+l

fur fast allek gilt: <1, (%)

sondern “fur fast allek gilt “g—zl < 6" mit einem vonn unabhangige < 1. (Dasselbe gilt auch fir

das Wurzelkriterium.) Die Quotienteffgj:—1 durfen also nicht beliebig nahe an 1 herankommen. Das

die Bedingung #£) nicht ausreicht, zeigt das Beispiel der divergenten haiseben Reihe ;_; %
Mit ay := 1/k gilt zwar
a1 K

ax T k+1
wegen lim_~= = 1 gibt es jedochkeing < 1 mit

<1 fur fast allek > 1,

&+l g firallek > 1,
a

Eine wichtige Klasse von Funktionen sind Polynome

P(X) = ag + a1 X + aX? + - - - a, X".

Sogenannte “Potenzreihen” sind Verallgemeinerungen dignBme, wenn man unendlich viele Ter-

me zulasst.
Definition: Fir eine gegebene Folge,, > heil3t die Reihe

P(x) = i a, x"
n=0

Potenzreihe mit Kggzienten g.
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Man betrachtet auch allgemeinere Potenzreihen um ein RgrkiR

P(X,Xo) = Z a, (X —xo)".

n=0

Der Punktxg wird auch Entwicklungspunktler Potenzreihe genannt. Wir werden aber nur die Po-
tenzreihenP(x) mit dem Entwicklungspunkky = 0 betrachten (die Eigenschaften der allgemeinen
Potenzreihen sind analog).

Einige Potenzreihen haben wir bereits gesehen: Die geisctetr Reihed -, X und die verallge-
meinerte geometrische Reibe,” ,n- x". Das sind die “einfachsten” Potenzreihen mit Kagenten

a, = 1 bzw.a, = n. Es gibt aber auch viele andere wichtige Potenzreihen. B ken zum Beispiel
viele analytischen Funktionef(x) (wie Exponent- oder Logarithmusfunktion) als entsprecieePo-

tenzreihen darstellef.

> Beispiel 3.37 Die Potezreihen fiie* und Inx sind:

(o)

X" x> x3
Z——1+x+—+—+...

e = =
£ nl 26
> N x2 X3
In(1+x) = -1 —=1-X4+=—-—=...
(1+x) ,;)( ) gt

Die entsprechende K@zienten sinda, = X unda, = &2,

Es ist klar, dass nicht alle Potenzreihen konvergieren. kdien man erkennen, ob eine gegebene
Potenzreihe konvergiert oder nicht? Und wenn konvergitemn fir welche Werte vonr tut sie das?
Alle diese Fragen kann man mit dem Béfyviom “Konvergenzradius” leicht beantworten.

DerKonvergenzradius Rer Potenzreihe ist gegeben dulRl: ;1 wobeir ist als

r =limsup v/ |a,| (3.13)

n—oo

definiert. Sind die Koffizientena,, einer Potenzreihe fir fast altevon Null verschieden, dann lasst
sichr auch berechnen durch

r = limsup il (3.14)

n—00

/)

Satz 3.38.SeiR = % wobeir ist entweder durch (3.13) oder durch (3.14) gegeben. DierRotihe
P(X) = o ga, X" ist

(a) absolut konvergent, fallx| < R
(b) divergent, fallgx| > R

Beweis. Teil (a) folgt unmittelbar aus den Wurzel- und Quotientetiekien.

SWie man die Potenzreihen fiir Funktionen bekommt wird im Alpétt 3.7 skiziert.
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Teil (b): Ist|x] > R= % mit r durch (3.13) gegeben, so gilt

. . 1 .
limsup \/|a,x*| = |x| - limsup y/|a,| = |X]| - - >1+6 mit 6>0

und damit ist die Folgea,x"| > (1 + 6)" unbeschrankt. Das gleiche gilt auch wenals (3.14)
definiert ist. m]

. _ _ _ - _ 1
> Beispiel 3.32 Wir betrachten die Potenzreihé e Z a, X" mita, = ~E
n=0 ’

Aus der Stirling’s Formel fun! = a, < (2)™"

= lim %la,| ~ I|m v/ § =1lim £=0
n—oo n—oo

= RadiusR = o = (berall konvergiert.

Bemerkung 3.40. Der Satz sagt nichts tber die Punktenit x| = R aus. Diese Punkte mussen flr
jede Reihe neu untersucht werden.

Bemerkung 3.41. Eine wichtige eigenschaft der Potenzreihen ist, dass neagligiderweise die-
rentieren darf. Der Konvergenzradius andert sich dabéitnic

> Beispiel 3.42 (Dezimaldarstellung) Jede Zahl in Interval [A] I&sst sich als eine (potenziell un-
endliche) Folge X1 XoX3 ... mit X, € {0,1,2,...,9} darstellen. Man kann auch eine umgekehrte
Frage stellen:

Ist jede Reihez,‘j’:1 X 107 mit x;, € {0,1,2,...,9} auch konvergent? Dazu wenden wir das
ag by

Majorantenkriterium an. Fir alle gilt: x; - 107% < 9-107%, und >} ; by ist konvergent?

ig.wk =§:0,9-1ka :o,9.1%=1.

k=1 k=0 10

> Beispiel 3.43 (Die Euler-Reihe)In der Beschreibung vowachstumsverhaltefin Physik, Biolo-
gie und Wirtschaft) taucht die Folge
-(2+5)
n

auf. Zum Beispiek,, ist der VergrolRerungsfaktor eines Kapitals in einem JahZinssatz 100%
und n-maliger Aufzinsung:

n=1 jahrliche Aufzinsung ¢ = (1+ %)1 =1+1=2
n=12 monatliche Aufzinsung ¢ = (1 + ) 12 _ 5 61303529
n = 365 tagliche Aufzinsung  cges= (1 + 365) 35 _ 5 714567455

n=525600 Aufzinsung je Minute c, =2,718279...

103~ 107 ist eine geometrische Reihe.
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Die Euler-Zahl e ist als der Grenzwert

i .1 1
e:=lime, von € =1+ 7+ +. ..+

definiert.

Existenz von e folgt aus dem Quotientenkriterium, da &, _,a, mita, = 1/n! (und 0! = 1)
gilt und <a, /a,_1> = <1/n> eine Nullfolge ist.

Die Folgene, undc, sehen als vollkom verschieden aus. Nichtdestotrotz, giieihdes:

. 1\"
lim <1+ —> =e
n—oo n

Das kann man relativ leight zeigen. Zuerst zeigt man, das$olige<c, > motonon wachsend
und durch e nach oben beschrankt ist. Damit gilt i< e. Es reicht dann zu zeigen, dass

n—oo

lim ¢, > ey fur jedes festedN > 1 gilt. Die Gleichheit limc, = e folgt dann aus dem

n—0oo n—00

Vergleichskriterium. Wir lassen die Details als Ubungsaite (Aufgabe 15).

Die Darstellung von e als Grenzwert der Folgeist gut, da die Folge,, sehr rasch gegen=e
2,7182818.. konvergiert, wahrend die Folgg, nur relativ langsam gegen denselben Grenzwert
e konvergiert. Deshalb i, besser flr die numerische Berechnung von e geeignet.

> Beispiel 3.44 Seix € R, 0 < x < 1. Wir haben bereits gezeigt , dass die RERE_, k X* gegen

x/(1 — x)? konvergiert. Wir zeigen nun, dass auch die allgemeinerdﬂeREi: kex* fir jedes
k=1

¢ € R konvergiert.

Wurzelkriterium: Dak lim Yke = 1 (siehe (3.8)), erhalten wir

lim \/kexk| = lim {/xk|=x< 1.
k—oo k—o00

© Kk
> Beispiel 3.45 Die Reihez % ist konvergent fur jedes > 0. Seic > O (fur ¢ = 0 ist nichts zu

k=1
beweisen). Dann gilkt limey 1/ = klim ¢/(k+1) = 0 und wir kbnnen das Quotientenkriterium

anwenden.

Aus dem Cauchy-Kriterium fur Folgen unmittelbar, dass dehe<S,> = > " ;a, genau dann
konvergiert, wenn es zu jedean> 0 einng mit

n

> a

k=m+1

IS, — S, = <e€ farallen>m>ng (3.15)

gilt.
Es gibt auch einige spezielle Konvergenzkriterien fir Reih
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Satz 3.46.

1. Ist<a,> keineNullfolge, so ist die Reihg ", a divergent.

2. Dirichlet-Kriterium: Ist <a;> eine monoton fallende Nullfolge undb, > eine Folge mit be-
schrankten Partialsummen (d|R-}_, b | < B fiir alle n), dann konvergierd ;" ay bx.

3. Leibniz-Kriterium: Es sei<a,> eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die ralte
nierende Reihe, = EZZO(—l)kak gegen einen Wert, der zwisché&h,.1 und S, fur alle n
liegt.

Beweis.Die erste Aussage folgt aus (3.15): 4, > keine Nullfolge, dann gibt es ein> 0, so dass
|a,| > e fur unendlichviele n. Dann gilt auch'S, — S,_1| = |a,| > € fur unendlich vielen und die
Folge<S,> muss nach (3.15) divergieren.

Um die zweite Aussage zu beweisen, sddze= by + by + - - - + b. Dann gilt

3 an

n-1
|80 (B =B)+ D (A~ A (Bi - By)

k=m+1 >0 k=m+1 >0
n-1
< 1(Bu—Bu)lay+ Y 1Bc—Bul(a — as1)
k=m+1
n-1
< 2B (an + Z (ax — ak+1)>
k=m+1
= 2B(a, +au+1— a,)
= 2Bay.1.

Seinune > 0 beliebig klein (aber fest). Man wahig so, das®,,,+1 < 55 fur allem > ng gilt (a, ist
monoton fallend). Dann ist

" €
‘Zakbk‘<28‘ﬁ—€
k=m+1

fur allen > m > ng und die Reihé) ", ax bx konvergent nach Cauchy-Kriterium.

Um die dritte Aussage zu beweisen, sdige= (-1)* undBy := Zfzo b;. EsistBy = 0 oderB; =1,
d.h. By ist beschrankt und damit konvergie¥t;.,(-1)*a; nach Dirichlet-Kriterium gegen einen
GrenzwertS. Es gllt aUCh:SZrHZ - SZn = (_1)2n+2a2n+2 + (_1)2n+la2n+1 = @42~ A2n41 S 0 (daak
monoton fallend istyunddam > S > ... > S, > S$,42 > ... worausS < S, fur alle n folgt.
EntspreChend ist Weg@ln+3 — S =3t a2 205 <SS <. <SS < S <L
worausS,, ;1 < Sfur alle n folgt. AuRerdem gilt wege, 11 — S, = -1 < 0,41 < S, flr
allen=0,1,2,....Alsogilt $,,1 < S S, furallen=0,1,2,..., wie gewlnscht. O

Bemerkung 3.47. Die Umkehrung der ersten Aussage im Satz 3.46 gilt nicht! Beispiel ist die
harmonische Folge; = 1/k eine Nullfolge, aber die harmonische Reilg = 22:1% divergiert:

K m+l mz2 " toam MomT 2

o1 11 1 1 1
>

k=m+1

Da es fire < 1/2 keinng mehr gibt = Divergenz nach Cauchy-Kriterium.
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3.3.2 Anwendung: Warum Familiennamen aussterben?

Es war schon seit langem aufgefallen, dass Familiennamenietiger Adelsgeschlechter tber Jahr-
hunderte hinweg mit der Zeit aussterben. Dies inspiriesteahglischen Naturforscher Franzis Galton
1873 das folgende Problem zu stellen:

Es seienpo, p1, p2.. . . die Wahrscheinlichkeiten dafir, dass ein Mani,@,... Séhne hat. Je-
der Sohn habe die gleichen Wahrscheinlichkeiten fur eigitee usw. Wie grof} ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass die mannliche Linie nat®enerationen ausgestorben ist? D.h. mit welcher
Wahrscheinlichkeit stirbt der Name des Mannes aus?

Das ist eine typische Fragestellung aus der sogendrtearie der Verzweigungsprozesde heut-
zutage zahlreiche Anwendungen in der Physik, Chemie, BieJ&ozialogie und Technik hat. Statt
dem Mann hatten wir zum Beispiel ein Neutron betrachten &éindas einen Urankern spaltet, wobei
wieder Neutronen (Sohne) freigesetzt werden usw.

Der Mann stelle die nullte Generation dar, dessen Séhnerstie esw. Fiin > 0 wollen wir mita,,
die Wahrscheinlichkeit bezeichnen, dass die mannlicheélriachn Generationen ausgestorben ist.
Offenbar giltag = po.

Angenommen wir wirden,, kennen. Dann wissen wir auch, dass jede Verzweigungslaiemten
Generation mit Wahrscheinlichkedt, nachn weiteren Generationen ausgestorben ist. Damit ist die
Wahrscheinlichkeit, dass der Man&6hne hat und alle Nachkommen dieis€hne nacim weiteren
Generationen ausgestorben sind, gleich

P - &
Insgesamt kénnen wir demnaely, 1 durch

Qy41 = Po + P1a, + 282 + pPad + ...
berechnen, weil der Mann entweder gar keinen Sohn hat oden &ohn oder zwei S6hne oder.
hat.

Unmittelbar aus der Definition voa, folgt, dassa,, < a,.1, und somit ist die Folg&a,,> monoton
wachsend. Berlicksicht man noch, dassajials Wahrscheinlichkeiten durch 1 nach oben beschréankt
sind, so kann man nadflonotonie-Kriterium unmittelbar auf die Existenz von

a=1lma, <1

n—oo

schliel3en. Die Zald beschreibt gerade die Wahrscheinlichkeit, ob die manaliche ausstirbt. Diese
Zahl hangt naturlich von der Wahrscheinlichkeitsvertaijyog, p1, p2, . . . ab. Als nachstes wollen wir
diese Abhéangigkeit genauer untersuchen.

Wenn wir die Potenzreihe
f(X) = Po+ PiX+ PX2 + pax® + . ..
einfuhren, so haben wir die Rekursionsvorschrift
a1 = f(an) (3.16)

gefunden.

Zuerst beobachten wir, dass die Reihg) fur alle x € [0, 1] konvergiert. Firx = 0 ist das klar,
da dannf(0) = po gilt. Firx = 1 qilt f(1) = pp+pr+ P2+ pP3+... = 1, dapo,pn,po...

© 2003 by S. Jukna



118 KAPITEL 3. EINSCHUB AUS DER ANALYSIS

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Fir<0 x < 1 kénnen wir Dirichlet-Kriterium anwenden:
(xk) ist eine monoton fallende Nullfolge ungy) ist eine Folge mit beschrankten Partialsummen
(dad o < 1furallen > 0 gilt). Deshalb muss nacBirichlet-Kriterium auch die Reihe
f(x) = ;2o piX' konvergieren. Ausserdem, kann man zeigen, dass die Fanktaf dem Intervall
[0,1] konvex! und stetig ist.

Die Zahla = lim a, beschreibt gerade die Wahrscheinlichkeit, ob die manaliche ausstirbt. Geht
man nun in (3.16) zum Limes Uber, so ergibt sich unter Beachtier Stetigkeit vorf die Beziehung

a= f(a),

das heil3taist ein Fixpunkt vonf. Dieser Fixpunkt muss auf der Geradeg x liegen. Daf (0) = po,
f(1) = > 7o p: = 1 und die Funktionf (x) monoton wachsend im Intervall [0] ist, muss der erste
Fixpunkt die kleinste Zahl zwischem und 1 sein. Daf (1) = 1, ista = 1 ein Fixpunkt vonf. Gibt
es weitere Fixpunkte?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die Ableltung
f/(X) = pr + 2poX + 3psXP + ... = Z ip; xiL.
i=1
Das ist der Anstieg der Tangente an den Graphenfviom Punktx. Da f auf [0, 1] konvex ist, liegen
alle Wertef (x) mit x € [0, 1] oberhalbdieser Tangente.

Wenn alsof’(1) < 1 gilt, so liegen auch alle Werte(x) mit x € [0, 1] oberhalb der Geraden= x,
die den Anstieg 1 besitzt (siehe Abb. 3.2(A)). Im Fafl§fl) < 1 kann es also keinen weiteren
Fixpunkt als 1 geben.

Anders im Fallf’(1) > 1. Hier muss der Graph der konvexen Funktiodie Geradey = x flr ein
X < 1 schneiden (d&’(0) = p1 < 1), das heif3t, es muss ein weiterer Fixpunkt existiererhé¢sie
Abb. 3.2(B)).

1 1
0.8 - 0.8
0.6 - 0.6 -
Po
0.4+ 04+
P
0.2+ 0.2+
O 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 02 04 0.6 0.8 0 0.2 04 06 0.8
(A) (B)
Abbildung 3.2:

Zusammengefasst: Im Falle

(o)

Zipi<1

i=0

Da die zweite Ableitung ”’(x) = > oo i(i — 1)xi~2 nicht negativ ist.
2Dje Summed ;2 ip; ist dieerwartete Anzahtler Séhne, die ein Mann haben kann, unter der Wahrscheialisher-
teilung pg, p1, P2, - - .- Wir werden bald dieses Konzept genauer kennenlernen.
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stirbt demnach die mannliche Linie mit Wahrscheinlichke#dus, wahrend es im Fall

(o8]

le, >1

i=0
mit positiver Wahrscheinlichkeit immerfort Namenstragdnt. Das bedeutet also, dass der Famili-
enname langfristig nicht sicher ausstirbt,wenn im Durbhgt mehr als ein Sohn da ist.

In der Biologie hat dieser Prozess Anwendung auf das Ausstdszw. Uberleben vorteilhafter Gene.
Hierbei setzt man meist noch

pi = e‘/l/il—li (sogenannte Poisson-Verteilung, siehe Abschnitt 4.10)
so dass o
f(x)=e Z; AI—IX = etlx-1),
In diesem Fall giltd = py + 2p2 +3p3 + ... = f/(1).

3.3.3 Umordnungssatz

Sei<a, > eine Folge unc S, > die entsprechende Reihe der Partialsumi@er >, _, a;. Hat die
Reihe<S,> den GrenzwerS, so schreibt mad " ,ax = S.

Wir haben bereits erwéhnt, dass das eine Schreibweise istunendliche Summen als solche
existieren nicht! Insbesondere kénnen wir i.A. nicht dierffein} ;" , a; umordnen (obwohl
fur endlichen Summen das immer erlaubt ist;d@ine kommutative Operation ist, dX+ y = y + X

gilt).

> Beispiel 3.48 Nach dem Leibniz-Kriterium kovergiert die alternierent@rmonische Reihe
> oren % gegen einen Grenzwest Wir vergleichen die Reihen, digund %s darstellen:

1 1 1 1 1 1 1
+

s =145 3% 5 %5 7 '
S+}S — _1 +} _} +1- _1- +1- _1- 1-
B 2 3 4 5 6 7 8
1 L1 1 L1
2 4 6 8
B 3 2 5 7 4

Damit ist:
S= 1+} }4_} 1-_'_1- }4_} }+i+
B 2 3 4 5 6 7 8 9 10

und

1
S+_S__l_§+§_§_?+Z_§_ﬂ+6_f3_ﬂ3i"'
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Was adfallt: In der Reihe firs + s tauchen dieselben Summanden auf, nur in einer anderen Rei-
henfolge. Wenn man in konvergenten Reihen die Reihenfatge&Sdmmation andert, bekommt man
eventuell einen anderen Grenzwert! Der Grund fur dieseadthén liegt, so stellt sich heraus, in der
Tatsache, dass die Summe der Absolutbetdge, % divergiert (harmonische Reihe).

Die Reihe) ", a heiBtabsolut konvergentwenn die Reihé) ;" |ax| konvergiert. Sie heil¥e-
dingt konvergentwenn sie zwar konvergiert, die Reibé,_, |ax| aber divergiert. Eine solche ist zum
Beispiel die Reiheg_5, CL°,

Bedingt konvergente Reihen sollte man tunlichst meidersolli konvergente Reihen aber sind harm-

los. Mit ihnen kann man alles das machen, was man sich somaige vorstellt! Es gilt nahmlich
folgendes:

Satz 3.49. (Umordnungssatz)Sei >, & absolut konvergent (gegex) und seip : N — N eine
beliebige bijektive Abbildung (Umordnung). Dann konvemjiauch die Reihé ;" ,a,) absolut
gegena.

Beachte, dass die Folg&h = Y} _oa undS, = >"}_, a,(«) total verschieden sein kdnnen! Deshalb
ist der Satz nicht trivial: konvergief} ;. |ax|, so haben die beiden Folger,> und <S,> den
selben Grenzwert!

Beweis. Angenommen, konvergiert die Reil€;._, a; absolut gegen einen GrenzwéxtSeie > 0
beliebig klein. Da die Reihe absolut konvergent ist, gibhash dem Cauchy-Kriterium fir Reihen
einng € N mit

[ee)

> lad <3

k=ng+1
Daraus folgt
no 00 00
€
& — A= < = .
‘Z e A‘ ‘ > ak‘ > el < > (3.17)
k=0 k=ng+1 k=ng+1

Da ¢ bijektiv ist, gibt es einrN > ng mit
¢({0,1,...,N}) 2 {0,1,...,no} (3.18)

Dann gilt firn > N:

n n no no
‘Z%(k)—A‘ = Zawm—ZawZak—A(
k=0 k=0 k=0 k=0
n no o
< [ Yan-dal+ > a-A
k=0 k=0 k=0
no

(B17) | w— €
YA -+
k=0

k=0

(3.18) s
<Y+ <e

k:no+1
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3.3. UNENDLICHE REIHEN 121

die umgeordnete Reihe konvergiert also gegen denselberz@eet wie die Ausgangsreihe. Das die
umgeordnete Reihe auch absolut konvergiert, folgt aus derefvding des gerade Bewiesenen auf die

Reihed ;o lak!. o

Satz 3.50. (GroRRer Umordnungssatzpeil = Uj |; (endlich oder unendlich) mit; N I, = 0 far
alle j # k. Dann gilt

Sa=>Ya

iel Jj i€l;

sofern eine der beiden Seiten existiert, ajidurch|a;| ersetzt.

Specialfall:N? = {1,2,...} x {1,2,...} (Doppelreihensatpderdoppeltes Z&hlen

Z Aum = iian,m Zeilensummen

(n,m)eN2 n=1m=1

[S oI o]

= Z Z a,.m Spaltensummen
1n=0

m

Z a,.. Diagonalsummen

(n,m)
n+m=N

M 30

Z a,,» Quadratsummen
1 (n,m)

max{n,m}=N

>4
Il

falls eine der 5 Summen existiert, nait ,,, durchla,_,,| ersetzt.

o

Mit diesem Fakt kann man einige “Monster-Reihen” erledigen

> Beispiel 3.51 Die Reihe

i 1
A=

divergiert. Um das zu zeigen, betrachten wir die Quadratsem

1
S 2 e

(n,m)
max{n,m}=N

Dan? + m? < 2N2, haben wir

Anzahl der Summandeg 2N _i
2N?2 T 2N2 N’

S =
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122 KAPITEL 3. EINSCHUB AUS DER ANALYSIS

Damitist<Sy > eine Majorante der harmonischen Folge/N >, woraus die Divergenz der Reihe

> Beispiel 3.52 Interessant ist, dass die “dhnliche” ReE Z pcp— = bereits konvergiert! Um

n=1m=1
das zu zeigen, betrachten wir wieder die Quadratsummen

Dann ist

Anzahl der Summanden 2N 2
N3 NE T N2

S <

dand + m® > N8 gilt. Damit gilt auch (nach Lemma?)

PP) P st<2 Z—<4

n=1m=1

> Beispiel 3.53 i i n—lk

n=2 k=2
O 1\ © @ g\ k2
>>() = 22(7)
n=2 k=2 n=2 k=0
= > S mit S, :=) a“*? unda:=>
n=2 k=0
- i(i n ) da Sﬂ=a2-§:a":a2.i (geom. Reihe)
n> n-1 1-a
n=2 =0
= Z n(nl 1) 2 (verallgemeinerte harmonische Reihe, Lenitp
n=2

> Beispiel 3.54

5 (e

m=0 n=0 n m=0

|
(]
/N
NE
N
3 S
N————
N
N—
N
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3.4. GRENZWERTE BEI FUNKTIONEN 123

3.4 Grenzwerte bei Funktionen

Folgen sind Funktionen voN nachRR. Den Begrit des Grenzwertes kann man auch auf allgemeine
Funktionenf : R — R erweitern.

Seil ¢ R ein dfenes Interval und : | — R eine Funktion. Sea € | (evtl. ist f in a nicht
definiert). Einex-Umgebung einer Zahl ist die MengeJ,, aller Zahlen, die sich von um héchstens
+a unterscheiden.

Definition: Eine ZahlA hei3tGrenzwertvon f (x) in a, geschrieben
lim f(x) = A

falls
Ye>0d6>0Vxza: xeUs(a) = f(x) eU(f(a)).

Kurz: Es gibt eines-UmgebundJs (a) von a, so dass in dieser Umgebung die Funktigrx) sich um
hdchstense vom A abweicht. Ausserdem karen> O beliebig klein gemacht werden.

Bemerkung 3.55. Ist f : N — R eine Folge, so kann man die Menggm,ng + 1,ng + 2,...} mit
np € N als “6-Umgebungen” der Unendlichkeib betrachten. Damit ist der Begfrides Limes fur
Folgen ein Spezialfall dieser mehr allgemeiner Definition.

Wir erinnern an die folgenden Regeln zur Grenzwertbereahndie direkt aus der Definition des
Limes folgen. Aus limf(x) = cund lim g(x) = d folgt
xX—a xX—a

1. xli_r)rl(f(x) +g(x))=cxd
2. xli_r)rl(f(x) -g(X))=c-d Specialfall:xirg(b- f(x)) =b-dfirbeR

1. lim L& =< (fallsd # 0)

> Beispiel 3.56 Umformung von Termen

lim X" -1 lim (X=1)- (X" 1+ x"?+. . . +x+1)
x-1 X-=1 a x—1 x—-1
= lim x* 1+ 1lim x* 2+ ...+ lim x+ lim 1
x—1 x—1 x—1 x—1

= n
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124 KAPITEL 3. EINSCHUB AUS DER ANALYSIS

> Beispiel 3.57
im Vx+1-1 (\/x+ -1)-(Vx+1+1)
x—0 X x—>0 X-(Vx+1+1)

_ iim X+1-1
x=0 X - (\/x+ +1)

it (x/ﬁ+1)

= lim —

x—0 \/x+ +1
_ 1
= >

Auch wenn der Grenzwert linf(x) = A, mussA = f(a) nicht unbedingt gelten! Daflir muss die

X—da

Funktion f (x) stetig ina sein. Zur Erinnerung: Eine reelle Funktidrheil3tstetigin a € R, falls fur
jede Folge<a,, > mit lim a, = agilt: lim f(a,) = f(a).

Satz 3.58. f(x) ist stetig ina < lim f(x) = f(a) gilt

Beweis. (<): Sei Iim f(x) = f(a) und seie > 0 beliebig klein. Dann gibt es eifi > 0, so dass
IX-—al <6 = |f(x) - f(a)| < e. Sei nun<a,, > eine beliebige Folge m|t Ilman a. Dann gibt es
einng, so dassa, —a| < ¢ fur allen > ny. Also muss auchf (a,) — f(a)| < € fur allen > ng gelten,
d.h.nILrgo f(a,) = f(a).

(=): Kontraposition: Nehmen wir an, dass lifr(x) = f(a) nicht gilt. Dann gibt es eire > 0, so
dassvs > 0 es eindxs mit |[Xs —al < & undxl??xg) — f(a)| > € gibt. Betrachte die Folgea,, > mit
a = Xg,8 = X1/2,...,8, = X1/ . ... Diese Folge konvergiert mit lina,, = a (dala, —al < 1/n
gilt), aber|f(a,) - f(a)| > e fir allen e N und damit auch limf(a,) # f(a). Somit ist die
Funktion f (x) nicht stetig ina. e ]

3.5 Differentiation

Das Grundproblem der Berentialrechnung ist die Berechnung der Steigung einektieumf : R —
R in einem beliebigen Punlkt.

Definition: Die Ableitungeiner Funktionf im Punktx ist

o feeh) - f00

f(x) = | h

Hier sind die Ableitungen einiger haufig benutzten Funldion

© 2003 by S. Jukna
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Satz 3.59. Seienc € R undn € N beliebige Konstanten.
f(x)=c = f’/(x)=0
fx)=x = f'(x)=1
f(x)=x" = f/(x) =nx*1

f(x) =lng(x) = f'(X)=?];()g’(X) Spezialfall: (Inx)’:)—l(

f(x) = % = f'(x) = 1
f(x) =c2® = f/(x) = (Inc)es™g(x)’  Speczialfall: €)' = (Inc)e
f(x) = 8™ = f/(x) =ce8Wg’(x)  Spezialfall: (6)" = e*
Beweis. Wir beweisen nur einige ausgewéhle Falle, um den allgemediugang zu demonstrieren.
1. Seif (x) = x*. Dann istf’(x) = n- x* 1

(x+h)"=x"+n-x"1.-h+...+h",

’ _ 1 n-1 ny _ n-1
f(x)_Llinoh(nx h+---+h")=n-x""".

2. Seif(x) = )—l( Dannistf’(x) = —%:

f’(X)—"m} 1 1 —im} X-x-hy_ 1
“n—0h\x+h x/) msoh\x(x+h) )  x2

3. Seif (x) = e*. Dann istf’(x) = e*:

f'(x) = }IliLnO% (eth —e) =¢" - lim

e -1
h

Es reicht also zu zeigen, dass jiny # = 1. Wir haben e= lim,_,o(1 + y).%' (Eulerische zahl) und
somit

. In(1
nmou —lne=1 (dalna'? = (Ina)/b) (3.19)
yo y
Setzt mary := €* — 1, dann gilt:h = In(1 + y). Somit folgt:
d-1 y _ 1 1
it l'i“o In(L+y) llino @ “he T

4. Seif(x) =Inx, 0 < x < c0. Dannistf’(x) = %

fx+h) = f(x) _In(x+h)—Inx _1 In(1+%)

h h X h

X

Mit (3.19) folgt:
, 1. In@@+4) 1
o=~ =%
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3.6 Mittelwertsétze der Differentialrechnung

Wozu sind Ableitungen gut? Ableitungen erlauben unsktievicklungder Funktion zu analisieren.
Zum Beispiel sie helfen bei:

- Approximation vonf (x) durch Polymome (Taylorentwicklung).
- Bestimung lokaler Extremallstellen vdi(x).
- Bestimmung der Grenzwerte flr Quotiente(x)/g(x) (Regeln von de I'Hdpital).

Als Basis fir alle diese Anwendungen sind sogenannte “Miggséatze der Oferentialrechnung”.

Geometrisch besagt der folgender Satz von Role (Michel,R@eJahrhundert), dass eingtdiein-
zierbare Funktion, die mit dem selben Wert startet und emgeindwo dazwischen eine waagrechte
Tangente haben muss:

Tangente

Satz 3.60. (Satz von Role)Sei f : [a,b] — R stetig und im @fenen Interval &, b) differeinzierbar.
Sei fernerf (a) = f(b). Dann gibt es eirc € (a,b) mit f’(c) = 0.

Beweis.Ist f konstant, so istf’(x) = 0 flr alle x. Sei nunf nicht konstant. Dann hat in [a, b]
ein Minimum an einer Stelle,,,;, und ein Maximum an einer Stelbe,,,, (hier benutzen wir die
stetigkeit vonf). Da f nicht konstant ist, isff (X,,in) < f(Xnax). Wegenf(a) = f(b) liegt einer
der beiden Punktg,,;,, oderx,,.» echt zwischera undb. Angenommen, das ist,,. (der Fall von
Xmin ISt @analog). Setze := X,,,» und betrachte die Steigung

f(x) - f(c)
X_

S(X) = c

Dann istf’(c) der Grenzwert vor§(x) wennx von links (x < ¢) oder von rechtsX > ¢) gegenc
strebt. Im ersten Fall ist’(c) > 0 wahrend im zweiten Fall ist’(c) < 0. Zussamengenommen ergibt
diesf’(c) = 0. m|

Eine diferenzierbare Funktion wird lokal durch ihre Tangente gyraximiert. Lokal bedeutet hier
Fehler
_) O

X = Xo

in einer Umgebung VoRg, und gut, dass der Fehler in Verhaltnis zu+g) klein ist, d.h.

fir x — Xg. Wir haben also
f(x) = f(x0) + (X = %0) (o)

Genauer gilt
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Satz 3.61. (1. Mittelwertsatz von Lagrange 1736)st f : [a,b] — R stetig und auf &, b) differen-
zierbar, so gibt es eio € (a,b) mit (mitlerer Ableitung)

f(b) - f(a)

FO=—%=2

Hinter dem Mittelwertsatz steht die folgende Uberlegung:gibt einc zwischena und b, wo die
Tangentensteigund’(c) gleich der Sekantensteigu ”,3:16:(“) ist, d.h. wo Tangente und Sekante
parallel sind:

Steigung der Tangen

Steigung der Sekante

Beweis. Wir wenden den Satz von Role agifx) := f(x) — f(bg%g(“)(x— a) an. Wir kbnnen dies tun,
. . . , , b)—Ff(a
dag(a) = f(a) = g(b). Es gibt danach ein € (a,b) mit3 0 = ¢’(c) = f'(c) — L&) O

Mit dem 1. Mittelwertsatz kann man die folgenden, in vieletu&ionen sehr nttzlichen Abschatzun-
gen beweisen.

Lemma 3.62. Fir jedesx € (-1,1) gilt

e/ <14 x < €,

Beweis. Wir betrachten die Funktioffi(z) = In z. Wir wéahlen zwei Punkta = 1 undb = 1+ x. Nach
dem 1. Mitterwertsatz (Satz 3.61) gibt es dara (a, b) mit

;oo f()-f(@ In(1+Xx)
e = b-a X

Wegenf”’(z) = —Ziz < O ist die Ableitungf’(z) monoton fallend, worau$’(a) > f’(c) > f’(b)
folgt. Daf’(a) = f’(1) =1undf’(b) = f'(1+ x) = 1/(1 + x), ergibt dies die Ungleichungen

1> In(1+ x) > 1
X 1+ x

oder aquivalent
X

1+x
Die Behauptung folgt durch Eponentieren. ]

<In(1+x) < X

BDac’ = 0undx’ = 1.
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Eine reellwertige Funktiori (x) heil3tkonvexfalls fur alleA € (0,1) gilt:
f(Ax+(1-2)y) < Af(X) + (1-2)f(y),

Die Funktionf heil3tkonkay wenn-f konvex ist.

Kovexitat von Funktionen muss man sehr oft bestimmen, wean num Beispiel die Jensen’s Un-
gleichung®* (siehe Satz 1.23) fur nicht-triviale Funktiondr{x) anwenden will. Glicklicherweise
gibt es dafir ein einfaches Kriterium: Es reicht, dass dieitavAbleitung vonf nicht negativ ist.

Lemma 3.63. (Konvexitat) Gilt f/(x) > O fur alle x, so istf (x) konvex.

Beweis.Wegenf’”’(x) > 0 ist die Ableitungf’ monoton wachsend. Seien nuny und A € (0,1).
Wir setzenz := Ax + (1 — 1)y. Nach dem 1. Mitterwertsatz (Satz 3.61) gibt es darmn (X, z) und
de (zy) mit
f(2) - f(x) X t(y) - f(2)
f@-1(x) _ f/(c) < f/(d) = —2— 2
zZ-X y-2
Wegen

Z—X

y—2Z

AX+(L-Dy-x=1A-D(-X)
y=—AX+(1-2Dy=2A(y - X)

ergibt sich somit
f@-f) _ T -1
1-1 = 1

bzw.
f(2)=AT@D+1A-2D)f (D <ATX)+ Q-1 T(y).

Die Funktion ist also konvex. O

Eine allgemeinere (als der 1. Mittelwertsatz) Aussageiteder folgender Sat?.

Satz 3.64. (2. Mittelwertsatz von Cauchy 1823)Sei f : [a,b] — R stetig und auf &, b) differen-
zierbar. Es habg’ keine Nullstelle. Dann isg(a) # g(b) und es gibt eine Zwischensteltec (a,b)

mit
f(b) - f(a) _ f(c)

g(b)—g(@  g'(c)

Beweis.Da g’(x) # O fur alle x, ist g streng monoton (wachsend oder fallend) und deshalb gilt
g(a) # g(b). Wir wenden nun den Satz von Rdfeauf

f(b) - f(a)

m(é’(x) - 8(a))>

h(x) := f(x) - (f(a)+

4st f konvex, so gilt:
r r
f (Z ﬂixi) <) if(x:)
i=1 i=1
furalle0O< A; <1mitd 4 2; =1

15Satz von Lagrange entspricht dem Fglk) = x.
16\\/ir kdnnen das tun, da(a) = h(b) = 0.
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an und erhalten eine Zwischenstadlenit

flo)-f(@ ,

0= h/(C) = f/(C) - m g (C)

3.7 Approximation durch Polynome: Taylorentwicklung
Durch die erste Ableitung kénnten wir eine Funktibrschreiben als

foxc+h) = 100+ /(9 -h +Reh)

Gerade?lfgleichung

mit lim;,_,o R(x, h) = 0. In vielen Féllen reicht diese “lokale” Annahrung durcheGerade nicht aus,
wir bendtigen Annarungen durch Parabeln, kubische Parahe] kurz: durch Polynome.

Seip(x) = ag + a1X + axx? + azx® + - - - + &, X" ein Polynomn-ten Grades. Dann gilt:

P'(X) = a+2apX+3-azX?+---+n-a,x" !
p’(X) = 2ay+2-3-agXx+---+n-(n—=1)a,x" 2
p(”)(x) = 1-2---n-a,

Damit kann man die Kd&zienten wie folgt bestimmen?

P'(0) P’ (0) . _ P70

ag = p(0), a = =" " =

und somit auch

’ ’” (n)
PO, PO, PO

1! 2! n!

p(x) = p(0) + X", (3.20)

Interessanterweise kann man auch Nicht-Polyndif€ in der &hnlichen Form darstellen mit einem
Restglied

f(n+1)(C) el

Ri(%.€) = <)

Mit (&) (a) bezeichnet man dié-te Ableitung vonf (x) im Punkta ist, d.h. f O (x) = f(x) und f*+D(x) :=
(FO ).
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Taylorformel: 2
Seif : R — R beliebig oft diferenzierbar. Dann gibt es fir jedes R
ein ¢ zwischen 0 und mit

f(x) = Z 1(0) - xX* + R, (x,C). (3.21)

k!
k=0

Gilt lim R,(x,c) = 0 fur allec zwischen 0 unc, so gilt auch

f(x) = i () XK. (3.22)

k!
k=0

4Brook Taylor, 1685-1731

Beweis. Wir werden nur den ersten Teil (3.21) beweisen. Sei

f@©) , 90 3 f ) ,
S X g X X

T(X) _Z AC) Xk = £(0) + f/(0)x +

k!
k=0

das Taylorpolynom. Weiterhin séi(x) := f(x) — T(x) und g(x) := x"*L. Beachte, dass fiir alle
ke{l,2...,n} folgendes gilt1®

TOO) = 0+...+0 +f(k)(0) +0+ +0=18(0)
daconst = 0 | dax=0
und
¢®O) = (n+)n(n-1)---(n+1-k)x**1k,
Deshalb gilth®) (0) = g®)(0) = O fur allek = 1,2,...,n
Wir wenden nun den 2. Mittelwertsatz auf die Funktiorfé® undg®*) an und erhalten
h(x) h(x) - h(0) _ h'(c1)

g(x) g(x) —g(0)  g’(cy)
h’(x1) = h’(0) _ h”(c)

g'(x1) —g’(0)  g”(c)
h(”)(X ) —hM(©)  h®*(c,,s)
g (x,) —gM(@©O)  (n+1)!

mit 0 < Cpe1 < G < ... < ¢ < X. Multiplikation mit g(x) = x**! liefert die Behauptung (mit
C = Cuy1)- O

Beachte, dass die zweite Formel (3.22) nur dann gilt, wermnRisstgliedR, (x,c) gegen 0
fur alle 0 < ¢ < x konvergiert (wenm — o). Das Problem ist, dass i.A. die Potenzreihe

h Of( )(0) x¥ kann entweder Uiberhaupt divergent sein oder kann nichteratiy gegenf (x) kon-

vergleren Nimmt man zum Beispiel die Funktidn: R — R mit f(x) = e~ 1/x® fiir x # 0 und
f(0) = 0, so kann man zeigen, das%) (0) = O fiir allek = 0,1,... gilt. Damit ist die Taylor-Reihe

T(X) =31 f( )(0) x¥ von f identisch 0, wahrend (x) # O fiir allex # 0 gilt.

18Da diek-te Ableitung vonx™ gleichn(n—1)--- (n - k + 1)x** ist.
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> Beispiel 3.65 Seif(x) = e*. Dann istf (x) beliebig oft diferentierbar und es gilt: ") (x) = f(x)
fur jedes ne N. Damit ist das Taylorpolynon-ten Grades gleich

T, (X) = —
(x) 2
Das Restglied ist
*Xn+1
X,C) = ———
Ra(x.€) (n+1)!
fur ein c zwischen 0 und. Es gilt:
ecxn+1 e|x||X|n+1
o)l = < .
RO = 11| S (s
Da lim,, . X" /n! = 0, haben wir
e|x||X|n+l
n—eo (N+ 1)1

Also R, (x) — 0 flrn — co. Nach der Taylorformel gilt:
2 n ® i
e":l+x+%+~-+x—+...: X— (3.23)

n! i!
i=0

Furx = 1 gibt dies die Formel zur Berechnung von €:

1 1 1
e:1+1+Z+§+-~+H+---:2,7182818..

Ahnlich bekommt man

x> x3 x4 i X
In(1+x)_x—?+§—z—..._2(—1) — (3.24)

Dazu reicht es zu beobachten, dassff(k) = In(1+x) nach der Quotientenregel flir Ableitungen
gilt (nachrechnen!)f ) (0) = (-1)k*1(k — 1)1.

3.8 Extremalstellen

Seif : R — R eine funktion unda € R. Dann heif3ta einelokale Maximalstelle von ,ffalls es ein
€ > 0 gibt, so dasq (a) > f(x) fur alle x € U.(a) gilt. Die lokale Minimalstelleist analog definiert.

Lemma 3.66.
1. Extremalstellen-Test: Gilt f’(a) = 0 und hatf’(x) an der Stellea ein Vorzeichenwechsel,
dann liegt ina ein Extremum vor.

Dabei ista ein lokales Maximum, wenri’(x) von + nach— wechselt, sonst ish ein lokales
Minimum.

2. Extremalstellen-TestGilt f’(a) = 0undf”’(a) > 0 (bzw. f’(a) = 0 und f”’(a) < 0), so ista
lokale Minimalstelle (bzw. Maximalstelle) voh.
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Beweis. Teil (1) folgt unmittelbar aus der Definition vofY(x).
Teil (2): Seif”’(a) > 0. Zue = f”(a)/2 gibt es (nach der Definition der Ableitung) &in> 0 mit

—f(@)/2 < £7(x) - £(a) < f"(a)/2

alsof”(x) > f”7(a)/2 > 0 fur alle x mit |x — a] < §. Fir solchex gibt es (laut Taylorformel) eic
zwischenx unda (also insbesondere — a| < ¢) mit
f(x) = f(a)+ f'(@)(x—a) + f”(c)(x—c)%/2 = f(a) + f(c)(x—c)?/2 > f(a).
o 0

f(a) ist also ein lokales Minimum. Ist”’(a) < 0, so betrachtg = —f. m|

3.9 Die Bachmann-Landau-Notation: kleino und grol3 O

In diesem Abschnitt werden wir die asymtotische Notatiarilgiren, die Sie wahrend lhres weiteren
Studiums standig begleiten wird.

SeienA und B zwei Algorithmen mit Laufzeitei4 (n) undTg (n). Um diese Algorithmen (bezlglich
ihrer Laufzeit) zu vergleichen, fragt man

- Ist Aim “wesentlichen” genau so schnell wis®

- Ist A*viel” schneller alsB?

Um solche (und &hnliche) Fragen mathematisch zu prazisibe sich die folgende asymptotische
Notation als sehr hilfreich erwiesen. Die Notatioiix) war erstmal von Bachmann (1894) in seinem
Buch (Uber Zahlentheorie) und Landau (wie er selbst in 190®ieb) hat diese Notation erst aus
diesem Buch kennengelernt. Die Notatiofx) hat Landau selbst eingefihrt.

Um unnotigen “Feincheiten” zu vermeiden, werden wir in dimsAbschnitt hauptsachlich nur die
Funktionenf : N — R betrachten.

Definition:

1. f =0(g) & Es gibt eine Konstante > 0 und eine Zahhy € N, so dass (n) < c¢- g(n) fur alle
n > ng gilt.

2. f=o0()e I| E— =0 (man schreibt auch < g).

Davon abgeleitete Notationen:

3. f=Q(g) & g = O().

4. f=w(g) e lim ;g") =0 (man schreibt auch > g)

5. T =0(g) & f =0(g) undg = O(f) (man schreibt auch =< g)

6. f ~geo f=(1+0(1))g, d.h.wenn |Im§§n; =

Was besagen die einzelnen Notationdn2 O(g) drickt aus, das$ asymptotisch nicht starker ads
wéchst (obwohlf (n) durchaus stets gréRer alén) sein kann).f = Q(g) besagt, das$ zumindest
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so stark wieg wachst.f = ©(g) impliziert, dassf und g gleichstark wachsert. = o(g) driickt aus,
dassf echt schwéacher ajgwachst.

Bemerkung 3.67. Um den Unterschied zwischen klemund grof3© besser zu verstehen, I6ht es
sich ihre Definitionen formal zu vergleichen.

f=0(g) < dc>0dnyVn

no: f(n)<c-g(n
f=0(g) < Vc>03dnyVn <c

>
2no: f(n)<c-g(n)

Der einziger Unterschied ist also im ersten Quantor! Fér O(g) reicht es, dass evindestens eine
(auch wenn sehr grof3e!) Konstarte- 0 gibt, so dass ab bestimten Schwenllweytdie Funktion
f(n) durchcg(n) nach oben beschrankt ist. Im Gegensatz dazu sagb(g), dass es fujede(auch
wenn sehr kleine!) Konstanie > 0 wird f(n) ab einem bestimten Schwenllweg nicht mehr den
Wert cg(n) Uberschreiten.

Die asymptotischen Notationen erwecken zunachst den Anschls wirden einfach Informationen
weggeworfenDieser Eindruck ist auch sicher nicht falsch. Man machia gdoch klar, dass wir,
wenn wir eine Aussage wie etwa
2 1

and+Zn- = =0
machen, nur untergeordnete Summanden und konstante émki@glassen. Wir werfen also sehr
gezielt die Teile weg, die fur hinreichend hohe Werte vonicht ins Gewicht fallen (nachrangige
Terme), und wir verzichten auf die fihrende Konstante (Kjerda die konkreten Konstanten bei
realen Anwendungen ohnehin keialesolutekonstanten sind. Man kann also sag@iir reduzieren
einen Ausdruck auf das asymptotisch Wesentliche."

Alternativ formuliert, die asymptotischen Notationenagitben es uns, Funktionen in verschiedene
Wachstumsklassesusammenzufassen. Obiger Ausdruck hat die Bedeujay:Ausdruck links ge-
hort in die Klasse der Funktionen, die nicht schneller alsvachsen.*

Der Einwand, dass bei so einer Zielsetzung das Elementgictso
2 1
an® + =n- = € O(nd),

wesentlich intuitiver ware, ist gerechtfertigt und nur anggend mit dem Verweis, das Gleichheits-
zeichen sei Konvention, zu entkraften.

Die Benutzung vom Gleichheitssymbol in der Bezeichnufig=" O(g)” ist zwar fast tberal

in der Literatur verbreitet, man muss aber immer erinneassdlas mit deGleichheitzweier
Funktionen nichts zu tun hat! Ware namli€th= O(g) als eine Gleichheit verstanden, so kdnnte man
auchO(g) = f schreiben. Aber dann kommt man schnell zum Unsinn: esrist 20(n) also ist
auchO(n) = 2n und, dan = O(n), sollte auch auclm = O(n) = 2n “gelten”. Wir werden deshalb
nie “O(g) = f” anstatt “f = O(g)” schreiben. Man muss sich immer erinnern, dass urig}”
eine Klassevon Funktionen versteckt ist. Deswegen schreibt man maacline O(g) anstatt von

f=0(g)
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@ Aus f = o(g) folgt zwarg = Q(f), aber
f=0(g) = g=0(f)

gilt nicht! In der Tat, wére eg = O(f), so sollteg(n) < cf(n) fir eine positive (dg # 0) Konstante
c > 0 und allen > ng gelten. Aber dann hatten wir Iinﬁ% < lim Sl % # 0, ein Widerspuch

n—00 n—oo Cf(n) -
mit f = o(g).

Vorsicht mit Exponenten! Zum Beispiel ist 4= O(2"): 2" /4" = 1/2" und somit lim2" /4" =
0. D.h. 22 = o(4") woraus 4 + O(2") folgt (siehe vorige Bemerkung).

@ Vorsich mit Logarithmen! Fir das Wachstum der Logarithrusktion gilt:

f=0(¢) = log, f=0(og,g)

aber

f=o0() = log, f=o(log,¢g)
giltim Allgemeinennichtt Gegenbeispielf (n) = y/nundg(n) = n. Dannistlog f(n) = 1 log, n =
©(log, g(n)).

Die SymbolenO, o0 und Q,«w haben unterschiedliche Bedeutung: Die ersten zwei gelmeobere
wahrend die letzten zwei eingtereSchranke an.

obere Schranke untere Schranke
f =0(g) f=Q(g)
f =o0(g) f=w(g)

Gilt zum Beispielf (n) = O(n?), dann bedeutet dies nur, dals@) nicht schnelleralsn® wachst — es
kann gut sein, dass (in Wirklichkeit)(n) nur linear oder sogar noch langsammer wachst. Zeigt man
aber, dass auch(n) = Q(n?) gilt (eine untereSchranke), so kann man bereits sagen, dass (bis zu
multiplikativen Faktoren) die Funktiof(n) quadratisch wachst.

Behauptung 3.68. Der Grenzwert Iim% = L mdge existieren.

n—oo

1. WennL = 0,dann istf = o(g).
2. WennL < oo, dann istf = O(g).
3. WennO< L < oo, dann istf = O(g).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Diese Behauptung erlaubt es also, eine asymptotischeiétetatrch Berechnung des entsprechenden
Grenzwertes zu verifizieren. Diese Methode versagt nur,daenn der Grenzwert nicht existiert.
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> Beispiel 3.62 Sei f(n) = n® + 3n?+ In— 1= ©(n%). Nach der Grenzwertregeln gilt:

ot 4t g dn 1
lim = lim + lim + lim — lim

1+ lim - + lim ! + lim
6 n—oo2n n—eo 32  n—ooo nd
1

6.

Damitist 0< lim f(n)/n® = 1/6 < oo und somit auch (n) = O(nd).
Genauso kann man zu Beispiel zeigen, dass die Funktion

(2,7n13 + n° — 86)*

n?3" 7 + 7 ~1,08%
nichts anderes al®(3") ist.
> Beispiel 3.7Q Wir definierenf (n) :{ L ngerade
0 sonst

135

Es seig(n) = 1 fur allen € N. Dann existiert der Grenzwert vcﬁ{:% nicht, da die Werte O und 1

unendlich oft auftauchen. Es ist aber
f =0(g)

(mit c = 1 undng = 0). Man verifiziere, dass mit Ausnahme der Beziehyng Q(f) alle
weiteren asymptotischen Relationen zwiscliamd g nicht gelten. (Warum ist zum Beispiel die

Beziehungg = O(f) falsch?)

Um zu bestimmen, zu welch@-Klasse einendlicheSummef (n) = g1(n) +- - - + g« (n) (wennk ist
eine Konstante und damit hangt vamicht ab) gehdrt, reicht es d@-Klassen der Funktioneg (n)

zu bestimmen und die gré3te davon zu nehmen.

Wenn es zwei (oder mehrere) gleichgrél3e Terme sind, abigreeitavonnegativsind, dann
muss man aufpassen, ob der grof3ter Term nach der Umformuiiedhaupt bleibt. So ist

zum Beispiel

3n+5n-6n = 2n = @(n) aber

3(h+2)+5(Nn+3)-8n=06(),
no n? n

Yiai-% =1t =0(n).

@ Gefahrlich ist auch dann, wenn die Funktionendlich ofthegative Werte annimt:

2+ sinn = ©(1) aber

sinn # ®(1) (unendlich oft negativ)

1+ sinn # ©(1) (unendlich oft 0 vorkommt)
—-2n # O(n) (ist negativ)
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@ Vorsicht mit Exponenten! Die Aussage
f=0() = F(f)=06(F())
gilt nur, wennF (x) durch ein Polynom nach oben beschrankt ist. So gilt zumpssis

f=0() = f?=0(%;

f=0(g) = logf =0(logg);
f=0() = f1%=0("

aberf = 0(g) = 2/ = ©(29) gilt nicht!

Um f = o(g) zu zeigen, muss man den Grenzwert lirtn) /¢ (n) der Quotientfunktionf (n)/g(n)

betrachten. Das ist aber oft nicht so einfach. Streben zuspRédie Funktionerf (n) undg(n) beide
gegen 0 oder beide geges so bekommen wir unbestimmte Ausdrick® @derco/co. Was dann?
Bedeutet nun das, da$¢n)/g(n) keinen Grenzwert hat? Nicht unbedingt! Um solche unbestin
Ausdriicke zu behandeln, gibt es einige Regeln.

Diese Regeln stammen aus dem Bégtalyse des infiniment petit$696) von de I'Hospital®

Regeln von de I'Hopital: Seia < b < co und—oco < L < +00. Ferner
seienf,g : [a,b) — R differenzierbare Funktionen myt(x) # O fur
allex € [a,b), und es gelte Iimf(x) = Iim g(x) = 0 oder Iir?g(x) =

() ()

+oo. Gilt dann lim — =L, soist I|m— = L.
_x=b g'(X) x—=b g(X)
Dasselbe gilt auch fur Grenzibergaxg» a anstattx — b.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall lij,;, f(X) = lim,_; g(x) = 0 (der Fall Iirgg(x) = oo ist
X—

analog). Wir kénnen o0.B.d.A. annehmen, daés) # 0 in [a,b) (sonst kleineres Interval wahle?f).
Wir definieren zwei Hilfsfunktionen:

[ f(x fallsx#b [ g(x) fallsx#b
F(X)‘{ 0 falsx=b  UNd G(X)‘{ 0 fallsx=b

und erhalten mit dem zweiten Mittelwertsatz (Satz 3.64)

f(x) _ F(x)-F(b) _ F’(c)
g(x)  G(x)-G(b) G'(c)

Durch Grenziibergang — b (und damit auctt — b) folgt die Behauptung. O

mitx<c<b

Bemerkung 3.71. Entsprechenf (n) und g(n) den Laufzeiten irgendwelchen Algorithmen, so sind
f,g¢ Abbildungen vonN (und nicht vonR) nachR, dan die Eingabelénge ist, die Ublicher Weise
ganzzahlig ist. Deshalb wissen wir nicht, was die Ableitemd)’ (n) undg’(n) sein sollten. Trotzdem
gibt es einen einfahen Trick, wie man dieses Problem umgkéiem: Man erweitert den Definitions-
bereich vonN auf R, indem man anstatt einer naturlicher Zahh den Formeln furf (n) und g(n)

Guilame Francois Antoine Marquis de I'Hopital (1661-1yY0r der Schuler von Johann Bernoulli (1667-1748). Sein
Buch war das erste Buch in Analysis Uberhaupt. Der SatztseHrseigentlich von Bernoulli bewiesen worden, tragt aber
die Name des Buchauthors. Der Name wird entweder als “litd@p(alt) oder als “I'Hospital” (neu) geschrieben. Beide
spricht man alsLopital” aus.

20Da g’ (x) keine Nullstelle in &,b) hat, kanng(x) nach dem Satz von Role hochstaismalden Wert 0 annehmen.
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eine reelle Zahl betrachtet, und zeigt, dé%% den Grenzwert O flk — oo hat. Nach der Definition
des Grenzwertes reellen Funktionen, muss dann auch die Eé%gden Grenzwert 0 haben.

> Beispiel 3.72 Der Grenzfall Z2: Flir n € N erhalt man durchn-malige Anwendung der
I'Hospitalschen Regeln:
Xt onxtL nl

lim — = lim =...=1lim —=0.
x—oo ¥ x—oo ¥ x—o00 @X

> Beispiel 3.73 Der Grenzfall%: Auf dem Intervall = (0,1) gilt:

In x x~1
im — =lim —=1
x—>1X—1 x-1 1

> Beispiel 3.74 Der Grenzfalll™: lim XY= =9
X—
Logarithmieren und Anwenden der I'Hospitalschen Regedjibér

1/(x-1) _ In x

In x
Xx-1

und somit limxY -1 = ¢l = e,

x—1

> Beispiel 3.75 Der Grenzfall 22: Fir n € N erhalt man durchn-malige Anwendung der
I'Hospitalschen Regeln:
. oxt npxtl . nl
lim — = lim =...=lim —=0.

x—o0 €Y  x—o00 ¥ x—o0 X

> Beispiel 3.76 Der Grenzfallg: Seiena,b > 0. Dann gilt

ar —
lim

x—0

—InEl
b

Beweis: Setzd (x) :=a* - b%, g(X) :=x = f'(X)=a*lna-b*Inbundg’'(xX) =1 =

. a¥-b* . f(x ) ) a
lim = |im ():Ilma"lna—llmb"lnb:lna—lnb:ln—
x—0 X x—0 g’(X) x—0 x—0 b

Bemerkung 3.77. Neben der oben diskutierten Grenziibergangen in Quotid¢regtan auch irregu-
lare Produktausdricke der folgender Art auf:

lim £(x) =0, lim g(x) = — lim £(x) - g(x) =2

X—a

Die kann man haufig in der Form

. - f(x)
JIm 109 -2 = Im g(x)1

mit den obigen I'Hospitalschen Regeln behandelt werden.
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Manchmal sind auch irregulare Exponentialausdriicke denFo

lim f(x)8™) =2
xX—a

zu untersuchen, was zu Grenzfallen der Axt6° und 0° fihren kann. In diesem Fall wird zun&chst
logarithmiert,
lim g(x) In(f(x)) =?

was zu obinem Fall fuhrt. Der Grenzwert des gegebenen Aakslist dann wegen der Stetigkeit der
Exponentialfunktion gegeben durch

lim ¢(x)In(f (x)) = exp <)Iciﬂ1ag(x) In(f (x))) .

Mittels der Tranformation L L

f(x) - g(x) = £
f(x)-g(x)

wird der Grenzfalko — oo in den Falld tberfiihrt.

> Beispiel 3.78 Iim0 x* =7?. Logarithmieren und die I'Hospital Regel ergibt:

X—>

. In x .
lim x-Inx = lim — (— 2 = kannI'Hospital anwenden)
x—0 x—0 X~
= —lim =x*>  (I'Hospital)
x—0
=0
und somit
lim x* =&’ = 1.
x—0

Manchmal funktionieren die Regeln von I'Hospital nicht,ala Audriicke hin-und-hier oszil-
lieren. Zum Beispiel

lim _x lim ;: lim M
x—oo (X2 + 1)1/2 x—oo X(X2 + 1)71/2 x>0 X
X—00 1 X—00 (X2 + 1)1/2

Wir betrachten als nachstes eine Wachstums-Hierarchietigggr Laufzeitfunktionen.

Lemma 3.79. (Wachstum von Standardfunktionen)Seiena,b € R, dann gilt:

1. Wenna < b, dann giltx% = o(x?).

2. Es gilt (auch wenib sehr groR una sehr klein): (Inx)” = o(x%). D.h. logarithmisches Wachstum
ist unwesentlich gegentber dem Wachstum von Polynomen.

3. Es gilt (auch wentb sehr groR uné sehr klein):x? = o(2¢*). D.h. polynomiales Wachstum ist
unwesentlich gegeniiber dem Wachstum von Potenzen.
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Beweis.

lim x¢/x? = lim ia =0 (dab-a>0).

X—00 X—00 )(b_

In x)? _Inx 1 .
lim (Inx) = lim =i L (Regel von de 'Hopital)
x—o0 X4 x—00 X4/b xS0 %XB_
b . 1
- 5_ ) xinoo Xa/b 0
im 2 = dm X —im X mitc=(aln2)/b> 0
x—00 20X - x—o00 24X x/b xX—o0 X -

1
= lim ——=0 Regel de I'HOpital
lim. o (Regel von de 'Hopital)

Als Folgerung haben wir die folgenden Wachstumsstafétiira > 1,k > 1 undb > 1 gilt:

log,n < n < nlog,n < n* < b" < nl

> Beispiel 3.8Q0 Gegeben sind 4 AlgorithmeAy, Ao, Az, A4 mit entsprechenden Laufzeiten

Ti(n) = 2100,
To(n) = 200nlog, N,
Ta(n) 10n?,

Ta(n) 2",

Ay furl<n<9
Schnellster Algorihmus= < Az flr 10< n < 100
A, firn> 101.

> Beispiel 3.81 Bei einer Millisekunde (1¢%) pro Operation und einer Stunde zur Verfiigung ist die
groflite mogliche Problemstellung (d.h. die groRte mdogllopeat-Lange):

| A | A | As | A
maxn: T(n) < 3,6-10° | 3600\1600\600\21\

Verzehnfachung der Maschinengeschwindigkeit:

| A | Ao | As | Al
maxn: T(n) <3,6-10° || 36000| 13500 1900\ 25|

2Zur Erinnerung:f < g ist einfach eine andere Schreibweise fiie o(g).

© 2003 by S. Jukna



140 KAPITEL 3. EINSCHUB AUS DER ANALYSIS

> Beispiel 3.82 In einem Wettbewerb sollen 1.000.000 Zahlen sortiert werdeilnehmer sind ein
schneller Rechner und ein PC, auf deren afeeschieden schnellgortier-Algorithmen laufen.

| Op. pro sek| Anzahl d. Operationen

schneller Rechner 100 Mio. 2n?
PC 1 Mio 50nlogn

Rechenzeit;

2 - (10°)2 Oper.

W = 20000 SeC| =~ 556 h

schneller Rechner

50-1C° - log 1¢° Oper.

PC
1P Oper/sec

~ 1.000 sec| ~ 16,67 min

Fazit: Es lohnt sich, sowohl eine groRenordnungsbezogémaweh eine asymptotische Analyse
durchzufihren.

3.10 Rekurrenzeri

Im Spiel ,Turme von Hanoi* (siehe Abschitt 1.4.1) haben wieidStabe 1, 2 und 3. Urspringlich
besitzt Stab h Ringe, wobei die Ringe in absteigender GroRe auf dem Stgjemiht sind (mit dem
grolten Ring als unterstem Ring). Die Stabe 2 und 3 sind leer.

Ein Zug besteht darin, einen zuoberst-liegenden Ring voeneiStab zu einem anderen zu bewegen.
Der Zug ist aber nur dann erlaubt, wenn der Ring auf einenageil3Ring gelegt wird oder wenn
der Stab leer ist. Das Spiel ist erfolgreich beendet, welenRihge von Stab 1 nach Stab 2 bewegt
wurden.

Wir haben dieses Spiel bereits in Abschnitt 1.4.1 betraalntel haben einen folgenden rekursiven
Algorithmus entworfen:

Algorithmus Hanoi(n; 1,2, 3)

While n > 0 do
RufeHanoi(n — 1;1,3,2) auf [die oberstem — 1 Scheiben von Stapel 1 zum Stapel 2]
Verlege die zuoberst liegende Scheibe auf 1 nach 3
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RufeHanoi(n - 1; 2,1,3) auf [verlegen — 1 Scheiben vom Hilfsstapel 2 nach 3]

Sei a, die minimale Anzahl der Zige, die ausreichen sind, alle &wgn Stab 1 nach Stab 2 zu
bewegen. Aus dem oben angegebenen Algorithmus fajg 2 - a,_1 + 1. Man kann auch zeigen
(probiere das!), dass, > 2- a,_1 + 1 gilt. Also haben wir die folgende Rekursionsgleichung:

a = 0
a, = 2-a,1+1firn>0

Wenn wir nun die Rekursionsgleichung entwickeln wollenkdramen wir in jedem Schritt einen
“storenden” Ternt1. Stattdessen wenden wir einen (of sehr hilfreichen) Taiok konstruiere ei-
ne neue einfachere Rekursionsgleichung. In unserem Feliitres eine Eins auf beiden Seiten zu
addieren:

a,+1 =1
a,+1 = 2-a,1+2furn>0

Nun setzen wib,, := a,, + 1 und erhalten

bp = 1
b, = 2-b,_1 firn>0

und diese letzte Rekursionsgleichung ist leicht zu I6sen:
b, = 20,.1=2%0, 2=2b,3=...=2'b,; =...=2"by=2".

Alsoista, =b,-1=2" - 1.

(Das Pizzaproblem, Jacob Steiner 1826)ieviele Pizzascheiben kann
man bekommen, wenn man die Pizza mgeraden Schnitten aufteilt?
Oder mehr mathematisch: Was ist die maximale Anzghder Flachen
in der Ebene, die man mitLinien bekommen kann?

1 S
Bestimmt kann man denken, dass~ 2" gelten sollte: jede neue Gerade verdoppelt die Anzahl der
Pizzascheiben! Diese erste Reaktion ist aber total dah&beri-untion x,, wéachst viel langsammer,
nahmlichx, = ®(n?).

1. Dien-te Gerade ergibk neuenFlachen genau dann, wenn gialtenFlachen schneidet, und sie
kann so viele alten Flachen schneiden genau dann, wennesitdn Geraden in gendu— 1
Punkte tritt.

2. Zwei Geraden koénnen sich in héchstens einem Purfketre
3. Aus (2) folgt, dass die neue Gerade kannrtdiel alten Geraden in hochstens- 1 Punkt tréfen.
4. Aus (1) und (3) folgt, dask < n.

Damit erhalten wir die Rekursionsungleichung

Xp < X1+ N furn>0
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Man kann zeigen, dass hier auch Gleichheit gilt: es reichtngiue Gerade so zu wahlen, dass sie
parallel zu keiner der alten ist und keinen der alterffprenkte bertiht. Damit haben wir die Rekursi-
onsgleichung:

Xo = 1
Xpn = Xp_1+N farn>0

Damit istx,, = >_;_; k die (bereits und bekannte) arithmetische Reihe, und wisevislie Antwort
(siehe (3.1):
X, = w = @(nz)‘

Rekurrenzen vom Grad 2

Die Beiden oben betrachteten Folgen waren “linear” uncehatte Formx,, = Ax,_1 + B. In Anwen-
dungen kommen aber kompliziertere Folgen vor, wo jederdepigd x,, durch eine lineare Funktion
vond > 2 letzten Folgegliedek,,_1, X, _2,...,X,_q bestimmt ist. Solche Rekurrenzen nennt man
Rekurrenzen vom Grad &ur solchen Folgen gibt es auch einige Tricks, um die gessbhe Form
fur x,, zu finden. In diesem Abschnitt betrachten wir den Fdlls 2. (Rekurrenzen vom hdcheren
Grad werden wir im n&chsten Abschnitt betrachten.)

Die Folge<x,> = Xg, X1, X2,. .. sei durch die ersten zwei Zahlep = ap, X; = a; und eine Rekurrenz

X, = AX,—1 + BX,_o (3.25)
oder aquivalent durch die Gleichung

X, — AX,_1 — BX,_»=0
gegeben. Wir wollen eine Funktioh(n) mit x,, = f(n) fur alle n bestimmen. Dazu gibt es ein
allgemeines Verfahren. Dazu betrachtet man die Nullstallescharakteristischen Polynomg z
Az - B, d.h. man betrachtet die Losungen des quadratischen Gigjsh
Z-Az-B=0.

Satz 3.83. Seienr undsdie Lésungen vorz? — Az— B = 0. Dann hat die Lésung der Rekurrsions-

Gleichung (3.25) die Form

. = ar* +bs' fallsr #s
"7 ] ar® +bnr* fallsr =s

wobei die Zahlera und b (eindeutig) durch die Randbedingungen b = ag,ra + sh = a; bzw.
a = ag,ra + sb= a; bestimmt sind.

Beweis. Zuerst beobachten wir, dass = ar” fiir jede reele Zahh # 0 und jedes mitr?—Ar—B = 0
eine Losung der Rekursionsgleichung (3.25) ist:
ar = Aar*l+Bar"? <« r’=Ar+B < r’ - Ar-B=0.
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Es reicht also zu zeigen (Ubungsafgabe!), dass die Sumrees, +t, je zwei Lésungers, undt,,
von (3.25) auch eine Losung von (3.25) ist. Um die Zatdemdb zu bestimmen, reicht es die ersten
zwei Folgengliedexy = ag und x; = a; zu betrachten:

ag = ar’+bL=a+b
arl + bs!t = ar + bs

ay

O

> Beispiel 3.84 Die beriihmte Folge ddfibonacci-Zahlen(x,,) = X1, X2, Xs, ... ist durchx; = xp =
1 und die Rekurrsiox,, = X,,_1+ X,—2 gegeben. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Z2—r —1sind
1+ 5 1-+5
> und s= >

Die Randbedingungea + b = 1 undar + bs= 1 ergebena = 1/ V5 undb = -1/ V5.

g L (14¥B)" 1 (1-45\
" 4B 2 \5 2 '
> Beispiel 3.85 Sei die Folge X, ) durch die Randbedingungery = 2, x1 = 7 und die Rekurr-
sionsgleichungx,, = X,_1 + 2X,,_» gegeben. Das charakteristische Polynom in diesem Fall ist

72— 7-2=(z-2)(z+1). Seine Nullstellen sind algo= 2 unds = —1. Damit hatx,, die Form
X, = ar + bs* = a2" + b(-1)", wobeia undb sind durch das Gleichungssystem

Damit gilt:

a+b = xp=2
2a-b = x1=7

bestimmt, woraus. = 3 undb = -1 folgt. Damit istx,, = 3- 2" — (-1)" die gesuchte Ldsung.

In der Stochastik tretten endliche Folgefn x1,. .., Xy, die durch die Rekursionsgleichungen von der
Formx,, = pX,+1+ (1 — p)X,_1 Mit X = 0, Xy = L und O< p < 1/2 auf.

> Beispiel 3.86 (Gambler's Ruin) Ein Spieler namens Theo Retiker nimmt in einem Casino an
einem Spiel mit Gewinnwahrscheinlichkeit<® p < 1/2 teil. 22 Zum Beispiel wirft man eine
(nicht unbedingt faire) Minze, dessen Seiten mit rot und lglefarbt sind, und wir gewinnen,
falls rot kommt.

Wir nehmen an, dass Theo in jedem Schritt (oder Spielrundel & einsetzen kann. Geht die
Runde zu Theos Gunsten aus, erhalt er den Einsatz zurtickusétizlich denselben Betrag aus
der Bank (Gewinr= 1€). Endet die Runde ungunstig, verfallt der Einsatz (Gewnrl €).

Theo kommt ins Casino mit Euro (Anfangskaptal) und sein Ziel ist Euro zu gewinnen (dann
will er aufhéren); in diesem Fall sagen wir, dass Theo getvifineo spielt bis em Euro gewinnt
oder bis er alle seine mitgenommene&uro verliert.

SeiN = n + mfest, und sek,, die Wahrscheinlichkeit, dass Theo gewinnt, wenn sein Aggan
kapital nist. Also xp = 0 undxy = 1. Nehmen wir nun an, dass Theo mit Anfangskapital

22Natirlich, wird kein Casino eine Gewinnwahrscheinlichei> 1/2 zulassen.
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(0 < n < N) beginnt. Nach der ersten Runde wird Theo mit Wahrschéikdit p gewinnen
undn + 1 Euro haben; danach wird er Gewinner mit Wahrscheinli¢hkei,. Andererseits kann
Theo die erste Wette mit Wahrscheinlichkgit= 1 — p verlieren; dann wird er nun — 1 Euro
haben und kann nur mit Wahrscheinlichkejt 1 das ganze Spiel gewinnen. Insgesamt ist Theo
der Gewinner mit Wahrscheinlichkett, = pX,+1 + qX,—1.

Wir kbnnen die Gleichung,, = pX,+1 + gX,_1 als
PXp+1 = Xn + 0%-1 =0 (3.26)

umschreiben. Wir wiederum raten die Losung in der Fogm= z" mit z > 0. Dann erhalten wir
aus (3.26) die Gleichungz'*! — z* + z*~1q = 0. Dividieren wir dann beide Seiten duref~ und
erhalten eine quadratische Gleichung:

pZ-z+(1-p)=0

Losen wir diese Gleichung, so bekommen wir:

1+ +1-4p(1-p)
Z1o = 2p
_ 1x(1-2p)
= =
= 1P oder 1
p

Die Losungen sind verschieden genau dann, wesnl/2. Damit ergeben sich zwei Falp< 1/2
undp = 1/2.

Fall 1: p < 1/2. Im diesem Fall haben wir zweerschiedenéosungerr = (1-p)/punds= 1. Wir
konnen deshalb entwedgy, = r" oderx, = s* = 1 nehmen, und die Gleichung (3.26) wird erflillt.
Da die linke Seite von (3.26) fix, = r” undfir x,, = 1 gleich Null ist, wird auch

X, =a-r'"+b-1

fur beliebigea undb die Gleichung (3.26) erfullen. Es bleibt also die Paramatardb zu bestimmen.
Hier benutzen wir die Randbedingungen:

O=a = a+b
1=xy = a-r¥+h.

Wir I6ssen wir dieses Gleichungssytem und erhalten:

1
b=-a, a=
rN -1
und deshalb
1 1 r—-1
X, = a-r+b= 't — =
" rN -1 rN -1 rN-1
rl’l rl’l m
< r_N = rn+m =
m
= (P ) <cemp
1-p
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Fall 2: p = 1/2. In diesem Fall hat die Gleichun@? — z + g = 0 nur eine Lésung = 1, und die
Losungx,, = r" = 1 fir (3.26) sagt uns nichts. Aber in diesem Fall (wgna 1/2) istx, = an+b
eine dfensichtliche Lésung fur (3.26). Aug = 0 undxy = 1 folgt, dassb = 0 unda = 1/N. Also
auch in diesem Fall haben wir die gleiche Lésung

L _n_.n
"N n+m

Damit haben wir die folgende interessante Aussage Uber er@hanchen bewiesen.

Satz 3.87.Die Gewinnwahrscheinlichkeit in jeder Spielrunde sei @ < 1/2. Die Gewinnwahrsch-
eilichkeiten mit Anfangskapitah Euro und dem Wunscim Euro zu gewinnen, sind

1. genawn/(n+ m), fallsp = 1/2.
2. kleiner als ", falls p < 1/2.

> Beispiel 3.88 (Gambler's Ruin - Vortsetzung) Schauen wir nun an, was dieser Satz fir Theo
bedeutet.

Fall 1: Faire Mlinze p = 1/2). In diesem Fall hangt fur jedes (festm)die Wahrscheinlichkeit
m Euro zu gewinnen vom Anfangskapitalkb: Je gro3er es ist, desto groler ist die Wahrschein-
lichkeit. Wenn zum Beispiel Theo mit = 500€ startet undn = 100€ gewinnen will, dann ist
seine Gewinnwahrscheinlichkeit
n 500 5

n+m 500+100 6
Nicht schlecht — mit einer fairen Miinze kann man wohl spigi#ann Theo min = 1.000000€
startet undn = 100€ gewinnen will, dann ist seine Gewinnwahrscheinlichkeit

n

> 0,99909...
m

In diesem Fall gewinnt Theo (ein Millionar) seine 180dast sicher.

Fall 2: Unfaire Miinze p < 1/2) (amerikanisches Casino). Nehmen wir nun an, dass Then in e
Casino in U.S.A. geht und immer auf “rot” wettet. Das Row@etl in Amerika hat 18 schwar-
ze Nummern, 18 rote Nummern und 2 griine Nummern. Mann kannralbewuf eine rote oder
schwarze Nummer setzen, aber nicht auf griinen. Also iseisedn Fall die Gewinnwahrschein-
lichkeit in jeder Runde gleicph = 18/38 ~ 0,47. Die Q03 Gewinnchance hat das Casino fir sich
selbst bestimmt aber die Gewinnchance flir Theo sieht eatZflast” fair aus. Natlrlich ist dann
die Gewinnwahrscheinlichkeit ein bisschen kleiner g, ®ber Theo hidt, dass das nicht so
dramatisch ist: Wie kann dieser kleir®,03 Unterschied in Gewinnchance irgendwas essenziell
verandern? Leider, leider ... Nach dem Satz 3.87 ist in cheSall die Gewinnwahrscheinlich-
keit sogar kleiner als/B7.000, und zwar — egal mit welchem Anfangskapitalrheo sein Spiel
beginnt!

Beachte, dass die obere Schrank& eén diesem Fall (wenrmp < 1/2) nicht mehrvom An-
fangskapitalh abhangt! Und die Konsequenzen sind erstaunlich: Angenomifeeo startet mit
n = 500€ und will m = 100€ gewinnen. Dann ist

. 18/38 100 9\ 1
Pr{Th —e = (= -
r{ eo gewmn} < (2 / 8) 1 < 7648
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Das ist ein dramatischer Unterschied zu dem fairen Spiel(wi® wir bereits wissen) die Ge-
winnchance sogar/6 war. Wir haben auch gesehen, dass im fairen Spiel mit Astaym-
tal n = 1.000000€ Theo diem = 100€ fast sicher gewinnen kann (mit Wahrscheinlichkeit
0,9999). Aber im amerikanischen Casino wird Theo auch mit s@gm Anfangskapital und so
kleinen Ambitionen (nur 10&€ zu gewinnenfast sicher sein Million verlieren

Fazit: Wenn Uberhaupt, dann nicht in Amerika spielen!

Rekurrenzen vom hécheren Grad
Im allgemeinen haben (lineare) Rekurrenzen die Fornmfird
Xp = ArXpo1 + AoX—o + ..o+ AgXp—a + f(n) (327)
oder aquivalent
Xp — A1Xp—1 — PoXy—o — ... — AyuXp—g = —f(n). (328)
Die Rekurrenz ishomogenfalls f (n) = O fur allen gilt, und fiir solchen Rekurrenzen kann man den-
selben Trick wie im Faltl = 2 anwenden. Man betrachtet wiederum das charakteristRolymom

p(Z)=Zd—A12d_1—A22d_2—...— vi—d -

Eine Nullsteller von p(z) hatVielfachheit k falls p(z) ist durch ¢ — r) teilbar. Der folgender Satzt
ist eine direkte Verallgemeinerung des Satzes 3.83.

Satz 3.89. Seir eine Nullstelle des charakteristischen Polyngi(® von (3.27) von Vielfachheik.
Dann erfillen allek Folgen
k-1

PR R

die Rekursionsgleichung (3.27). AuRerdem, lal3t g@delLosung von (3.27) als eine Linearkombina-
tion von solchen Lésungen Uber alle Nullstellen vaiz) darstellen.

> Beispiel 3.9Q Betrachte die Rekursionsgleichung
Xy, = 3Xp-1 — 4X,-3

mit Randbeningungery = 0, x; = 1 undx, = 13. Wenn man beginnt die ersten Folgeglieder zu
berechnen, bekommt man, 393 287,7051663. ... Es scheinnt keine vernunftige Formel fur
X,, ZU existieren. Trotzdem, wir kdnnen eine solche Formel kdmteicht finden. Das charakte-
ristische Polynom fiir diese Rekurrenz hat die Form

p(z) =22 -32+4=(z+1)(z-2)°

Das Polynom hat also drei Nullstellerl mit Vielfachheit 1 und 2 mit Vielfachheit 2. Nach
Satz 3.89 ist jede LOsung unserer Rekursionsgleichunglemearkombination von{1)", 2"
undn2". D.h.

X, = A(-1)" + B2" + Cn2"

© 2003 by S. Jukna



3.10. REKURRENZEN 147

fur irgendwelche KonstanteA, B undC. Um diese Konstanten zu bestimmen, benutzen wir die
Randbedingungen:

Xo=0 — A+B=0
Xx1=1 —= -A+2B+2C=1
X=13 — A+4B+8C=13

Lost man dieses Gleichungssystem, so bekommt Aianl, B = —1 undC = 2, und wir sind
fertig:
Xp = (1" =2"+2n2" = (2n-1)2" + (-1)".

Die Situation miinhomogenemRekurrenzen, d.h. Rekurrenzen (3.27) ii{ih) # 0, ist komplizierter.
In solchen Fallen kann man versuchen, die Rekurrenz autheimogene Rekurrenz zu reduzieren.

> Beispiel 3.91 Betrachte die Rekurrenz
42 = A,41 + 8, + 2. (3.29)

Diese Rekurrenz ist inhomogen wegen dem Téim) = 2. Man kann aber sie “homogenizie-
ren”, indem man eine eine neue “verschobene” Rekurrenadiglt und ihre Vielfache aus der
Original-Rekurrenz abzieht. In unserem Beispiel konnendid Rekurrenz nach links verschie-
ben

Aui2 = i1ty t 2"
a1 = a,+a,1+2" L

Nun kann man die zweifache der zweiten Gleichung von deemiabziehen, um den Terrfi 2u

eliminieren:
A2 — 2an+l +ap+1 t Ay — 2an - 2an—l

oder aquivalent
A2 = 38,41 — &, — 28,-1.

Das ist bereits eine homogene Rekurrenz und wir kénne siblitfgtvon Satz 3.89 losen.

Die Allgemeine Methode

Wir betrachten die folgende zwei Operatoren, die eine Felge> in eine ander Folgeb, > Uber-
fuhren:
E<a,> = <a,11> und <a,> = <Ca,>.

D.h. der OparatoE Uberfuhrt die Folgey, ai1,ay,. .. in die Folgea;, ay, as,. .. indem er einfach das
erste Element eliminiert. Der Operator Uberfuhrt die Fage, a, . . . in die Folgecag, cay, Cap, . . ..
Addition und Multiplikation von OperatoreA und B sind definiert durch:

(A+B)<a,> = A<a,>+ B<a,>
(A-B)<a,> A(B<a,>).
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Zum Beispiel

(2+ E)<a,>
E?<a,> = <ayi2>.

<2a, + a,,1>

Beobachtung: Iska, > durch eine homogene Rekursionsgleichung definiert ung{ Btdas charak-
teristische Polynom dieser Gleichung, so gilt

p(E)<a,> = <0> =0,0,0,...

In diesem Fall sagt man auch, dgg&) ein Annihilator fir die Folge<a,, > ist. Zum Beispiel iSsE -2
ein Annihilator fir die Folge<2" >, da

(E-2)<2"> = <21 _2.2"> = <0>.

Annihilatoren flr einige wichtige Folgen sind:

Folge Annihilator
<c> E-1
<Polynom inn vom Gradk> (E - 1)1
<c"> (E-o©

<c" mal Polynom imn vom Gradk> (E — ¢)¥!

So ist zum BeispielE — 2)? der Annihilator fiir die Folge<n2” >.
Eine nitzliche Eigenschaft der Annihilatoren ist folgende

Ist A ein Annihilator flr<a, > und B der Annihilator flir<b,,>, so istA - B der Annihilator fur
<a, +b,>.

Zum Beispiel ist E — 3)2(E — 1) ein Annihilator fir<n2® + 1>.

Die allegemeine Vorgehensweise zur Losung von Rekursieicbgingen in der Form (3.28) ist fol-
gende:

1. Wende den Annihilator fur die rechte Seite von (3.28)lmifleSeiten an.
2. Lose die resultierendeomogendrekursionsgleichung.

> Beispiel 3.92 Wir betrachten die Rekursionsgleichung
a, —5a,_.1+6a, =4
mit ag = 5 unda; = 7. In unsered neuen Notation hat diese Rekursionsgleictigigorm
(E? - BE + 6)<a, > = <4>.
Wir wenden den Opratde — 1 an, um 4 zu annihilieren:

(E - 1)(E? - 5E + 6)<a, > = <0>.
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Das charakteristische Polynom hat also die Fpta) = (z—1)(z°-5z+6) = (z—1)(z-2)(z-3),
und seine Nullstellen sind 1, 2 und 3. Das ergibt die LosurdginForm

a, = A+ B2" + C3".
Wir wissen, dassg = 5,a; = 7 unday = 5a; + 6ap = 65. Das gibt uns die Gleichungssystem

A+B+C = a=5
A+2B+3C = ay=7
A+4B+9C = a=9

worausA = 2,B = 4 undC = -1 folgt. Die Losung der Rekursionsgleichung also ist
a, =2+4-2"-3".
> Beispiel 3.93 Wir betrachten die Rekursionsgleichung
a,—-2a,1=2"-1
mit ag = 0. In unsered neuen Notation hat diese Rekursionsgleictigngorm
(E - 2)<a,> = <2"*1 — 1>,
Wir wenden den Opratoe— 2)(E — 1) an, um 2+ — 1 zu annihilieren:
(E - 1)(E - 2)°<a, > = <0>.

Das charakteristische Polynom hat also die Fp(@) = (z - 1)(z - 2)?, und seine Nullstellen
sind 1 und 2 (mit Vielfachheit 2). Das ergibt die Losung in Berm

a, = (A+Bn)2" +C.

Wir wissen, dassg = 0,a; = 2-0+ 21 -1 = 1 unday = 2a; + 22 — 1 = 5. Das gibt uns die
Gleichungssystem
A+0+C = a=0
2A+2B+C = a;=1
4A+8B+C = a=5

worausA = -1, B = 1 undC = 1 folgt. Die Losung der Rekursionsgleichung also ist

a,=(n-21)2"+1.

3.10.1 Das Master Theorem

Viele Algorithmen arbeitemekursiy, d.h. sie bestehen aus Sliefen, in denen der Algorthmusimiuf e
genkleinerenkEingaben aufgerufen wird. Ihr Laufzeit-Funktidiin) (= maximale Laufzeit der Einga-
ben der Langa) ist dann auch rekursiv definier. Damit bekommt man oft eie&Rsionsgleichung
der Form

T(n) =a-T(n/b) + f(n) (3.30)
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Eine solche Rekursionsgleichung beschreibt zum BeispgelLdufzeit eines Algorithmus, der die
Eingabe der Langa in a Teilprobleme der Langa/b zerlegt; diese durch rekursive Aufrufe lost,
und aus den erhaltenen Teillésungen die Gesamtlosung musasetzt. Hierbei ist (n) der Aufwand,
der fur das Zerlegen in Teilprobleme und fur das Zusammeeseater Gesamtlésung bendtigt wird.

Wie findet man eine geschloRene Form fir solchen Rekurdi&inbgngen? Es gibt ein Satzt, der
solchen Rekursionsgleichungen sehr einfach auslosenlfsder Satz alle solchen Gleichungen mit
einem Schuf? “meistert”, nennt man ihm das “Master Theorem”.

Satz 3.94. (Master Theorem)Gegeben sei eine Rekursionsgleichung der Fb(@) = O und
T(n) =a-T(n/b) +nk

wobeia > 1, b > 1. Dann kantT (n) asymptotisch wie folgt agbeschatzt werden:

o (%) falls a < bt
T(n) = { O(nflogn) falls a=b*
O(n'°% ) falls a > b

Beweis. Sei f (n) := ©(n*). Wir entwickeln die Rekurenz und bekommen
T(n) = f(n) + af(n/b) + a2f(n/b?) +--- + a f (n/b) + - -- + al f (n/bh)

wobein/bt =1, d.h.

L =log, n.
Da f (n) = ®(n*), erhalten wir
L L L
T(n) =) a'f(n/b)=> a - (n/p)k =n*- Y x (3.31)
i=0 i=0 i=0
N~
S(x)

mit x := a/b~. Die SummeS(x) = Z,-L:o x! ist eine geometrische Reihe und wir wissen bereits, dass

XL+1 -1 ~ 1-— XL+1

S0 = x—-1  1-x

fur x # 1 gilt. Dax = a/b* eine Konstante ist, gilt

0(1) fallsx < 1
S(x) = L fallsx =1 (3.32)
O(xL) fallsx>1

Dal = log, nund

IA:! log;, n B alogs n 3 nlogs, @
X" = (E) T pklogyn Tk
liefern uns (3.31) und (3.32) folgendes:

- Ista < b¥, soistx < 1 und damit aucf (n) = n* - S(x) = O(n%).
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- lIsta = bt soistx = 1 und damit aucff (n) = n* - S(x) = n* - L = n* - log,, n.
- Ista> b¥, soistx > 1 und damit auci (n) = n* - S(x) = O(n* - xL) = O(n'°% @),

O

Bemerkung 3.95. Intuitiv ist Satz 3.94 ziemlich einfach. Betrachte den Rslansbaum fif (n) =
aT(n/b) + f(n):

f(n)

e A

f(n)

f(n/b) f(n/b) = af(n/b)
S S
f(n/b"2) f(n/b"2) f(n/b"2) f(n/b"2) = an2 f(n/b”2)

a

Der Baum hat die Tiefe&. = log, n. Die i-te Ebene summiert sich zf - f(n/b’). Der WertT (n)
selbst ist die Summe Uber alle Ebenen. figh) grof3, so kann man den Rest ignorier@fn) =
O(f(n)). Ist f(n) klein, so tragt jeder innere Knoten nur sehr wenig bei urdgdinze Summe(n)

ist im wesentlichen auf den Blatter konzentriert; da jedidtRlie selbe Konstante beitréagt und wir
insgesammi'®9 ¢ Blatter haben, ist in diesem Fal(n) = ©(n'°% <),

> Beispiel 3.96 Die drei Rekursionsgleichungen

T(n) = 8-T(n/3)+n?
T(n) = 9-T(n/3)+n?
T(n) = 10-T(n/3)+n?

haben der Reihe nach die Lésungen:

T(n) = O’
T(n) = ©O(n’logn)
T(n) = ©(n°%:!%) =en>%)

3.11 Aufgaben

3. 1. Richtig oder falsch: Die Folgea,, > konvergiert gegea, wenn

(@) ... sieaimmer ndher kommt.
(b) ... siea beliebig nahe kommt.
(c) ..sieabeliebig nahe kommt, es aber nie erreicht.

3.2. Benutze die Formel linfl + 7.)" = e* zur Untersuchung der Folgg, = (1 - ﬁ)" auf Konvergenz.
n—oo

Bestimme gegebenfalls den Grenzwert lax.

n—oo
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3.3. Es seic,(x) = 2 wobeix > 0. Fir welchex > 0 ist lim %})1 < 17 Untersuche die Reihe
n—oo €n

nn

> o1 Ca(x) auf Konvergenzin den Féllen= 2 undx = 4.

3.4. Ein Turm wird aus Wurfeln gebaut. Der erste Wirfel hat einent€aldnge vorl = 1m, der zweite
I = 0,5m. Jeder weitere hat die halbe Kantenlange der darungemien Wirfels. Welche H6he nimmt der
Turm an, wenn unendlich viele Wirfel aufeinandergesetztiee?

3.5. Sei<a, > eine arithmetische Folge mat, # O fur allen. Zeige, dass fiur alla > 2 gilt:

1 1 1 n-1
oot

+ = .
ai-a az-ag dp-1-a, Q19

3.6. Ein Asthet will seinen Weinkeller verschénen. Dazu will ée d vorhandene Weinflaschen wie folgt
auslegen:

O
00000 O
0000000000006

Dabei will er, dass: (i) mindestens zwei Reihen entsteheh(iiidie oberste Reihe vollstandig gefuhlt ist.
Gebe zuerst eine mathematische Formulierung des Problems a

Angenommen, der Asthet hat= pmWeinflaschen, wobg < 2m + 1 undp ungerade ist.

Zeige, dass dann das Problem l&sbar Hithweis

o+ (M=2)+(M=-1)+m+(M+1)+(M+2)+...

3.7. Ein Frosch springt Giber die Stral3e. Beim ersten Sprunggpeinl m. Dabei ermiidet er, so dass er bei
jedem folgenden Sprung nur nocf3des vorigen Sprungs erreicht.

Welche Weglange wird der Frosch natpriingen zurticklegen?

Die StralRe ist 3 m breit und nach 6 Sprungen wird an dieseleSti Auto vorbei kommen. Wird dann der
Frosch Uberleben, d.h. nach diesen 6 Spriingen die Strafguébehaben?

3. 8. Wir betrachten ein Tenisturnier mit Spielern. Die Spieler spielen paarweise und nach jedent fBpgt

der Verlorene raus aus dem Turnier. Wieviele Spiele insgeganiissen gespielt werden, bis nur ein Gewinner
bleibt? Hinweis Ist N eine Zweierpotenz, so kann man die Anz8ler Spiele leicht bestimmen; Die Anzahl
der Spiele halbiert sich nach jeder Runde. Was aber Wekrine Zweierpotenz ist? Probiere eine Bijektion
zwischen Spielen und bestimmten Spielern zu finden.

3.9. Sie haberK Euro geerbt und legen diesen Betrag auf einem Konto an. Dssaiz betréagi%. Sie wollen

n Jahre lang einen festen Betrag wituro jeweils am Ende jedes Jahres aus dem Konto herausngbonen
dass nacim Jahren das Konto leer wird.

Wie grol3 ist der Betrag?

Hinweis SeiF; (x) der Kontostand am Ende dieten Jahres. Probiere zueFs{x) flir die ersten’s zu bestim-
men, danach eine allgemeine Vermutung fur allgemaizedinden und diese Vermutung mittels Induktion zu
beweisen. Die geometrische Reihe wird bestimmt in Spielrkem

3.10. Wir erzeugen rekursiv bestimmte geometrische Figlgh, Fo, . . . wie folgt. Wir beginnen mit einem
gleichseitigen Dreiecky mit Seitenlangd.. Dann teilen wir jede Kante in drei Teile auf, und erweitexdgs
mittlere Teil zu einem gleichseitigen Dreieck
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F1

und lassen dann im Inneren verlaufenden Kanten weg (sieh8ldize). So erhalten wir die Figl;. Dann
teilen wir wieder jede Kante vof; in drei Teile auf, erweitern jedes mittlere Teil zu einemigjiseitigen
Dreieck und lassen dann im Inneren verlaufenden Kanten @egrhalten wir die FiguF,, usw. Dien-te
Figur besteht also aus 3" Kanten.

Seia,, der Umfang (d.h. die Gesammtlange der Kanten inydien Figur und selb,, die Flache den-ten Figur,
n=0,12,....

Untersuchedie Folgen<a,, > und (b,) auf Konvergenz.

Hinweis Der Umfang den-ten Figur ist gleich die Anzahl der Kanten mal die Lange eikente. Zum Beispiel
ag=3-L,a;=(3-4) - (L/3),a2 = (3-4-4)-(L/3?%), usw. Hat ein gleichseitiges Dreieck die Seitenlafige
so hat es nach dem Satz von Pythag@rdie Flache§3 2,

3.11. Die Folge<a,> sei monoton wachsend und mdge den Grenzadraben. Zeige, dass dann auch die

Folge<b, > mit
_@tart+...+ay,

b, —
" n+1

gegena konvergiert.

3.12. Seib € Z undx € R eine reelle Zahl mitx| < 1. Zeige, dass dann lim”x" = 0 gilt.

n—oo

3.13. Seiena,b e R, a > 0 und|b| > 1. Zeige, dass
(@ lim Ya=1
(b) lim ¥na =1

3.14. (Multiplikation statt Division) Seia > 0 eine reelle Zahl. Wir wollen /& berechnen, ohne dabei ir-
gendwelchen Zahlen zu dividieren. Wir suchen also eine hgsufir die Gleichungax = 1. Diese Gleichung
laRt sich aquivalent als = 2x — ax? umschreiben; das gesuchtdst dann die von Null verschiedene Lo-
sung dieser Gleichung. Setzten vifx) := 2x — ax?> = x(2 — ax), so erhalten wir die Rekursionsgleichung:
Xn+1 = Xp (2= aXy).

Zeige, dass die Folge) mit 0 < Xg < 2/aundx,+1 = X, (2 — ax,) gegen la strebt.

Hinweis Monotonie-Kriterium.

3.15.Zeige, dass lim(1+ )" = e gilt. Hinweis Zuerst zeige, dass die Folgg = (1+ )" motonon

wachsend und durch e nach oben beschrankt ist. Dann zegge lidac, > ey fur jedes festetN > 1 gilt.
Um (1+ 1/n)" als eine Summe darzustellen, benutze den binomischendiehrs

3.16. Zeige die absolute Konvergenz folgenden Reile)j.; ’;{—f und) "y, %’;—xl

3.17. Seienx,q € R, x > 0und 0< q < 1. Zeige, dass die binomiscReReihe) ", (’,ﬁ)qk ist absolut

23Im rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Kathetenquiadgéeich dem Hypotenusenquadrat.
24Wir haben die Binomialko@zienten(}) im Abschnitt 1.6.2 nur fur natirliche Zahlerundk definiert. Man kann aber
(¥) auch furx € R undk € N als Produkt definieren:

(i) ::ﬁx—ii+1

i=1
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konvergent.

3.18. Bestimme den Grenzwert lim®/~.

X—00

3.19. Bestimme den Grenzwert grﬁ%
X

3.20. Wie sehen die Grenzwerte ligy und lim % aus?
x—0 x—0

3.21. Bestimme den Grenzwert

lim 1%
x->1xXx—-1

Hinweis de I'Hospital
3.22. Seiena, b € R nicht negativ. Bestimme die folgenden Grenzwerte:

@ i (1+2)"

. 1 1
(b) Jim (m - m)

Hinweis Exponentialausdriicke der Forffx)8 ) werden zunachst logarithmiert. Ausdriicke der Fdix) —
g(x), die zum Grenzfall der Arto — oo fllhren kénnen, kann man mit der Tranformation

1 1
f(X) —g(X) - g(x) T f(x)

F(x)-g(x)

zu dem Fall§ uberfiihren.
3.23. Seienf,g : N — R zwei Funktionen mitf = O(g). Seien

F(n):=) (i) und G(n):=> g().
i=1 i=1
Zeige oder wiederlegéz = O(G).

3.24. Seienfi(n),. .., fx(n) undgyi(n),...,gn (N) Funktionen mitf; (n) = O(gx(n)) furallek = 1,2,...,N.
Zeige oder wiederlege: Dann gt fi(n) = O( SV, gk(n)).

3.25. Seig : R —» R mit lim g(x) = 0. Zeige oder wiederlege:

f(9) =0(g(x) = & =o(e)

3.26. Fur eine Funktiorf (n) definieren wir drei Funktionen

gu(n) :=f(2n),  g(n):=f(n/2),  g3(n):=f(n+2).

In welcher asymptotischen Beziehung stehen die in der Tahefegebenen Funktiondiin) mit den Funk-
tionenga, g2,¢3?
Man sollte diestarkstmdglich®eziehung aus den funf méglichen

f=0(g). f=0(g). f=0(). f=0(%) f=w))

angeben. Zum Beispiel/n = O(n) ist zwar richtig abery/n = o(n) ist starker. Ode(g) = O(n?) ist zwar
richtig aber() = ®(n?) ist starker.
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f(n) | logon| vn | n | nlog,n | n© | nlogn | 21/100

g1(n) 0}

g2(n)

g3(n)

Begriindung des Beispieleintrags: Dén) = n'° folgt

g1(n) = (2n)1° = 1024- n!% = ©(n'%) = B(f(n)).

3.27. Gebe die best mégliche asymptotische Beziehungen zwidalektionen an:

@) f(x) = e undg(x) = VX
(b) f(x) = xlogy x undg(x) = Vx(log, x)°
(€) f(x) = (log, x)*2 undg(x) = (log, x)*/3

3.28. Zeige, dass fur beliebige zwei Zahlenb > 1 und fur beliebige Funktiorf : N — N die Beziehung
log, f(n) = ®(log, f(n)) gilt. Fazit: Fir den Wachstum von Logarithmen ist die Basiwesentlich!

3.29. Zeige, dass es zwei nicht fallende Funktiorfep : R —» R gibt (d.h.x <y = f(x) < f(y) und
g(x) < g(»)) gibt, so dass
f = O(g) aber wederf = o(g) nochf = O(g) gilt.

Hinweis Fir f # o(g) reicht es, das$(x) = g(x) fur unendlichviele x gilt. Fur f # ©(g) reicht es, dass die
Differenz|g(x) — f(x)| nicht von oben beschrankt ist.
3.30. Lokalisiere so genau wie mdglich den Fehler im folgendedyktionsbeweis".
Behauptung:

> (@ +1)=0(n)

i=1
Beweis durch Induktion naal Induktionsbasis = 1: In diesem Fall ist

1
> (2 +1)=3=0(1).

i=1

Induktionsschrith — n + 1: Wir beginnen mit der Induktionsannahme

Xn:(Zi +1) = O(n).

i=1
Wir addieren auf beiden Seitenr2¢ 1) + 1 und erhalten

zn:(Zi +1)+2n+1)+1=0(n)+2(n+1)+1.
i=1
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Nach einer Vereinfachung folgt
n+l

> (2 +1)=0(n)+2n+3.
i=1
Aber (2n + 3) ist sicher inO(n) und somit

Zn:(zi +1) = O(n) +O(n) = O(n).

i=1
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4.1 Intuition und Grundbegri ffe

Die Stochastik bedient sich gerne Beispielen aus der WelGdigcksspiels, sie ist deswegen aber noch
lange keine “Wirfelbudenmathematik”. Ihr geht es darura,\Mirstellung einer Zufallsentscheidung
so allgemein zu fassen, dass sie auch in ganz anderen Bareicton der Genetik bis zur Bérse —
zum Tragen kommen kann.

Der Begrit Zufallsexperimensteht fir jeden realen Vorgang, der vom Zufall beeinflusstl wiypi-
scherweise liefert ein Zufallsexperiment &rgebnis das “zufallig” (zumindest teilweise) ist.

Beispielefir Zufallsexperimente:

- Glucksspiele (z.B. Munzwurf, Wirfeln, Lotto)

- 0-1-Experimente (Bernoulli-Experimente), wobei z.B” fiir Erfolg und “0” fur Misserfolg steht
(z.B. Therapie, Platzierung, Schiel3en). Das betrachteffallZexperiment kann die einmalige
Durchfihrung eines 0-1-Experiments sein oder auch einegmaiye unabhangige Durchfiihrung
eines 0-1-Experiments.

- Zufallige Anzahlen (z.B. Anzahl von Kunden oder Jobs, Arzeerkaufter Zeitungen, Anzahl von
Verkehrsunféllen).

- Lebensdauer (z.B. von technischen Bauteilen, von Lebawes

Die mathematische Modellierungeines Zufallsexperiments erfolgt durch

- die Festlegung einer Mende, die alle moglichen Ergebnisse des Zufallsexperimentséénidas
isti.d.R. eine leichte Aufgabe); die Elemente \@rheiRenElementarereignise

- die Festlegung einer passend&ahrscheinlichkeitsverteilunguf Q (das ist i.d.R. die schwierige
Aufgabe); das bedeutet vereinfacht gesagt: Fur jedes am&gklementarereignie € Q ist die
Wahrscheinlichkeit Pjw} seines Eintretens festzulegen.

Definition: Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraudmesteht aus einer endlichen oder abzahlbaren
MengeQ von Elementarereignisseand einer Funktion (einer Wahrscheinlichkeitsverteiluiy :
Q — [0,1] mit der Eigenschaft, dass

> Priw}=1

we

gilt. Eine TeilmengeA C Q heil3tEreignis Seine Wahrscheinlichkeit ist durch

Pr{A} = Z Pri{w}

wWEA
definiert.

Die Menge Q ist die Menge aller moglichen Ergebnissen eines Zufallserpents und Piw} ist die
Wahrscheinlichkeit, dass der Zufall das Ergehnikefern wird.

Die Funktion Pr selbst heilahrscheinlichkeitsmaBder WahrscheinlichkeitsverteilungZzum Bei-
spiel, Gleichverteilung(auch alsLaplace-Verteilungbekannt) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf Pr :
Q — [0,1] mit Pr{w} = i5; fur allew € Q. Damit ist

_|Al' _ Anzahl der glnstigen Elementarereignisse

Pr{A} = = —
Al Q| Anzahl aller Elementarereignisse

1Auf englich heil3tQ sample space
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Diese Verteilung entspricht unserer gangigen Vorstelldig Ereignis wird umso wahrscheinlicher,
je mehr Elementarereignisse an ihm beteiligt sind. Beirgieichverteilung wird kein Element von
Q bevorzugt, man spricht daher auch von eireén zufélligen Wahkines Elements au3.

> Beispiel 4.1 Zufallsexperiment: Einmaliges Werfen eines Spielwigféllit welcher Wahrschein-
lichkeit kommt eine gerade Zahl?

1. Wahrscheinlichkeitsraur® ist die Menge aller mdglichen Ergebnissen des Experimdirtts,
Augenzahlen 22,...,6, je mit Wahrscheinlichkeit /B:

1/6 777 1/6

2. Ereignisse sind Teilmengen véh 2, 3,4,5,6}. Z.B. Ereignis “Wirfeln einer geraden Zahl”
ist die TeilmengeE = {2,4,6}, und seine Wahrscheinlichkeit ist f&} = 3- (1/6) = 1/2.

In dieser Vorlesung werden wir nur Wahrscheinlichkeitan&u betrachten, die entwedendlich
oderabzéahlbarsind — deshalb das Wort “diskrete” vor der “Stochastik”. Daldformatik sich haupt-
sachlich mit diskreten Strukturen beschéftigt, reicht diese (einfachere) Teil der Stochastik vollig
aus.

Ist Q Uberzahlbar, so kann man nicht ohne weiteres die Wahrdiidiaiten P A} flr die Teilmen-
gen A C Q (die Ereignisse) einfach als die Summe vord&r Uber die Elementarereignisaee A
definieren. Dazu braucht man den Bégder sogenanntear-Algebra, den wir hier nicht betrachten
werden. Wir beschranken uns auf einem Beispiel.

> Beispiel 4.2 Romeo und Juliet haben eine Verabredung am bestimmtepubédit (sei es Zeitpunk
0) und jeder kann mit einer Verzégerung von 0 bis auf 1 Stuioderken. Die Verzdgerungszeiten
sind unabhéangig und gleichwarscheinlich. Derjenige, tieeeste kommt, wird nur 15 Minuten
warten, und dann wird weg gehen. Was ist die Wahrscheirditldaflr, dass Romeo und Juliet
sich trefen?

Wir konnen unseren Wahrscheinlichkeitsraum als das Qu&d#a[0, 1]x[0, 1] darstellen, dessen
Elemente X,y) (Elementarereignisse) alle mégliche Ankunftszeiten Rmmeo &) und Julia
(v) sind. Es gibt Uberzahlbar viele solche Elementareresgnisad wir kdnnen nicht zu jedem
seine Wahrscheinlichkeit zuweisen. Warum? Dann sollterfiwifast alle §,y) (fur alle aul3er
abzahlbar vielen Paaren) £y} = 0 setzen. In einer solchen Situation geht man anders rum.
Zuerst schaut man, welches EreigisC Q fir uns interessant ist. In unserem Fall ist das die
Menge

A={(xy): IXx=-yI<1/40<xy <l

d.h. der schattierte Bereich im Abbildung 4.1. Man definiizmin die Wahrscheinlichkeit voi

als
Flache vonA

- Gesammtflache

In unserem Beispiel ist die Flache vérgenau 1 minus die Flache /@) - (3/4) = 9/16 von zwei
unschattierten Dreiecken. Da die Gesamtflache gleich giissomit Pr{A} = 1 - 9/16 = 7/16.

Pr{A}
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1/4

X

0 114 1

Abbildung 4.1: Das Ereignis, dass Romeo und Juliet sidfeine

Fur (diskrete) Wahrscheinlichkeitsmale gelten die faligenRechenregeln. Fir ein EreigisC Q
ist A= Q\ Adas komplementare Ereignis 2Au

Satz 4.3. Sei (@, Pr) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ufyd Ereignisse. Es gilt:

(@ Pr{Q} =1, Pr{0} =0undP{A} > 0flralle AcC Q.

(b) Pr{Au B} = Pr{A} + Pr{B} - Pr{An B}.

(c) AnB=0 = Pr{Au B} = Pr{A} + Pr{B} (disjunkte Ereignisse).
(d) Pr{A} =1- Pr{A} (komplementére Ereignisse).

(e) Pr{AnB} > Pr{A}-Pr{B}.

() Pr{A\B}=P {A}—Pr{Am B}.

(g) IstAcC B, sogilt P{A} < Pr{B} (Monotonie).

Beweis. (a) gilt nach der Definition von Pr. Zu (b):

Pr{AUB} = >  Pr{w)
wEAUB
= ZPr{w}+ ZPr{w}— Z Priw} (4.1)
weA weB weANB

Pr{A} + Pr{B} - Pr{An B}

daflirw € An B, Pr{w} in (4.1) zweimal gez&hlt wird. (c) folgt aus (b). (d) folgtsa(c) und (a). (e)
folgt aus (b), da PfA U B} < 1 ist. (f) folgt aus (c). m|

> Beispiel 4.4 Wir wollen einen Schaltkreis mit Verbindungen konstruieren. Aus friiheren Erfah-
rungen wissen wir, dass jede Verbindung mit Wahrscheikdithp falsch sein kann. D.h. fir
1<i<nist
Pr{i-te Verbindung ist falsch = p.

Was kann man Uber die Wahrscheinlichkeit, dass das Sotialit@inefalschen Verbindungen
haben wird, sagen?

Sei A; das Ereignis, dass dige Verbindung korrekt ist; also ist I{K} = p. Dann ist

Pr{alle Verbindungen sind richtig= Pr{ﬂ Ai}

i=1
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Obwohl es schwer ist, diese Wahrscheinlichkeit exakt agshmen, man kann verninftige Ab-
schatzungen finden. Einerseits, ist laut der Monotoniefsghaft (g)

Pr{ﬂ A,} - Pr{Aln (N Ai)} < Pr{A}=1-p.
i=1

i=2

Andererseits, ist laut der Eigenschaften (d) und (b)

Pr{i:ﬁlAi} = 1—Pr{i:ﬁl—A,-} = 1—Pr{igﬁ} > 1—§;Pr{ﬁ} =1-np.

Ist zum Beispieh = 10 undp = 0,01, so gilt

0,9 =1-10-0,01 < Pr{alle Verbindungen sind richtig< 1 - 0,01 = 0,99.

4.2 Drei Modellierungsschritte

Keiner weild so genau, was der Zufall eigentlich ist, abee @itutive Vorstellung dariiber hat fast
jeder! Und genau da steckt die Gefahr — genauso wie mit dendllicbkeit, versagt oft unsere Intui-
tion wenn man mit dem Zufall als einem “halb-definierten” €lgjjongliert. Deshalb werden wir uns
in diesem Vorlesung nur auf die (oben gegebenajhematisch®efinition der Wahrscheinlichkeit
verlassen und unsere Intuition nur zur Interpetation deuRa&te benutzen.

Will man ein Zufallsexperiment analysierten, so sind inlefieFallen die folgende “Drei-Schritt-
Methode” sehr hilfreich.

1. Finde den Wahrscheinlichkeitsraum Bestimme alle mdglichen Ergebnisse des Experiments und
ihre Wahrscheinlichkeiten, d.h. bestimme die Me@peand die Wahrscheinlichkeiten Ro} der
Elementarereignise € Q.

2. Bestimme die EreignisseE: bestimme welche von der Ergebnisgert Q “interessant” sind.

3. Bestimme die Wahrscheinlichkeit des Ereigni€: kombiniere die Wahrscheinlichkeiten der Ele-
mentarereignisse iB um Pr{E} zu bestimmen, RIE} = >_ Pr{w}.

weE
> Beispiel 4.5 Zufallsexperiment: Wrfle zwei Spielwdrfel.
1. Wahrscheinlichkeitsraun®: 6> = 36 mdglichen Ausgéange des Experiments, je mit Wahr-
scheinlichkeitzs.

2. Ereignisse Mogliche EreignisseE;="die Summe der Augenzahlen ist 10” oder E;="die
zweite Zahl ist grof3er als die erste”. DB, = {(5,6),(6,5),(6,6)} undE> = {(i,]) : 1<
i <j <6}

3. WahrscheinlichleitenPr{E;} = 51l = L und Pr{Ep} = 122/ = 2 = 5

> Beispiel 4.6. In einem Dorf lebt dieHalfte aller Menschen alleine, die andere Halfte mit genau
einem Partner.

Wenn ich zufallig jemanden auf dem Marktplatz ansprechd,vwmeicher Wahrscheinlichkeit
lebt derjenige allein? Antwort: /2. Warum? In diesem Fall besteht der W'raginaus allen
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0/1-Strings &s1,...,a,) mit a; = 1 genau dann, wenn deiter Mensch alleine lebt. Dann ist
Pr{a; =1} = Pr{a; =0} = 1/2.

Wenn ich nun zufallig an eine Wohnungsttir klopfe und fragéwalcher Wahrscheinlichkeit lebt
dort jemand allein? Antwor2/3. Warum? In diesem Fall besteht der Wahrscheinlichkeitarau
Q aus allen Q1-Strings b1,. . .,b,,) mit b; = 1 genau dann, wenn da$e Haus ein Familienhaus
ist. Da genau die Halfte der Menschen alleine leben, in géf@der Hause Familien leben. Also
ist in diesem Fall Pfim Haus lebt jemend allein= 2/3.

g% Immer derrichtigen Wahrscheinlichkeitsraum wahlen!

4.2.1 Das Geburtstagsproblem

Um einen schnellen Zudtiauf Daten zu haben, kann man sie in Listen aufteilen. Beinpgisbern

von Daten in Computern kommt diese Idee in der Technikashingszur Anwendung. Nur bei
kurzen Listen sind auch die Suchzeiten kurz, daher stelitdie Frage, mit welcher Wahrscheinlich-
keit es zu “Kollisionen” kommt, zu Listen, die mehr als eirteintrag enthalten. Wir betrachten diese
Wahrscheinlichkeit fin Listen undm Daten unter der Annahme, dass alle méglichen Belegungen
der Listen mit den Daten gleich wahrscheinlich sind. Wir @egr sehen, dass mit Kollisionen schon
dann zu rechnen ist, wemrmvon der GroRenordnung/n ist.

Diese Fragestellung ist in der Stochastik unter dem Na@eurtstagproblenibekannt. Gefragt ist
nach der Wahrscheinlichkeit, dass in einer Klasse mi&chuilern alle verschiedene Gerburtstage
haben.

1. Finde den Wahrscheinlichkeitsraum: Wir lassen uns von der Vorstellung leiten, dass das Tupel
w = (X1,...,X%,) derm Geburtstage ein rein zufélliges Element aus

Q= {(xl,...,xm) DX € {l,...,n}}

ist, mitn = 365.

2. Bestimme das EreignisUns interessiert das Ereignis ="alle Geburtstage«s,. . ., X,, sind ver-
schieden”:

E= {(xl,...,xm) €eQ: x; # x; fur allei # j}.

3. Bestimme die Wahrscheinlichkeit des Ereignisgs gilt |E| = n(n—1)--- (n— m+ 1). Nehmen
wir also an, dass es sich um eine rein zuféllige Wahl der Gsliagie aus) handelt, so ist die gesuchte
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Wahrscheinlichke?t

IEl n(n-1)---(n-m+1) 2 i
Pr{E} = ol - :g 1--
DR S S o} G
i=1 i=1
) _m(m-1)
= exp< o > (4.2)

Firm = 1+ V2n ist diese Wahrscheinlichkeit dur@t! nach oben beschrénkt und fallt dann fir
wachsendem rapide gegen Null. Diese Abschéatzung driickt Gaburtstag-Phanomeaus:

In einer Gruppe vorm = 1 + V2-365 < 28 Leuten haben zwei denselben Geburtstag mit
Wahrscheinlichkeit= 1 — e 1.

Oder in der Perspektive von Hashing mit Verkettung: Anfaatgerhalten wir nur Einerlisten. Wenn
abermin den Bereich vof2( 4/n) kommt, dann entwickeln sich erste Zweierlisten.

4.3 Stochastische Unabhéangigkeit

Definition: Zwei EreignisseA und B sind (stochastisch)nabhangigfalls
Pr{An B} = Pr{A} - Pr{B}
gilt.

Das ist dieDefinitionder Unabhangigkeit. Aussagen wie “zwei Ereignisse sinthb@agig, falls diese
Ereignisse einander nicht beeinfllissen” dirtheDefinitionen!

Erst richtig falsch ist zu sagen, dass je zwel disjunkte dfiiesse unabhangig sind. Unabhéan-

gigkeit von Ereignissen hat nichts mit ihrer Disjunktheittan! Zum Beispiel, sind RrA} > 0,
Pr{B} > O und An B = 0, dann sindA und B abhangig, da dann PANn B} = Pr{0} = 0 und
Pr{A} - Pr{B} > 0 gilt.

Um Unabhangigkeit von Ereignissen zu zeigen, ist der falgerinfacher Fakt oft nitzlich.

Behauptung 4.7. Sind A und B zwei unabhangige Ereignise, so sind auch die Ereighised B wie
auchA und B unabhangig.

Beweis.

Pr{A} - Pr{An B}
Pr{A} - Pr{A} - Pr{B}
Pr{A} (1-Pr{B}) = Pr{A} - Pr{B}.

Pr{AnB}

2Hier haben wir in §) die Ungleichung & x < e* (giiltig fur allex € R) und in () die Gleichun ;Z‘lli = ﬂ";—‘ll
(arithmetische Reihe) ausgenutzt.
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> Beispiel 4.8 Wir werfen zweimal eine faire Minze und betrachten die frisise:

A = ‘“erster Wurf ergibt Wappen”
B = ‘“beide Ausgénge sind gleich”
A = ‘“beide Ausgéange sind Wappen”

Obwohl die Ereignissé\ und B sich gegenwartig zu “beeinflif3en” scheinen, sind sie in Wirk
lichkeit unabhangig:

Pr{ANB} = Priwwj = %
11 1
Pr{A}-Pr{B} = Pr{WWWK}-Pr{iWWKK} = 557
Die EreigniseA undC sind aber bereits abhangig!
Pr{ANC} = Pr{wwj= %
11 1
Pr{A}-Pr{B} = Pr{WWWK}-Pr{wwj} = 518

> Beispiel 4.9 Wir werfen dreimal eine faire Minze. Der Wahrscheinlidtd®um besteht aus 8
Elementarereignissen

Q = (KKK, KKW, KW K, KWWW KK,WKWWW KWWW

und jedes davon kann mit Wahrscheinlichkei8 Eintreten. Wir betrachten die Ereignisse:

A = ‘“esgibt mehr W's als K's”
B = “die ersten zwei Ausgange sind gleich”
Dann ist
A = (KWWWKWWWKWWW = Pr{A} =1/2

B (KKK, KKWWWKWWW = Pr{B}=1/2
AnB = {(WWWWWK} = Pr{AnB}=1/4

Also sind A und B unabhéngig. Aber beide Ereignisgeund B beinhalten die Ausgange der
ersten zwei Wirfe, und es ist schwer zu argumentieren, waem ein der Ereignisse keinen
Einfliss auf den anderen hat (oder haben soll). Wenn wir zuispit das Ereignis

C = “Wappen im dritten Schritt”

betrachten, dann haben wir

C
AnC

{(WWWWKWKWWKKW} = Pr{C}=1/2
{(WWWWKWKWW} = Pr{AnC} =3/8

und somit sindA undC schon abhangig! Obwohl, wie es leicht zu seherBstndC immer noch
unabhangig sind.
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Wir haben gesehen, dass es kann drei Ereignfs& C geben, so dasé und B wie auchB und

C unabhéngig sind, aber die Ereignisdaind C sind nicht unabhangig. Waren nualle drei Paare
unabhangig, kénnte dann man daraus schlieRen, déssPB N C} = Pr{A} - Pr{B} - Pr{C} gelten

soll? Leider, so einfach ist die Sache nicht ...

> Beispiel 4.10 Wir werfen dreimal eine Milinze und betrachten die Ereirsigm

A = "die ersten zwei Ausgéange sind gleich”
B = ’der erste und der dritte Ausgang sind gleich”
C = ’die letzten zwei Ausgange sind gleich”

Dann gilt P{ A} = Pr{B} = Pr{C} = 1/2, und alle Ereigniss&n B, BNC, AnCundAnBNC
sind gleich dem ErreignisV WWKKK}, das mit mit Wahrscheinlichkeit/4 eintritt. Damit sind
alle drei Paare unabhéngig, aber

Pr{AnBnC}
Pr{A} - Pr{B} - Pr{C}

1/4
1/8

Also sind die Ereignissé, B, C nicht“total” unabhéngig.

Die allgemeine Definition ist folgende. Die EreignisAeg, ..., A, sind (heiRen)otal unabhangig
falls fir alle 1< i <i2 < ... <ip < nmitk > 1 die Ereignisse

ANA,N...0A, und A,

unabhangig sind.

Behauptung 4.11. Sind die Ereignissé\y,. . ., A, total unabhéngig, so gilt:

PriAinAon...NA,} = Pr{Ai} - Pr{Ay}---Pr{A,}

Beweis. Induktion tibem. O

4.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Alice und Bob gehen zum Abendsessen. Um zu entscheidengtzébgzahlen soll, werfen sie drei-
mal eine faire Miinze. Falls es mehr mals Wappen (W) als Kopfékiskommt, bezahlt Alice, sonst
bezahlt Bob. Es ist klar, dass die Chancen gleich sind. Dédw¥gaeinlichkeitsraum sieht folgender-
mafen aus

Q = {KKK,KKW, KWK, KWWW KK,WKWWW KWW W

und die Eriegnisse “bezahlt Alice” und “bezahlt Bob” sindgarechend

A
B

{(KWWWKWWW KWWW
(KKK, KKW, KW K,W KK}
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Sie werfen die Minze einmal und das Resultat ist “Wappergelobne dieses Ereignis dureh Wie
sollte man jetzt (hachdem das EreigBibereits eingetreten ist) die Chancen berechnen? Es gilt

E = (WWWWWKWKWWKK}

Da wir bereits wissen, dads eingetreten ist, hat sich unser Wahrscheinlichkeitsrawm ¥ auf
E verkleinert, da die Ereignisse, die nicht Enliegen, nicht mehr mdglich sind. In diesem neuen
Experiment sehen die Ausgangen “bezahlt Alice” und “beazabb” folgendermalRen aus:

ANnE
BNE

{(WKWWWKWWW,
{(WKK}

Die neuen Wahrscheinlichkeiten, wer nun bezahlen solll gtzt 34 fir Alice und nur 14 fur Bob.

Die allgemeine Situation ist folgende: Ist ein EreigBibereits eingetreten, wie sieht dann die Wahr-
scheinlichhkeit, dass ein anderes Ereighisintreten wird? Im Allgemeinen kénnen wir nicht mehr
einfach die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignis A aufsummieren, denn (nachddn
eingetreten ist) werden sich auch die Wahrscheinlichkeier Elementarereignisse andern. Die all-
gemeine Definition ist folgende:

Definition: Fur zwei EreignisséA und B mit Pr{B} # 0 die bedingte Wahrscheinlichker{A| B}
fur das EreignisA unter der Bedingun@ ist definiert durch
Pr{An B}

Die Wahrscheinlichkeit PrA| B} bezeichnet man aks-posteriori-Wahrscheinlichkeiton A (beztlig-
lich B).

Abbildung 4.2: Bedingte Wahrscheinlichkeit bei der Gleietteilung.

Fur den Beispiel oben (mit Alice und Bob) gilt

Pr{ANE} 3/8 3
TPrE) 12 4
Pr{BNE} 1/8 1

Pr{E}  1/2 4

Pr{A|E}

Pr{B|E}

Bemerkung 4.12. Mit Hilfe der bedingten Wahrscheinlichkeit kann man eineiéalente Definition
der stochastischer Unabh&ngigkeit zweier Ereignissad B angeben:

AundB sind unabhangig= Pr{An B} = Pr{A} Pr{B} <= Pr{A|B} = Pr{A}
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Bemerkung 4.13. Die bedingte Wahrscheinlichkeit PA| B} kann als Wahrscheinlichkeit fur das
Eintreten des Ereignissesinterpretiert werden, wenn das Ereigidereits eingetreten ist.Ist Pr
eine Gleichverteilung, dann ist die angegebene DefinitmmRr{ A| B} intuitiv Klar: Ist das Ereignis
B eingetreten, dann sind jene Elementarereigniss®diisdas EreignisA ginstig, die zuA gehoren,
und dies sind die Elementarereignisse Aus B; damit gilt
IAnB| |AnB| | Pr{AnBj}
Pr{A|B} = = — =
B 1] |B] Pr{B}

Insbesondare sind die Ereigniséaund B genau dann unabhéngig, wenn der Antail/|Q2| des Er-
eignissesA im ganzen Wahrscheinlichkeitsraumgleich dem Anteil AN B|/|B| des Teilereignisses
AN Bvon Ain dem EreignisB ist (siehe Abb. 4.2).

> Beispiel 4.14 Die Polizei stoppt Autos an der Miquell-Allee rein zufglliAus der Erfahrung fol-
gendes ist bekannt: Mit/200 Wahrscheinlichkeit wird das (angehaltene) Auto geibb gied mit
1/50 Wahrscheinlichkeit wird das Auto gellund der Fahrer blond sein.

Nun kommen wir eines Tages die Allee entlang und sehen, dad3diizei gerade ein gelbes
Auto angehalten hat. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeigsdder Fahrer blond ist?

Wir haben also zwei Ereignisse = “das Auto ist gelb” undB = “der Fahrer ist blond”, und
wissen, dass RG} = 3/100 und P{B N G} = 1/50. Also gilt

Pr{BnG} 0,02 1

- ~0,667> =.
Pr{G] 003 72

Pr{B|G} =

> Beispiel 4.15 In einem grof3en Haus wohnen mehrere Familien, je mit zwed&in. Wir wissen
auch, dass es immer die Tur von einem Jungerffgebwird, falls mindestens ein Junge in
Familie ist (Jungs sind schneller).

Wir klingeln an einer Wohnungstir und ein Junge, der Petduhs gerade die Tur get. Nun
biete ich Ihnen eine Wette an. Wenn daslereKind ebenfalls ein Junge ist, kriegen Sie 5
wenn es ein Madchen ist, kriege ich 5=

Ist dies eine faire Wette? Naturlich nicht, denn meine Gaaliancen stehen 2 : 1 dabei!

Nehmen wir der Einfachheit halber an, ein Neugeborenes geiMahrscheinlichkeit 2 ein
Madchen (M) bzw. ein Junge (J), unabhangig vom Geschlethefroder spater geborener Ge-
schwister. Dann gibt es unter Berlcksichtigung der Reitlgafder Geburten bei 2 Kindern die
vier gleichwahrscheinliche Fall& = {MM, M J, JM, J J}. Durch die Beobachtung von Pete) (
scheidet der FalM M aus. Bei den verbleibenden Fallan= {M J, JM, J J} ist ein M doppelt so
wahrscheinlich wie ein zweite

Warum wére die Wette fair, wenn uns der Peter gesagt hate,afalas altere Kind ist? Da dann
hatten wir anstatA = {M J, JM, JJ} das EreignigM J, J J}.

> Beispiel 4.18 Beim gleichzeitigen Werfen zweier Spielwrfel ist die Mgnder Elementarereig-
nisseQ = {(i,j) : 1<1i,j < 6}, also|Q| = 36. Ist A das Ereignis, dass die gewurfelte Augen-
summe mindestens 10 betrégt, so sind dieAiglnstigen Elementarereignisse gegeben durch:

3Aber das ist nur eintnterpretation die nicht 100% richtig ist: Es gibt keinen Grund, warum dasighis B vor dem
EreignisA eintretersolltel Die Situation ist &hnlich wie mit der logischer Implikati® — A. Diese Implikation sagt nicht,
dass die AussagB bereits als wahr bewiesen wiirde; sie sagt nur, dasshtig ware falls B gelten wiirde.

4Gelbe Autos sind also selten, aber die blondhaarige waliegedhes Auto noch seltener.
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(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5), (6,6). Damit erhalt man: RrA} = 33 = =, Sei nunB das Ereig-
nis, dass die gewirfelte Augensumme gerade ist. Von der Qﬁlchen Elementarereignissen
sind die 18 Ereignisse fiB glnstig und man erhalt: PB} = é—g = % Fur das EreigniA N B
sind nur die Ereignisse (8), (5,5), (6,4), (6,6) giinstig, so dass PAN B} = 5 =  gilt.

Weil3 man nun, dass EreignB bereits eingetreten ist, so findet man fur die a-posteriori-

Wahrscheinlichkeit vom: Pr{A| B} = % 21

Weil3 man, dass Ereigni bereits emgetreten ist, so findet man fiir die a-posteWafirschein-

1/9) _
lichkeit vonB: Pr{B| A} = {775 =

4.4.1 Multiplikationssatz fur Wahrscheinlichkeiten

Ist Pr{B} # 0 und kennt man die Wahrscheinlichkeit {1 B}, dann kann man auch PAn B}
berechnen:

Pr{An B} = Pr{B} - Pr{A|B}. (4.4)

Man nennt diese Reformulierung von (4N)ltiplikationssatz fir Wahrscheinlichkeiten

Korollar 4.17. SeienA und B zwei Ereignisse mit PiB} # 0. Dann sindA und B unabhéngig genau
dann, wenn PfA| B} = Pr{A} qgilt.

Der Multiplikationssatz fur Wahrscheinlichkeiten giltaufir mehrere Ereignisse:

Satz 4.18. (Multiplikationssatz fur Wahrscheinlichkeiten) IstPr{As n Ao n...N A,} > 0, so gilt:

Pr{ﬂA,} PriA} - Pr{iAx| At} - Pr{As | AN A} - .. .- Pr{A, [AtN...N A1)

Beweis.Pr{(_; A } ist gleich

PriA, N A1} Pr{Asn A, n A} Pr{A,N...N A
PriA;l  Pr{iAnA 7 Pr{A,_iNn...Nn A}

Pr{As} -
O

> Beispiel 4.19 Es ist aufgrund einer Umfrage bei der Studierenden dernmditk bekannt, dass die
Wahrscheinlichkeit, die Klausur zur Grundvorlesung “Tietische Informatik 2” beim ersten
Versuch zu bestehen, gleigh # 1 ist. Die Wahrscheinlichkeit daftir, dass ein Studiererdier
Nachklausur besteht, wenn er beim erstenmal durchgefatebetragtp,. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit sind mehr als zwei Versuche notwendig, daukur zu bestehen?

SeienA; die Ereignisse, dass dete Versuch erfolglos war,= 1,2. Unser Ziel ist PtA1 N Ay}
zu berechnen. Wir wissen, dass{Ri} = 1-p; # 0und P{Ay | A1} = 1-Pr{A; | A1} = 1-p
gilt. Deshalb ist die gesuchte Wahrscheinlichkeif Rrn Ay} = Pr{A¢} - Pr{A| A1} = (1 -
P1) (1 - p2).
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> Beispiel 4.2Q Gegeben sind 32 Spielkarten, darunter 4 Buben. Zwei Spjetter erhalt 3 Karten.
Ereignis A = “Jeder der beiden Spieler erh@knaul Buben”. Frage: PfA} =? Lésung:A =
A1 N Az, wobei A; = “Spieleri erhalt genau 1 Buben”. Dann ist

05 D)
PriALn Ag} = Pr{As} - Pr{A| A} = ~L222 . 22022 0,081
G G
Erklerung: Wieviele Mdaglichkeiten gibt es, 3 Spielkarters 82 auszuwdahlen, so dass unter ihnen
genau 1 Buben sein wird? Wir habéf) Méglichkeiten, 1 Buben aus 4 auszuwahlen, (#j

Mdglichkeiten, noch 2 Spielkarten aus den restlichen 28I8aiten (ohne Buben) auszuwahlen.
Das ergibt nach dem Produktregel (siehe Satz 1.34(3)) g€h4tf) Moglichkeiten. Somit ist

4\ (2
Pr{A;} = (1()3(2)28). Nachdem die drei Spielkarten entfernt sind, bleibt es mehr29 Spielkarten
3
3\ (26
mit nur 3 Buben darunter. Deshalb ist auch Ry | A1} = %
3

()

Es gibt ein Paar Regeln, die den Umgang mit bedingter Waéislathkeit erleichtern. Zuerst beach-
ten wir, dass Ps(A) := Pr{A| B} eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fauf Q definiert, denn:

Y P = ) PriwlweB)

weQ wen
_ Prlwe B} 1 1 )
: Zg:: Pr{B) _Pr{B}Z;)P”“’EB}—pr{B} Pr{B} = 1.

Es gelten also alle im Satz 4.3 angegebene Eigenschafténfi@uerg (A). Man kann diese Regeln
auch direkt aus den Regeln fur {A&} ableiten. Zum Beispiel:

Pr{AnB} Pr{B\ A _Pr{B\(AnB)}

Prs(A) = PriA|B} = Pr{B} _ Pr(B} Pr{B}
_ Pr{B)-Pr{AnB} .
= 5B - 1-Pr{A|B)}
= l_PrB(A)a

andere Eigenschaften analog.

4.4.2 Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Manchmal wissen wir die Wahrscheinlichkeit von einem Emegh im voraus nicht, wissen aber wie
die Wahrscheinlichkeit vor aussehen wiirde, falls irgendwelche andere Ereignissédeimgetre-
ten wirde.

> Beispiel 4.21 (Eisverkaufer) Ein Eisverkaufer muss sich entscheiden, ob er mehr Eis filFee
ertag bestellen sollte. Aus der Erfahrung weiss er, dasge §diance alles zu verkaufen sehr stark
vom den Wetter abhéngt: Es gibt 90% Chance, falls der Tagg®in60% Chance, falls es woll-
kig ist, und nur 20% Chance, falls es regnet. Nach der Wetteisrsage wird es am den Tag mit
30% Wahrscheinlichkeit sonnig, mit 45% Wahrscheinlichkedlkig und mit 25% Wahrschein-
lichkeit regnen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird dasterkaufer alles verkaufen?
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Diese Frage laf3t sich mit dem folgenden Satz zu beantwdtiee.Zerlegungdes Wahrscheinlich-
keitsraumg ist eine Menge der Ereignis&h, . . .,B,, so das$,UByU...UB,, = QundB;NB; = 0
fur allei # j gilt.

Satz 4.22. (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)Ist By,...,B, eine Zerlegung des Wah
scheinlichkeitsraums mit PB;} # O fur allei, so gilt:

Pr{A} = Z Pr{AnB;} = Z Pr{B;} - Pr{A|B;}.
i=1 i=1

Diesen Satz bezeichnet man auch Atlam’s Satzda er so oft von verschiedenen Mathematiker
wiedererfunden wurde.

Beweis.

Pr{Al = Pr{QnA}= Pr{U B; N A} = ZPr{Bi N A}

i=1

= ) Pr{B;}-Pr{A|B;}.
i=1
O

> Beispiel 4.23 (Eisverkaufer — Fortsetzung) Wir betrachten die Eregmi®, = “es ist sonnig”,B,
= “es ist bevolkt” undBs = “es regnet”. Diese Ereignisse zerlegen den Wahrschekditdraum,
und die entsprechende Wahrscheinlichkeiten sind

Pr{B:} = 0,3 Pr{By} = 0,45 Pr{Bgz} = 0,25

Sei A das Ereignis, dass der Verkaufer alles verkauft. Wir haberioigenden partiellen Infor-
mationen:

Pr{A|B1} =0,9 Pr{A|B2} =0,6 Pr{A|B3s} =0,2

Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt:

Pr{A} = (0,3-0,9) + (0,45- 0,6) + (0,25 0,2) = 0,59

Da A, A flr jedes EreignisA eine Zerlegung des Wahrscheinlichkeitsraums bildererie3atz 4.22
den folgenden:
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Korollar 4.24. SeienA und B Ereignisse mit < Pr{B} < 1. Dann gilt:

Pr{A} = Pr{B} - Pr{A|B} + Pr{B} - Pr{A| B}

> Beispiel 4.25 (Aus dem Hut gezaubert)in einem Hut befinden sich drei Karten. Eine ist auf bei-
den Seiten mit einem Pik versehes, eine mit einem Pik und einem Kan®,und eine mit Karo
auf beiden Seiten¢. Wir ziehen rein zufallig eine Karte aus dem Hut. $&iie Wahrscheinlich-
keit daftir, dass die gezogene Karte auf beiden Seiten zwsthiedene Symbole tragt.

Da wir nur eine solche Karte (aus drei) in dem Hut haben, issaiWahrscheinlichkeitfien-
sichtlich 1/3. Wir wollen aber “zeigen”, dags = 1/2 qilt.

Wir denken uns eine Karte so herausgezogen, dass nur etessigbibar ist.

Fall 1. Wir sehen ein Pik. Dann kann die gezogene Karte nictgein. Beide anderen Karter
und aa hatten die gleiche Chance gezogen zu werden. Deshalb igdard Fallp = 1/2.

Fall 2: Wir sehen ein Karo. Dieser Fall ist analog.

Wir kbnnen diesen “Beweis” auch formalizieren. $das Ereignis “Ich sehe einen Pik” und
V sei das Ereignis “die gezogene Karte tragt auf beiden Seitenverschiedene Symbole”. Da
Pr{P} = Pr{P} = 1/2 und P{V |P} = Pr{V | P} = 1/2, liefert uns der Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit

Pr{V} = Pr{P}-Pr{V|P}+Pr{P}-Pr{V|P} = % + % = %

Wo ist der Fehler? Der Fehler liegt im falsch gewahlten Wetheglichkeitsraum! Da wir nur eine
Seite der gezogenen Karte sehen, missen wir auch untelscheielche von zwei Seiten das ist.
Deshalb sind die Elementarereignisse in diesem Experimeht die 3 mdgliche Kartentypen

{a,8}, {40}, {0,0}
sondern 6 mdgliche Paare (Kartentyp, Seite die ich sehe):
(a8.1), (44,2), (40,1), (#0,2), (00,1), (¢0,2)

Deshalb ist P{V | P} nicht

_ {s,0}] _}
PrVIPY = faaa0) = 2
sondern 1 1
Pr{V|P}= [{ (a0, 1)}

T [((as1), (a8,2), (#0,1))] _ 3

4.4.3 Satz von Bayes

Es gibt einen grof3en Unterschied zwischefArB} und Pr{B | A}.

Die Wissenschaftler wollen einen Test fur eine Erbkrankéeiwickeln. Nattrlich, gibt es keinen per-
fekten Test: Es werden einige gesunde als kranke einfffestl umgekehrt. Sei zum Beispialdas
Ereigniss “die Testperson ist krank” uBddas Ereignis “der Test ist positiv”. FUr die Wissenschaitle
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wichtig ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Testergisbfalsch wird, d.h. fir sie sind die Wahr-
scheinlichkeiten P{B| A} und Pr{B| A} von der Bedeutung. Fur die Testperson sind dagegen die
Wahrscheinlichkeiten RA| B} und Pr{m E} von grol3er Bedeutung. Ich bin als positiv getested,
mit welcher Wahrscheinlichkeit bin ich wirklich krank? I&in als negativ getested, wie sicher kann
ich sein, dass ich tatsachlich gesund bin?

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten {#| B} und Pr{B | A} sind durch folgenden Satz verbunden:

Satz 4.26. (Satz von BayespeienA und B Ereignisse mit PfA} # 0 und Pr{B} # 0. Dann gilt:

Pr{A}

Pr{A|B} = Pr(B)

-Pr{B| A}

Beweis.
Pr{B}-Pr{A|B} =Pr{An B} = Pr{A} - Pr{B| A}

Sind O0< Pr{A} < 1 und P{B} # 0, so liefert uns Korollar 4.24 die folgende Gleichung:

Pr{A} - Pr{B| A}

PriAlB) = Pr{A}-Pr{B|A} +Pr{A}-Pr{B|A}

Oft ist der Satzt von Bayes in dieser Form formuliert.

> Beispiel 4.27 Es gibt drei Beutel, die erste enthalt zwei goldene MUnzenzweite enthalt eine
goldene und eine silberne Mlnze, und die dritte enthalt zillerne Minzen. Ich wahle rein zu-
fallig eine aus der drei Beutel und anschlieRend ziehe asedBeutel (auch rein zufallig) eine
der zwei Minzen. Angenommen, ich habe eine goldene Minzeggez Wie grol3 ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass ich die Beutel mit zwei goldenen Miingewahlt habe? S&i das Ereignis
“ich habe eine goldene Miinze gezogen” uBddas Ereignis “ich habe die 1. Beutel (mit zwei
goldenen Minzen) gewahlt”. Gesucht ist als¢Byr| A}. Der entsprechende Entscheidungsbaum
sieht folgendermal3en aus:

Ereignis A

Aus dieser Diagramm sehen wir, das§ Ry = 1/2, Pr{B1} = Pr{GG} = 1/3und P{A| By} = 1.
Die Formel von Bayes liefert uns das Ergebnis:

Pr{By | A} = B pria By

C(1/3)-1 2
Pr{A} T 12 3
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> Beispiel 4.28 (AIDS-Test) 0,1% aller untersuchten Personen sind HIV-positiv. Der Tatshicht
perfekt: Q2% der HIV-positiven werden als negative eingestuf8% der HIV-negativen werden
als positive eingestuft.

Frage: P HIV-positiv | positives Testergebnjs=?

Ldsung:A = “HIV-positives TestergebnisB,="HIV-positiv’, B,="HIV-negativ’. Nach der For-
mel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

Pr{A} = Pr{B1} Pr{A| B1} + Pr{Ba} Pr{A| B2} = 0,001- 0,998+ 0,999- 0,003 = 0,003996

Nach der Formel von Bayes:

Pr(B 0,001- 0,998
Pr{BlIA}=MPr{AIBl}= : ’

Pr{A} 0.003006 ~ %2>

Obwohl der Testfehler so klein ist, wird mit Wahrscheinkeft 3/4 eine als HIV-kranke einge-
stufte Person tatsachlich gesund sein! Intuition hierlest lobwohl der Fehler wirklich sehr klein
sind, ist die (abgeschéatzte) Anteil der HIV-positiven Baeen noch Kkleiner.

> Beispiel 4.29 Wir haben eine faire Minze, deren Wurf mit gleicher Wahescalichkeit Kopf oder
Zahl ergibt, und eine unfaire Miinze, deren WinnimerKopf ergibt. Wir wahlen eine der beiden
Minzen zufallig aus und werfen sie zweimal. Angenomnimigde Wirfe ergeben Kopf. Wie
grol3 ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass die unfaire Mimrmsgewahlt wurde? Dazu betrachten
wir zwei Ereignisse:

A
B

es wurde unfaire Minze gewahlt
beide Wiirfe der Miinze ergeben Kopf

Es st also PfA| B} zu bestimmen. Wir haben:

Pr{A} = Pr{A}=1/2
PriBlA} = 1
Pr{B|A} = %

Aus der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt:

Pr{B} = Pr{A}Pr{B|A}+Pr{A}Pr{B|A}
_ 1,115
T 2247w

Nun kénnen wir die Formel von Bayes anwenden und erhaltelre8tibh

NI

.1_

PrA o (B A) =

8

ol

> Beispiel 4.3Q (Ausschisse in LieferungenEin Hersteller von Computern bezieht ein bestimmtes
Bauteil von drei Zulieferern: 1, 2 und 3. Die folgenden Atgeierte an der Gesamtlieferung
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sowie die jeweiligen Ausschussanteile innerhalb der drefeltungen sind auf Grund langerer
Erfahrung bekannt:

\ 1 2 3
Anteil an GesamtlieferungLGO% 25% 15%

Ausschussanteil in Lieferung8%  12% 4%

Wir fassen die relativen Haufigkeiten als Wahrscheinlidiekeauf: Betrachte die Mende aller
gelieferten Bauteile mit Gleichverteilung a@f Dann haben wir fir die Teilmengen véh

A
B; = die von Zulieferei stammenden Bauteile= 1,2,3

die Ausschuss-Bauteile

die folgenden Wahrscheinlichkeiten und bedingten Walgisdichkeiten:
Pr{B;1} = 0,6 Pr{B.} = 0,25 Pr{Bs} = 0,15

Pr{A|B.;} =0,08 Pr{A| Bz} =0,12 Pr{A| Bz} = 0,04

Frage 1: Wie grol} ist der Ausschussanteil in der Gesanilief® Mit der Formel von der totalen
Wahrscheinlichkeit:

] w

Pr{A} = Pr{B;} Pr{A|B;} =0,08-0,6 + 0,12- 0,25+ 0,04- 0,15 = 0,084

i=1

Frage 2: Welche Anteile am Gesamtausschuss haben dierenz2llieferer? Mit der Formel

von Bayes:
_ Pr{By} ~008-0,6 .
Pr{B;| A} = PriA Pr{A| B} = 0.082 ° 0,57,
ein Ausschussanteil stammt also mit 57%-iger Wahrsclohikdiit von Zulieferer Nr. 1. Analog
erhalten wir
0,12-0,25
Pr{leA} = W ~O,36
0,04-0,15
Pr{Bs| A} = ~o084 0,07.

Die Anteile der Zulieferer 2 und 3 am Gesamtausschuss letralgo 36% bzw. 7%.

4.5 Stochastische Entscheidungsprozesse

Bei Modellbildung von Experimenten, die in mehreren Sthnitablaufen, ist es oft hilfreich, den
ersten Modellierungsschritt (Bestimmung des Wahrsclobikéitsraums) als eiBntscheidungsbaum
darzustellen:

- Verteilungps,...,p, des Schrittes 1 sei bekannt;

- Verteilung des Schrittels sei bekannunter der Bedingung, dass Ergebnisse der Schtitte. , k—
1 vorliegen
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Dies liefert Wahrscheinlichkeiten fur spezifische Ergsfoigen. Im Allgemeinen gilt fir Wahrschein-
lichkeitsraume, die als ein Entscheidungsbdume dartjesitel, folgendes:

- Jede Kante bekommt ihren Gewicht (eine Zahl in1]p, so dass die Summe der Gewichte der
aus einem Knoten ausgehenden Kanten gleich 1 ist. Der Gewiche = (u,v) kann man als
die bedingte Wahrscheinlichkeiititerpretieren, entlang dieser Kante weiter zu spazidadis,man
bereits an Knotem angekommen ist.

- Elementarereignisse sind die Wege von der Wurzel zu einem Blatt.

- Das Gewicht P{w} eines Weges ist dasProduktder Gewichte seiner Kanten. Das folgt aus dem
Multiplikationssatz fur Wahrscheinlichkeiten (Satz 4.18

- EreignisseE sind Teilmengen der Wege.
- Pr{E} ist dieSummaealer Gewichte der z& gehdhrenden Wege.

> Beispiel 4.31 Box enthalte 4 weil3e und 6 schwarze Kugeln. Ziehe zweima turticklegen.

1. Wahrscheinlichkeitsraur2 = {ww, ws,sw,sé. Hier “ww” entspricht “erste Kugel weil3 und
zweite Kugel weil3”, “ws” entspricht “erste Kugel weil3 undeite Kugel schwarz” usw. Das
kann man als Entscheidungsbaum darstellen (das EreignigelKist weil3” ist mit Kante
— — — — markiert, und das Ereignis “Kugel ist schwarz” ist mit ———arkiert):

s _-®

6/9

410 .7

Der Baum besteht aus zwei Ebenen. Die erste Ebene entspiechZiehung der ersten
Kugel. Die zweite Ebene entspricht der Ziehung der zweiteigedfunter der Bedingung,
dass die erste Kugel bereits gezogen &b wird z.B. im ersten Schritt die weil3e Kugel
mit Wahrscheinlichkeit A10 gezogen. Aber die Wahrscheinlichkeit, dass die zweite Ku
gel auch weil wird, nachdem die erste gezogene Kugel bereifs war, ist gleich B9:
Nach dem ersten Schritt bleiben noch 9 Kugeln und nur 3 daimh weil3. Deshalb ist
Pr{iww} = (4/10)- (3/9) = 2/15.

2. EreignisseFuri = 1,2 betrachten wir die Ereignisstg;="i-te Kugel weil3” undS ="i-te Ku-
gel schwarz”. Nach dem Multiplikationssatz fur Wahrschielkeiten gilt dann zum Beispiel
folgendes:

4 3 2
PriWin W} = PriWi}-PriWz[Wa} = 205 =12
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und

Priwo} = PriWo n Wi} + PriWwz N S}

= Pr{Wg}-PriWa |Wy1} + Pr{S} - Priw,| S}
43,6 4 36_4

10 9 10 9 90 10

= Pr{wi}.

> Beispiel 4.32 Wir spielen ein Spiel gegen einen Gegner. Er hatahlen 1...,n. Der Gegner
wahlt sich zwei Zahlery < z aus und schreibt sie fir uns nicht sichtbar auf je einem Eé&fiie
wahlenzuféllig einen Zettel und lesen die darauf stehende Zahly, z}, seis = {y,z} \ {r} die
verbleibende Zahl (diese Zahl sehen wir nicht). Wir miissamentscheiden, welche der beiden
Zahlenr (die uns bekannte Zahl) urgldie uns unbekannte Zahl) gro3er ist.

Annahme: Um unsere Entscheidung zuter, kénnen wir einen beliebigen Zufallsgenerator
benutzen.

Konnen wir unsere Gewinnchancen grof3er als 50% machen?

Die Antwort ist: Ja, wir kbnnen 11
Pr{Gewinn} > = + —
{ >3+ o,
erreichen. FUn = 10 ist das sogar 55%.
Gewinnstrategie:

1. Rate zuféllig eine Zaht aus

1 1 1
{1_5,2_5,...,n_§}

mit Wahrschinlichkeit In. (Da Wil‘—% nehmen, gehort nichtzu 1...,n.)

2. Wahle einen der beiden Zettel mit Wahrscheinlichkeit/jg2. Diese Wahl ist unabhangig von
der Wahl vonx. Seir die Zahl auf diesem Zettel.

3. Hoffe, dassy < x < zund gebe die Antwort

r>s fallsr > x

Antwort =
r<s fallsr <x

Damit ist (siehe Abb. 4.3):

Pr{Gewinn

|
+

n ' on T on 2n
n+z-y

2n

Z—y

1. 2-y
2 2n
} 1

> -
Z 27

wobei wir in der letzten Ungleichung die Bedingung< z ausgenutzt haben.
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— y/2n

+ y/2n

+ (z-y)/2n

+ (z-y)2n

+ (n-z)/2n
(n-z)/2n

Abbildung 4.3:+ = wir gewinnen,— = wir verlieren

4.5.1 Das ,Monty Hall Problem*

In einer Game Show (z.B. “Gehe auf Ganze”) ist hinter einar gcei Tlren ein Hauptpreis (rein
zufallig) verborgen.

Ein Zuschauer rét eine der drei Turen und der Showmasterymdall wird daraufhin eine weitere
Tur dffnen, hinter der sich aber kein Hauptpreis verbirgt. Der Bager erhdlt jetzt die Moglichkeit,
seine Wahl zu andern. Sollte er dies tun?

Wir missen zuerst das Problem genauer beschreiben. Wiramehm dass die folgende drei Bedin-
gungen erflllt sind:

1. Der Hauptpreis ist mit gleicher Wahrscheinlichkei8 hinter jeder der drei Turen verborgen. Der
Schaumaster weil3, wo der Preis ist, der Zuschauer weil3 @dictanicht.

2. Egal wo der Haupreis ist, wahlt der Zuschauer eine defTdnen mit gleicher Wahrscheinlichkeit
1/3.

3. Egal wo der Haupreis istflinet der Schaumaster jede der moéglichen Tlren (d.h. eineiffi@rh

der kein Preis ist) mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Alsbdiese Wahrscheinlichkei2, falls der
Zuschauer die Tur mit Hauptpreis gewahlt hat, und ist 1 sonst

Wir betrachten zwei Ereigniss& = “Zuschauer wabhlt dieichtige Tur (die mit dem Preis)” untlv =
“Zuschauer gewinnt, wenn er die Tsirets wechsélt
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Tuer Gewinnt wenn
richtig/falsch wechselt / nicht wechselt

Dann gilt:
_ — 1 2 2

Pr{W} = Pr(R} - Pr{iW|R} + Pr{R} - Pr{W| R} = 3°0+3°1=3
und Pr{W} = 1 - Pr{w} = 1. Der Zuschauer sollte seine Wahl stets dndern!
Zu dem selben Ergebnis kann man auch einfach kommen, wenndiediDrei-Schritt-Methode”
anwendet. In unserem Fall bestéhtaus 9 Elementarereignissen= (i,j) miti,j € {1,2 3}. Hieri
ist die von dem Zuschauer gewahlte Tur ynist die Tur mit dem Preis. Die Wahrscheinlichkeiten
sind Pr{w} = 1/9 fur alle w € Q. FUr uns von Interesse ist das Ereigiis = {(i,j) : 1 # j}
(Zuschauer gewinnt, wenn er die Tsiets wechsélund Pr{W} = 6/9 = 2/3.

4.5.2 Stichproben

Wir haben einen (potentiell unendlichen) Datenstroryx»,. . ., wobei alle Elemente; verschieden
sind. Die Elementen des Datenstroms kommen zu uns ein maci®zem, und verchwinden dann fir
immer. In jedem Zeitpunkt passen in unsem Speicher nur gikléenente.

Ein Representantes Datenstroms ist ein zuféllig gewéahltes Elemembit der Eigenschaft, dass
Pr{x = x;} = 1/nfirjedesn > 1 und fir jedes Element miti € {1,...,n} gilt. D.h.x muss in jedem
Interval xs,...,X, gleichverteilt sein. Dieses Problem kann man mit dem faliganAlgorithmus
(bekannt alfkeservoir Samplinddssen.

- Flrn =1 setzex = x1

- FuUrn > 2 werfe eine Miinze mit ErfolgswahrscheinlichkeinlBei einem Erfolg setzr = x,,.
Bei einem Misserfolg wird nichts unternommen.

Satz 4.33. Fir jedesn > 1 und fir jedes K i < ngilt: Pr{x = x;} = 1/n.

Beweis.
Prix=x;} = Pr{x; istini-ten Schritt gewahlt x
xPr{keiner vonx;,1,. .., X, ist spater gewahlt

A6

Jj=i+l

=l

i i+1 i+2 m-2 m-1 1
i+1 i+2 i+3 m-1 m n

=l
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O

Nun wollen wir nicht nur einen Representanten sondern eieedd der Representanten (eine Stich-
probe)S C (X1, X,...} mit |S| = s Elementen auswéahlen. Es muss(Pe T} = (g‘)_1 fur jedes

n > 1 und fur jedes-elementige Teilmeng€ C {Xi,...,X,} gelten. Hier nehmen wir an, dass unser
Speicher bis zis Elementen aufnehmen kann. Um das Problem zu l6ssen, reictgreReservoir-
Sampling Algorithmus fiis = 1 nur leicht zu modifizieren.

- Wennn < s, dann flge das Element, in Sein.

- FUrn > swerfe eine Miinze mit Erfolgswahrscheinlichkejtn. Bei einem Erfolg bestimme
zufallig einen Element ausund entferne das Element; das aktuelle Elenxgiwird eingefigt.
Bei einem Misserfolg wird nichts unternommen.

Satz 4.34.Fur jeden > sund fur jedes-elementige Teilmeng€ C {X1,...,X,} gilt:

1
Pr{S=T) = (2) .

Beweis.SeiS,, die zum Zeitpunkh vom Algorithmus gewéhlte-elementige Stichprobe. Wir wissen,
dass Ptx,, € S,} = s/nflr jedesn > sqilt.

Wir fuhren Induktion nach. Induktionsbasish = s gilt, da dannT = {xi,...,X,} die einziges-
elementige Teilmenge ist und deshald®r=T} = 1= (:)_1 gilt.

Induktionsschritn — 1 — n: SeiT C {x1,...,X,} eine beliebiges-elementige Teilmenge. Wir haben
nur zwei Moglichkeiten: entweddr enthalt das Element, oder nicht.

N -1
Xu & T = Pr(S, =T) = Prix, £ S,} - Pr(S, 1 =T} = (1- ) (” 1) - (”)

n S S

1 1
x, €T = Pr{S, =T} = Pr{x, € S,} - Pr{S,_1 = T\ {X,}} = ;(n_1> - (”) .

s-1 S

Hier haben wir die Gleichhungeff) /("~7) = 2 und (") /(";") = ;- benutzt. O

N

45.3 Das “Sekretarinnen-Problem” an der Borse

Wie wahlt man unter 10 Sekretérinnen die beste aus, wennewdltdes Bewerbungsgespraches die
Zusage erteilt werden soll? Mit diesem “SektretarinnesbRxm” wird in der Literatur die folgende
Aufgabenstellung veranschaulicht: Untesiufeinanderfolgenden “Gelegenheiten”, fur die noch keine
Rangfolge bekannt ist, soll die beste ausgewéhlt werdelgninsie geprift und sofort zugefijen
wird, andernfalls ist sie fir immer verpasst.

In manchen Lehrblchern findet man daftir die Bezeichnungmi¥éiblungs-Problem”. Wie wahlt eine
Frau am #izientesten unter allen ihren Bekannten einen Mann fur dasi’2 Dabei entscheidet sie
bei jedem Mann, ob er ihr Traummann ist oder nicht; wenn sialbgelehnt hat, kann sie spater nicht
mehr auf ihn zurtickgreifen.
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Die allgemeine Strategie lautet: Teste eine gewisse AnzamhliMoglichkeiten und tff deine Wahl
aufgrund der Testergebnisse. In unserem Beispiel wirdeifsdeil der mannlichen Bekannten einer
Testprozedur unterzogen und danfftidie Frau ihre Entscheidung.

Zwei Dinge sind klar:

- Sie sollte nicht den ersten Mann nehmen, denn wer weil, oes kommt. Mit anderen Worten:
Sehr wahrscheinlich ist der “Erstbeste” nicht der beste.

- Andererseits sollte sie auch nicht zu lange warten, denn bat sie mit grof3er Wahrscheinlichkeit
den besten abgelehnt und muss sich also mit einem Mann rem@ealitét begniigen.

Daraus ergibt sich folgende Strategie: Sie testet einesgewhnzahl von Mannern mit Hilfe eines
Verfahrens, Uber das sie uns nichts zu verraten braucht ninmait keinen von diesen! Danach fuhrt
sie ihr Testverfahren weiter und nimmt dann den ersten, elssdy als alle bisherigen ist.

Die Frage ist nur, wie viele Manner sich ohne Aussicht aublgrilem Testverfahren unterwerfen
mussen. Man kann beweisen (und wir werden das bald tun)daassau 37% ihrer in Frage kommen-
den Bekannten testen soll. Genauer gesagt soll sie einet@ilvon 1e testen, wobei e 2,718..
die Eulersche Zahl ist.

Interessanterweise ist der Prozentsatz unabhéngig vatathder Testmanner: Egal, ob sie 10 oder
1000 Heiratskandidaten ernsthaft in Erwagung zieht, stetlie beste Strategie, zundchst 37% aus-
zuprobieren und diese zu verwerfen.

Dabei ergeben sich - mindestens aus mannlicher Sicht -hiedane Fragen: Was ist, wenn ich, der
Idealmann, unter den ersten 37% und damit von vornhereigeaaklossen bin? Und was ist, wenn
ich, der beste, erst am Ende getestet werde, und also garzoichZuge komme? Ist das nicht ein
total unfaires Verfahren?

Nein! Dieses Verfahren ist ganz gut! Denn mit einer Wahrstiodkeit von immerhin e = 37%
findet Frau mit dieser Strategie tatsachlich den Mann ihraufhe! Beachte, dass mit einer triviallen
Startegie (wahle ausbekannten Manner den Traummann rein zuféllig einen mit ¥é&dwinlichkeit
1/n) wiirde bereits ban = 4 Heiratskandidaten die Frau mit viel kleiner Wahrschehikeit glticklich
sein.

Aber nicht nur Heiratswillige, sondern auch Aktionéare retsieren sich fur die Losung dieses Pro-
blems. Die Losungsstrategie zum Sekretarinnenproblerd béim Aktienhandel angewandt, wenn
der Kurs einer Aktie standig schwankt und nicht vorhersaggta Wenn man innerhalb von einem

Monat entsprechende Aktien verkaufen méchte, wie kann maxieser Strategie den gunstigsten
Verkaufstag finden?

Um die Ldsung dieses Problems zu demonstriéreahmen wir an, dass die Kurse am keinen zwei
Tagen gleich sind. Dann gilt der folgende Satz:

5|st der Wahrscheinlichkeitsrauendlich so ist die ganze Stochastik nichts anderes als ein Teil derdihatorik. In
dieser (endlichen) Form war eigentlich die Stochastik getaDas Ziel dieses Abschnitts ist zu zeigen, wie man mieHil
von (relativ einfachen) kombinatorischen Uberlegungeigei nicht triviale Schliissfolgerungen ziehen kann.

© 2003 by S. Jukna



4.5. STOCHASTISCHE ENTSCHEIDUNGSPROZESSE 181

Satz 4.35. Wenn die Anzahl der Handelstagegrol3 ist, dann sollten die Aktienkurse der ersten
j = n/e (knapp 37%) Tage lediglich notiert sein und dann die nadhsssere Gelegenheit ausgewahlt
werden. Die WahrscheinlichkelR(j), dann den giinstigsten Verkaufstag zu wéhlen, betragt

P(j):%-<%+...+r:L1>

Furj =n/eistP(j) ~ 1/e = 0,367.

Zum Beispiel furn = 20 (Handelstage) ist die optimale Stoppzaht 7. Die Wahrscheinlichkeit,
dann den gunstigsten Verkaufstag zu wahlen, beftdg) = 7/20(1/7 + ... + 1/19) = 0,384... Fur
n = 100 ist die Stoppzahl = 37 und die Erfolgswahrscheinlichkeft(j) rund 37100 betragt. Fiur
n = 1000 ergibt sich die optimale Stoppzght 368 undP(j) = 368/1000.

Beweis.Eine Losungsstrategie zum Borse-Problem (wie auch zumatdeioder Sekretarinen Pro-
blem) ist sehr kurz:

j-te Stoppstrategie: Bei n > 1 vorgegebenen Tagen verhalte auf folgende Weise: An déengrs
Tagen ( € {1,...,n—1}) wird lediglich der Kurs beobachtet (und notiert). Sobaéat Hurs
an einem der nachfolgenden Tage- | hoher ist als das Maximum d¢rbeobachteten Kurse,
werden die Aktien verkauft.

Es ist klar, dass die Wahrscheinlichkeit, den bestmoghictierkaufstag zu wahlen, bei gegebenem
n von der Stoppzah] abhangt. Deswegen bezeichnen wird diese WahrscheiniicmikeP(j) und
berechnen sie wie folgt:

Furk € {j + 1,...,n} betrachten wir das Ereignis
A, = "der k-te TagTy ist der beste undl, wird ausgewahit.”

Die Wahrscheinlichkeit, dass dkfte TagT; der beste ist, betragt/t, da wirn Tage haben und jeder
davon kdnnte der beste sein.

Behauptung 4.36.

Sl

PriAc} = k=1 (*)

Wir werden diese Behauptung erst spater Uberprifen (deeBast rein kombinatorisch). An dieser
Stelle nehmen wir an, dass die Behauptung 4.36 gilt, uncefliden Beweis weiter.

Die j-te Stoppstrategie ist genau dann erfolgreich, wenn dasgris A1 U Ajo U--- U A, eintritt.
Weil fur aller,se {j + 1,...,n} mitr = sfolgt ¢ A. N A, = 0, erhalten wir:

P()

Pr{j-te Stoppstrategie ist erfolgrei¢h= Pr{A;,1} + Pr{A;.2} +... + Pr{A,}

o, 1
n \j 7 n-1

6Da nur ein Tag ausgewahlt sein kann.
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Um das optimalg zu finden, missen wir die Funktid?(j) maximieren. Da die harmonische Reihe

H,=>", % asymptotisch gleich Inist, erhalten wir:
=1 “Hog)~dimn?
P(J) = n (Hn—l H_}—l) n In j .

Die Funktionf (x) = xIn % sieht folgendermal3en aus:

0351 /

0.3+ /

024 |

‘ \

0154 |
| \

|

|
0.1 / \
\
\

0.05

und erhalt ihr Maximum flix = 1/e: Die erste Ableitung’(x) = In(1/x) — 1 ist in diesem Punkt
gleich Null, und die zweite Ableitund”’ (x) = —(1/x) ist fir x = 1/e negativ.
i

Es bleibt uns, die Behauptung 4.36 zu beweisen. Und hier kotiemKombinatorik ins Spiel. Wir
mussen die Wahrscheinlichkeit £} des Ereignisses\, bestimmen. Dazu benutzen wir unsere

“Drei-Schritte-Methode”.
1. Finde den Wahrscheinlichkeitsraum:Dazu beobachten wir, dass flir uns thésachlicheKurs-

Werte in einem Aktienkursverlauf irrelevant sind — wichtif) nur die reliative Gute dieser Werte:
Uns intereesiert nur, ob am einem Tag der Kurs besser odécktér als am einem anderen ist.
Damit kénnen wit jeden Kursverlauf mit Hilfe eines Urnenmodels betrachifir. stellenn Urnen
U4,...,U, in einer Reihe auf. Dann nehmen wirdurchnummerierte Balle,2,...,n, die denn
Handelstagen entsprechen, und verteilen die B&ll€age) in Urnen, so dass jede Urne genau einen
Ball enthélt. (Eine Verteilung der Bdller ist also nichtdares als eine Permutation der Handlstage
1,...,n.) Eine solche verteilung der Béller entspricht der Anornaer Handelstage nach ihrem

Kurswert. Der Tag in Urne 1 war der schlechteste, der Tadpiwar schon besser, der Taglih war

noch besser, usw.
Damit besteht unser Wahrscheinlichkeitsraraus allen|Q2| = n! moéglichen Verteilungen den

Tage inn Urnen.
2. Bestimme das EreignisWelche Elementarereignis§egehdren zu dem Ereignis, ? Das Ereignis

A, besteht aus zwei Ereignissen:
"Dieser Schritt — mathematische Modellierung des Problemsssehr wichtig in allen Anwendungen!
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1 2 34 56 7 8 9101112
Abbildung 4.4: Aktienkurverlauf in zwei Wochen. Die entsphende Verteilung der 12 Bélle Tage)
fur diesen Verlauf ist: ;2,10,4,12,3,6,11,5,1,9,8. Tag 8 ist der beste Tag.

1. Zuerst muss dek-te TagT, derbestesein. Dies bedeutet, dass der Bathuss in der letzten Urne
U,, sitzen.

2. Dann muss noch der Tag auchausgewéahlisein. Dies bedeutet folgendes: Wenn wir nur die
Urnen anschauen, die die ersten 1 Bélle 1. . .,k — 1 enthalten, dann muss d&tztevon diesen
Urnen einen der erstgnBalle s € {1,.. ., j} enthalter®

3. Bestimme die Wahrscheinlichkeit des EreignisMan kann die zum Ereignigy. gehtrende Ver-
teilungen der Bélle wie folgt erzeugen.

1. Werfe zuerst den BaK in die letzte UrndJ,, = nur eine Mdglichkeit.
2. Firjedes=1,2,...,]j tue folgendes:
(a) Werfe die Ballk+1,k+2,...,nindie UrnenUs,...,U,_; (die UrneU,, ist ja bereits besetzt)

= P(n-1,n- k) Moglichkeiten, wobeiP(m,r) = m(m-1)...(m-r +1) = #’r), die
Anzahl der -Permutationen vof, . . . ,m} ist

(b) Werfe den Balkin dieletztevon k — 1 noch freien Urnen (nur eine Moglichkeit), und verteile
anschlie3end die verbleibendle- 2 Bélle ink — 2 noch verbleibende freie Urnegs (k —2)!
Madglichkeiten.

Nach der Produkregel gilt somit:

Al = jJ-P(h-1n-Kk)-(k-2)!
. (n=1)!
N EE R GET) S
_ (k1)!
i(n—1)!

k-1

8Der beste der erstdn— 1 Tage muss ein der erstgiTage gewesen sein: Nach dg¢ren Tag wahlt dig-te Stoppstra-
tegie derersterf!) Tag, der besser als alle Tage 1, ] ist.
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Da wir insgesamiQ| = n! Verteilungen der Bélle haben, ist die Wahrscheinlichkeit

IAd (=P 1
PrA = o k=D " n k-1
Somit ist die Behauptung:) und damit auch der Satz 4.35 bewiesen. m|

4.6 Zufallsvariablen

“The Holy Roman Empire was neither holy nor Roman, nor an Eefipi
—\oltaire

Genauso sind “Zufallsvariablen”: Sie sind weder zufallarh Variablen:
Eine Zufallsvariableist eine auf dem Wahrscheinlichkeitsraum definierte Famkti

Die Funktion selbst kann beliebige Werte annehmen, abenalerweise werden die Zufallsvariablen
als FunktionenX : Q@ — Smit S C R betrachtet.

> Beispiel 4.37 Wir wirfeln zweimal einen Spielwirfel und sind in der Augemme interessiert.
Der Wahrscheinlichkeitsraum i€ = {(i,j) : 1 <i,j < 6}, und die entsprechende Zufallsvaria-
ble ist mitX(i,]) =i + j gegeben; der Bildbereich voxist in diesem Fals = {2,3,...,12}.

Sei X : Q — Seine Zufallsvariable. Die wichtigste Frage, die wir belvi@n werden ist: Fir ein
gegebenes Elemeate S, was ist die Wahrscheinlichkeit, da¥sden Werta annimmt? In anderen
Worten was ist die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis

A={weQ: X(w)=a}
Weil solche Ereignisse sehr oft auftreten, benutzt man Giellzung
Pr{X = a}

far
Pri{w e Q: X(w) =a}}.

Die Verteilungeiner ZufallsvariablerX : Q — Sist eine durchf (a) := Pr{X = a} definierte Abbil-
dungf : S—[0,1].

> Beispiel 4.38 Wir werfen dreimal eine Miinze und s¥idie Anzahl der Ausgange “Wappen”. Die
mdogliche Werte vorX sind S = {0, 1, 2,3} und die Verteilung sieht folgendermal3en aus:

a 0 1 2 3

1 3 3 1
Prix=all3 5 3 8
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Beachte, dass verschiedene Zufallsvariablen diesellieiMeig haben kénnen. Wenn wir z.B.

den obigen Beispiel betrachten und die Anzahl der AugangsfKmit Y bezeichnen, dann
sind die ZufallsvariabletX undY verschieden (d& = 3 - X gilt) aber die Verteilungen vo¥ und X
sind gleich.

Zur Sprechweise: Wir sagen, dass. . ., X,, unabhangige Kopieeginer ZufallsvariableX sind, falls
die ZufallsvariablerX; die gleiche Verteilung wieX haben.

Die einfachsten (und deshalb die wichtigsten) Zufalldglen sindBernoulli-Variablen Jede solche
ZufallsvariableX kann nur zwei mégliche Werte 0 und 1 annehmeg; Pr{X = 1} hei3t dann di&r-
folgswahrscheinlichkeiBeispiel: Einmaliges werfen einer Miinze, wobei der Auggaiappen” mit
Wahrscheinlichkeip kommt. Das entsprechende Zufallsexperiment nenntBeainoulli-Experiment

Definition: Die Indikatorvariablefiir ein EreignisA C Q ist die ZufallsvariableX, : Q — {0, 1} mit

1 fallsw € A
Xalw) = { 0 fallswg¢ A

Beachte, dass eine Indikatorvariabfg eine Bernoulli-Variable mit der Erfolgswahrscheinlicitke
Pr{X4 = 1} = Pr{A} ist. Somit kann man die Ereignisse als einen SpeziallfalZdéallsvariablen —
nahmlich als 0-1-wertige Zufallsvariablen — betrachten.

Den Begrit der Unabhéangigkeit kann man auch auf Zufallsvariablentidugen.

Zwei ZufallsvariablenX : Q — SundY : Q — T sindunabhangigfalls fur jedes € Sundt € T mit
Pr{Y =1t} # 0 qilt
PriX=s|Y =t} =Pr{X =5}

oder aquivalent
PriX=sAY =t} =Pr{X = s} - Pr{Y =1t}.

> Beispiel 4.39 Wir wirfeln zwei (faire) Spielwurfel. Wir kdnnen die entgghende Augenzahlen
als zwei ZufallsvariabletX; und X, betrachten. Zum Beispiel ist das Elemetarereignis (3,5),
dann istX;(w) = 3 undXz(w) = 5.

Betrachten wir nur¥ = X; + X,. Dann istY auch eine Zufallsvariable, denn weist jedem
Elementarereignis eine reelle ZahY (w) = X1(w) + X2(w) zu. Sei auch
| 1 fallsY=7
"1 0 falsY %7

Dann sindY und X; abh&ngig da zum Beispiel
1
Pr{Y:2|X1:3}:Oi%:Pr{Y:Z}.
Intuitiv, sollten deshalb auch und X; abhéngig sein: Der Wert voh hangt doch davon ab,
welchen Wert die Zufallsvariablé annimmt, undy hangt doch vorkX; ab.
Uberraschenderweise sihdind X; unabhangig!

Zu zeigen, dass zwei Zufallsvariablen abhangig sind, tstief leichter (es reicht ein Gegenbei-
spiel, wie oben). Unabh&ngigkeit braucht mehr Arbeit: Mamsszeigen, dass fiatle x,y € R
mit Pr{X; = x} # 0 gilt:

Pril = y|X1=x} =Pr{l =y}
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Zu betrachten sind also 12 Félle= {0,1} undx € {1,2,3,4,5,6}. Zwei Beobachtungen machen
uns das Leben einfacher:

(@) Pr{l =1} =6/36=1/6, dal (w) = 1 genau dann, wenn eines der 6 unabhéangigen Ereignisse
w € {(1,6).(2,5),(3,4).(4,3),(5,2),(6,1)} eintrit.

(b) Pr{l =1| Xy, =x} =1/6f0rallex € {1,2,3,4,5,6}, da nachdem der erste WrfelAugen
gezeigt hat, dass Ereignis = 1" nur dann maoglich ist, wenn der zweite Wrfel & Augen
zeigen wird.

Damit haben wir

Pr{l :1|X1:X}:%:Pr{l =1} furallex =1,2,3,4,5,6

Behauptung 4.7 sagt, dass dann auch

5
Pr{l :O|X1:x}:6:Pr{I =0} furallex =1,2,3,4,5,6

Also sindl und X; unabhéngig

Die ZufallsvariablenXy,. .., X, : Q — Smit S C R heilBentotal unabhangigfalls fur alleas, . . .,a; €
Sdie Gleichung

k
PriX;=a undXy,=ayund ... undX; = a;} = HPr{X,- =a)
i1

gilt.

> Beispiel 4.4Q Seien die ZufallsvariableXy,..., X : Q - Smit S C R total unabhangig. Wie
grof3 kann dank sein? Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir an, dassfdiks¥Zariablen
nicht trivial sind, d.h. keine der VariableXy konstant ist. Dann kann jede der Variabdmminde-
stens zwei verschiedene Wede+ b, € Sannehmen (d.h. RX; = a;} > 0und P{X; = b;} >0
gilt). Wir haben mindestens‘andglichkeiten, einen Vektar = (cy,. . .,cc) mitc; € {a;,b;} aus-
zuwahlen, und fir jede solche Auswahl hat das Ereigpis= {w € Q : X1 =cC1,...,Xx = C¢}
die Wahrscheinlichkeit RA.} = H{.‘Zl Pr{X; = ¢;} > 0. Somit sind die Eriegniss&. nicht leer.
Wir haben also mindesten$ gisjunkten, nicht leeren Teilmengey in Q gefunden. Somit muss
auch die Ungleichung®2< n := |Q| gelten.

Fazit: In einem Wahrscheinlichkeitsraut der Grol3en = |Q| kann es hochstens lgg total
unabhangigen nicht trivialen Zufallsvariablen geben.

4.7 Erwartungswert und Varianz

Hat man eine ZufallsvariablX : Q@ — S, so will man die Wahrscheinlichkeiten PX € R} fir
verschiedene TeilmengdRC S bestimmen (oder mindestens gut abschétzen). Dazu haltervesc
nummersiche Charakteristiken der Zufallsvaiablen — Eiweyswert und Varianz — als sehr hilfreich
erwiesen.
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Sei X eine Zufallsvariable, die die Werta,. . ., a,, annimmt.
Definition: Der Erwartungswerte [X] von X ist definiert durch:

E[X]:=) a-Pr{X=a]
=1

D.h. wir multiplizieren die Werte, diX annehmen kann, mit der entsprechenden Wahrscheinlichkei-
ten, und summieren die Terme auf. Der Ervartungswert isteils “verallgemeinerter Durchschnitts-
wert”: Falls X jeden Werta; mit gleicher Wahrscheinlichkeit/h annimmt, so ist

a+...+a
E[X]:%,

Man kann den Erwartungswert auch rein mechanisch intéepeet Wenn wirn Objekte mit Ge-
wichtenp; = Pr{X = a;} auf derx-Ache in der Positionem; (i = 1,...,n) ablegen, dann wird der
Mal3-Zentrum genau an der StelleX[sein.

> Beispiel 4.42 Wir wirfeln zwei (hummerierte) Spielwirfeln undisei die Summe der Augenzah-

len. Dann ist
12
E[Y] = Z k - Pr{Summe der beiden Augenzahlenkst
k=2

12
> ) k-Pr{erster Wiirfel hat Augen und der zweite hat}

k=2 i+j=k
1 2 3 3 2 1
= 2§+3@+4@++10@+11§+12@
252
= — =7
36

Falls die Zufallsvariablenendlichviele Werteas, ay, . . . annehmen kann, dann ist der Erwartungswert
als

n (o]

E[X]:= r!lana,-Pr{X =al)= Za,-Pr{X =a)

i=1 i=1
definiert. Natirlich missen wir dann uns darum kiimmern, elizdenzwert Gberhaupt existiert, d.h.
ob die Reihe Uberhaugbnvergiert Sind alle Zahlerg; nicht negativ, so ist die Reihe monoton wach-
send und (nach Monotonie-Kriterium, Satz 3.46(1)) kowntgiie Reihe genau dann, wenn sie be-
schrankt is®.

°Eine Reihe> "1, & ist beschrankt, falls es eine Zahimit >~} _q a; < L fur allen gilt.
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> Beispiel 4.42 Sei X eine Zufallsvariable mit der Verteilung X =2/} = 1/2' fur allei =
1,2,.... Das ist eine legale Verteilung, da

gilt. Aber der Erwartungswert ist nicht definiert:

E[X] =§:%2" :il:oo.
i=1 i=1

N|H

“ 1 1
RIS e T R

In diesem Vorlesung werden wir meist nur die Falléter, wennd_;”; a;Pr{X = a;} eine geometri-
sche (und damit auch konvergente) Reihe ist.

Definition: Die VarianzVar [X] einer ZufallsvariableX ist definiert durch:

Var[X] = E [(X - E[X])?]

Was bedeutet eigentlich der Ausdruck (X — E[X])?]? Der AusdruckX — E[X] ist genau die
Abweichung der Zufallsvariabl&X vom seinen Erwartungswert. Dann ist die Zufallsvariable=
(X — E[X])? nah an 0, wenrX nah an EK] ist, und ist eine groBe Zahl, wenx weit links oder
rechts von EX] liegt. Die Varianz ist einfach der Durchschnitt dieser @igvariable. Damit ist die
Intuition, die dahinter steckt, geklart:

- WennX immernahe an EX] liegt, dann ist Var K] klein.
- WennX oftweit von E [X] entfernt liegt, dann ist Var{] grof3.

Bemerkung 4.43. Die Definition der Varianz E(X — E [X])?] als einQuadratvon der Abweichung
vom Erwartungswert sieht irgendwie kunstlich aus. Warumnkenan nicht einfach B{ — E [X]]
nehmen? Antwort: EX — E[X]] = E[X] - E[E[X]] = E[X] — E[X] = 0. Also héatte dann jede
Zufallsvariable die Varianz 0. Nicht sehr nitzlich!

Natdrlich kdnnte man die Varianz als B — E [X] |] definieren. Es spricht nichts dagegen. Trotzdem
hat die Ubliche Definition von Va{] einige mathematische Eigenschaften, dig¢Xef E [X] |] nicht
hat.

> Beispiel 4.44 Um die Relevanz der Varianz zu demonstrieren, betrachiedieszwei folgenden
Casino-Spiele.

Spiel A: Wir gewinnen Z mit Wahrscheinlichkeit 23 und verlieren £ mit Wahrscheinlich-
keit 1/3.

Spiel B: Wir gewinnen 100€ mit Wahrscheinlichkeit 23 und verlieren 200€ mit Wahr-
scheinlichkeit 13.

Welches Spiel ist fir uns gunstiger? In beiden Fallen isets&ewinnwahrscheinlichkeit gleich
2/3. SeienA und B die Zufallsvariablen, die dem Gewinn in beiden Spielenmetshen. Zum
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Beispiel istA = 2 mit Wahrscheinlichkeit 23, und—1 mit Wahrscheinlichkeit A3. Dann sind die
Erwartungswerte beide gleich:

2 1
E[Al = 2-2+(-1)-==1
(A S+ (D3

2 1
E[B] = 1002 3+ (-2001)- ; =

Aber das sagt uns nicht die ganze Wahrheit: Intuitiv siehel3p viel gefahrlicher aus! Und
diesen Unterschied kénnen wir mit Hilfe der Varianz belegen

B 1 mit Wahrscheinlichkeit 23
A-EIAl = { -2 mit Wahrscheinlichkeit 13
2 1 mit Wahrscheinlichkeit 23
(A-E[A) = { 4 mit Wahrscheinlichkeit 3
2 1
—_ 2 e — -
E[(A-E[A)?] 1.3+43
2

Var [A]

Andererseits, haben wir fur das Spiel B:

B_E[B] = 1001  mit Wahrscheinlichkeit/3

~ | -2002  mit Wahrscheinlichkeit/B
(B — E[B])? 1.002001  mit Wahrscheinlichkeit /3
4.008004  mit Wahrscheinlichkeit/B

2 1
E[(B-E[B])? 1.002001- 5 +4.008004-

Var[B] = 2.004002

Damit ist die Varianz im Spiel A nur 2, wahrend sie im Spiel Bhmals zwei Millionen ist! D.h.
im Spiel A sollte der Gewinn tblicherweise nah an erwart&emwinn von X sein, wahrend er
im Spiel B sehr weit von EB] = 1 entfernt liegen kann.

Grol3e Varianz verbindet man oft mit hohem Risiko. So zum fBekerwarten wir im Spiel A
in 10 Runden einen Gewinn von 8zu erzielen, aber auch einen Verlust von€lfniissen in
Kauf nehmen. Im Spiel B kbnnen wir auch erwarten€l8u gewinnen, kbnnen aber mehr als
20.000< verlieren!

Die Varianz E[(X -E [X])z] ist als einQuadratvon der Abweichung vom Erwartungswert definiert.
Infolge dieser Quadrierung kann die Varianz sehr weit vontateséachlichen Abweichung entfernt
sein. Zum Beispiel im SpidB oben is die Abweichung von B] gleich 1001 oder ist gleick2002.
Aber die Varianz ist ganze kolossal®@4.002(') Ausserdem ist die Varianz nicht in Euro sondern in
“Quadrat-Euro” gemessen. Um diesffdkte zu vermeiden, benutzt man oft anstatt der Varianz die
sogenannt&tandardabweichunglie als

- JNar[X] = \/E[(X—E[X])z]
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definiert ist. Intuitiv misstrx die “erwartete (durchschnittliche) Abweichung” von denw@rtungs-
wert E [X]. Zum Beipiel ist die Standardabweichung fir das SBielben gleich

o = \/Var[X] = V2.004002~ 1416

Erwartungswert

1

Standardabweichung

Abbildung 4.5: Die Standardardabweichung von der W-Viengj sagt wie breit ihre “Hauptanteil”
ist.

In der Tat weicht die Zufallsvariable von E [B] entweder um 1001 oder ur2002 ab; also beschreibt
o g die “durchschnittliche” Abweichung ziemlich gut (siehe #lolung 4.5).

4.8 Analytische Berechnung vork [X] und Var [X]

Es gibt auch andere allgemeine Methode, die oft hilft, demagiungswert EX] und die Varianz
Var [X] von kompliziert definierten ZufallsvariableX zu berechnen.

SeiX eine diskrete Zufallsvariable mit der Verteilupg := Pr{X = k} fur alle k in dem Wertebereich
von X. Die erzeugende Funktiovon X ist definiert durch

Fx() =Y pext
wobei die Summe Uber allein dem Wertebereich voK ist. Dann gilt folgendes:
Satz 4.45.

(@ E[X] =Fx(1)
(b) Var[X] = F{(1) + E[X] - E[X]?

Beweis.Zu (a):F4 (x) = Y kpexf1 = F{(1) = > kpe = E[X].
Zu (b): FZ(X) = S k(k - D)pexk2 =

FR(D)=> k(k-1pe =D Kpe - > kp =E[X?] -E[X].
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Wenn wir also E K] dazuaddieren und Eq]? subtrahieren, kommt gerade die Varianz \)J faus.
i

4.9 Eigenschaften vork [X] und Var [ X]

Die allerwichtigste Eigenschaft des Erwartungswerteshidagot ist seine “Linearitat”. Diese
Eigenschaft des Erwartungwertes ist sehr robust (und thesbhar wichtig): sie gilt furbelie-
bige (nicht nur unabhéngige) Zufallsvariablen!

Satz 4.46. (Linearitat des Erwartungswertes)Fur beliebigen ZufallsvariableX, Y gilt:

E[X +Y] = E[X] +E[Y].

Beweis.Seiay,. . .,a, bzw.by,...,b,, der Wertebereich voX bzw.Y. Da die Ereigniss¥ = b; fur
verschiedend; disjunkt sind, gilt nach dem Satz von der totalen Wahsclutikeéit

PriX=a}=> Pr{X=a.Y=b}
j=1
und eine analoge Formel fir BY = b; }. Deshalb gilt:

Zn:Zm:(ai + bj)PI’{X =a;,Y = bj}

E[X+Y] =
i=1 j=1
= ZZa,-Pr{X =a;,Y = b]} + ZZb]Pr{X =a;,Y = b]}
i=1 j=1 j=1 i=1
= > aPriX=a}+> bPr{Y=b;}
i=1 Jj=1
= E[X]+E[Y].

O

Als nachstes schauen wir wie verhalten sich der Erwartuagswnd die Varianz, wenn wir die Zu-
fallsvariable durch eine Konstante multiplizieren oderemer Zufallsvariable eine Konstante addie-
ren. Dazu bezeichnen wir n@ einekonstanteZufallsvariable, die nur einzigen Weste R annimt!0

Lemma 4.47. SeiX eine beliebige Zufallsvariable uri@leine konstante Zufallsvariable, die den Wert
¢ annimmt. dann gilt:

(@ E[C]=c,Var[C] =0

(b) E[cX] = cE[X], Var[cX] = c®Var [X]

(c) E[X +c] =E[X] +c, Var[X + c] = Var[X]

0E{r diejenigen, die sich unbequem mit dem Bffgkionstante Variable” fiihlen, sei es erinnert, dass ein@fafariable
X eigentlich keine “Variable” sondern eine Funktigh: Q — R ist.
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Beweis.(a) Die ZufallsvariableC nimmt nur einen Wert mit Wahrscheinlichkeit P{C = c} = 1.
Also gilt E[C] = ¢- 1= cund Var[C] = E[C?] - E[C]* = ¢? - ¢? = 0.

Zu (b): Sinday,. . .,a, die Werte vonX, so sindcay,. . .,ca, die Werte vorc X und
PricX =ca} = Pr{X = a;}

gilt. Somit erhalten wir

E[cX] = an,-Pr{X =a)= CZ a;Pr{X = a;} = cE[X]
i=1 i=1

und

Var[cX] = E[(cX-E[cX])?]
= E[c?X?-2cE[cX] - X + E[cX]?]
= C%E[X?] - 2¢E [X]? + C®E [X]?
= c?Var[X].

Zu (c): Die erste Gleichung E{ + c] = E[X] + c folgt aus der linearitat des Erwartungswertes. Die
zweite lassen wir als Ubungsaufgabe. m|

Ahnlich kann man die folgende niitzliche Formel fiir die Béremg der Varianz beweisen.

Satz 4.48.Var [X] = E [X?] - E[X]?

Beweis.

Var[X] = E[(X-E[X])?]
= E[X?-2E[X]- X +E[X]?]
= E[X?] - 2E[X]? + E[X]?
= E[X% -E[X]?.
O
> Beispiel 4.49 SeiA ein Ereignis und
1 fallsweA
Xalw) = { 0 fallswg¢ A
sei seine Indikatorvariable. Dann gilt:
E[Xa] =Pr{Al und Var[X,] = Pr{A} - Pr{A}? = Pr{A} Pr{A} (4.5)

daEX4] =1-Pr{A} +0-Pr{A} und Pr{X3 = 1} = Pr{X, = 1} gilt.
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> Beispiel 4.5Q (Zuféllige Teilmengen) Wir wéhlen rein zufallig einan-elementige Teilmengé
aus einen-elementigen Meng€. D.h.

. . 1
Pr{TeilmengeA wird ausgewahlt = @k
Gegeben sei nun eine Teilmeng§& Q. Was kann man tber die erwartete Gro3¢Ax] S|] des

SchnittsAn Ssagen?

Jedem-elementige Teilmeng@ wird mit Wahrscheinlichkeit(;;)_1 ausgewahlt. Sdi, 4 die In-
dikatorvariable fir das Ereignis<“e A’. Dann wird jedes Element € Q mit Wahrscheinlichkeit

Pril,4 =1} =Prixe Al = (;‘_D/(g) - %

in der ausgewahlten Teilmendeliegen! Nach der Linearitat des Erwartungswertes gilt somit:

E[ANS]=E [ZIX’A] =S Efloa] =S Pr{l =1} = Z% - %S'

xeS xeS xeS xeS

Sind die ZufallsvariablerX undY nicht unabhéngig, so gilt im Allgemeinen die Gleichung

Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] nicht! Nimm zum BeispielY = —X. Dann gilt Var[X + Y] =
Var [0] = 0 aber Var K] + Var[Y] = Var [X] + Var [- X] = 2Var [X]. Ein anderes Beispiel: Wir verfen
eine Minze und seieX undY Indikatorvariablen fir die Ereignisse “es kommt Kopf” urekkommt
Wappen”. Dann ist VarX] = Var[Y] = 1/4 aber VarK + Y] = Var[1] = 0.

@ Im Allgemeinen ist auch die Produktregel X{Y] = E[X] - E[Y] falsch! SeiX auf {0, 1}
gleichwertig verteilt. Dann gilt: EX?] = E[X] = 1/2 = E[X]*=1/4# E [X?].

Die Produktregel gilt nur wenn die Zufallsvariablanabhangigsind.

Satz 4.51. Sind X undY unabhangigg) Zufallsvariablen undh, b beliebige reelle Zahlen, so gilt
Var [X + Y] = Var[X] + Var[Y]

und

E[X-Y] =E[X] E[Y]

Beweis. Linearitat des Erwartungswertes gibt usf(& +Y)?] = E[X?+2XY +Y?] = E[X?] +
2E [XY] + E [Y?]. Wir miissen den Term E{Y] berechnen. Dazu benutzen wir die Unabhangigkeit

uWarum? Da wir genag" ;) m-elementige TeilmengeA mit x € Ahaben und e¢” ) = 2 (1) gilt.
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von X undY:

E[XY]

zn:zm:aibjpl’{x =a,Y = b]}

i=1 j=1

> > abPriXx=a}-Pr{Y=b;}  (Unabhéngigkeit vorX undY)

i=1 j-1

= (Za,Pr{X_a )-(Zm:bjpr{Y:bj})
-1

= E[X] E[Y]. j

Somit erhalten wir

Var[X + Y] E[(X+Y)?] -E[X +Y]?

(E[X?] + 2E[XY] + E[Y?]) - (E[X]? + 2E[X] - E[Y] + E[Y]?)
(E[X?] —E[X]?) + 2(E[XY] - E[X] - E[Y]) + (E[Y?] —E[Y]?)
Var [X] + Var[Y]

Ist X : Q - Smit S c R eine Zufallsvariable und : S — S eine Funktion, so isff (X) auch
eine Zufallsvariable, die jedem Elementarereignis Q die Zahl f (X (w)) zuweist. Wie sieht ihr
Erwatungswert EY] aus? Nach der Definition ist

E[f(X)] =)y Pr{f(X) =

yeS

Man kann aber leicht zeigen, dass auch folgendes gilt.

Lemma4.52. Ist X : Q — Seine Zufallsvariable und : S — Seine Funktion, so gilt

E[f(X)] =)_ f(x)-Pr{X

xeS

Beweis.Seiy € Sein festes Punkt in dem Wertebereich vbrDann gilt

Prif(X)=y} = PrifweQ: f(X(w))=y}}
Pr{fw e Q: X(w) e ()1}
> Pri{fweQ: X(w)=x}
xf(x)=y

> Prix=x

x:f (x)=y
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Somit gilt

E[f(X)] = > y-Prif(X)=y)

y
Yy > PriX=x

y x:f (x)=y

> Y yPriX=x

vy xif(x)=y

> Y f(0-PriX=x

Yy xif(x)=y
dFX)-PriX=x}  (dayzy = fl()n () =0

O

@ Ist f (x) einenichtlineare Funktion, so gilt ¢f(X)] = f(E[X]) im Allgemeinen nicht! Das
zu “Behaupten” ist ein sehr haufiger Fehler! Ist zum Beispigl) = x*> und X eine Indikator-
variable mit P{X = 1} = p > 0, dann haben wir if (X)] = E[X] = p aberf (E[X]) = p*.

Fur allgemeine Funktionen kann man manchmal nur einige #igangen von $f(X)] mittels
f (E [X]) finden. So folgt zum Beispiel aus Jensen’s Ungleichungkéinvexe Funktioner? die fol-
gende Ungleichung:

Lemma 4.53. (Jensen’s Ungleichungpei X : Q — R eine Zufallsvariable mit endlichem Wertebe-
reichf(Q)und f : R — R sei eine konvexe Funktion. Dann gilt:

E[f(X)] > f(E[X])

Eine Boole’sche Funktionen in Variablen ist eine Abbildungf : {0,1}" — {0,1}. Eine solche
Funktion istmonoton(bzw. anti-monotol, falls au$® x < y stetsf(x) < f(y) (bzw. f(x) > f(y))
folgt.

Lemma 4.54. (Harris's Ungleichung) Seienf,g : {0,1}" — {0,1} Boole'sche Funktionen und
seien xi,. .., X, unabhangige Bernoulli-Variablen. Sein weiterbfn = f(X1,...,%,) undY =
g(X1,...,Xy,). Sind die Funktionerf undg beide monoton oder beide anti-monoton, so gilt:

E[X-Y] > E[X] E[X].

25ind 0< A; < 1 mit Zle A; = 1und istf eine konvexe Funktion, so gilt (siehe Satz 1.23):
r r
Z/lif(xi) > f (Z /ll-x,-).
i=1 i=1

By Ly e x; < y; furallei.
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Beweis. Induktion nachn. Wir werden nur Induktionsbasis = 1 verifizieren. In diesem Fall haben
wir X = f(x) undY = g(x), wobeix eine Bernoulli-Variable mit Pfx = 1} = pund Pr{x = 0} =
g=1- pist. Dann gilt:

E[X-Y]-E[X]-E[X] = f(1)g(1)p+ f(0)g(0)a - (f(1)p+ f(0)q)(s(1)p+ g(0)q)
oder aquivalent (nach der Umformung)
E[X-Y]-E[X]-E[X] = pa(f(1) - £(0))(g(1) - £(0)).

was nicht negativ sein muss, dél) > f(0) undg(1) > g(0) qilt.

Den Induktionsschrith — n+ 1 kann man zeigen, indem man die bedingte Erwarungswerte deit
Bedingungerx,,,1 = 1 undx,.1 = 0 betrachtet. O

Besteht unser Wahrscheinlichkeitsraum aus allen 0-1 Vektder Lange (d.h.Q = {0,1}"), so sagt
man, dass ein Ereigni& C Q monotonist, falls ausx € Aundx < y stetsy € Afolgt. Und fur solche
Ereignisse liefert Harris’s Ungleichung die folgende istante untere Schranke.

Korollar 4.55. (Das “Wurzel Trick”) SeienAq,...,A,, monotone Ereignisse i = {0,1}" mit
Pr{Ai} = ... =Pr{A,}. Dann gilt fir jedes K i <m

1/m
Pr{A} > (1 Pr{U }) : (4.6)

Beweis.
1-Pr{ur A} = Pr{niy A} > [ Pr{A} = (- PriAl)™,
j=1
wobei die Ungleichung aus Harris’s Ungleichung folgt. m|

Beachte, dass die Monotonitat der Ereignisse in Korolb 4ehr wichtig ist. Nehme zum Bei-

spiel eine gleichmaRige Verteiling atf und seiAy,.. ., A, eine Zerlagung vom in gleich-
grolRe Ereignisse. Dann ist die linke Seite von (4.6) gleigim, Wwahrend die rechte Seite gleich 1
ist.

Wenn die ZufallsvariableX nur nattirliche Zahlen als seine Werte annimmt, gibt es eine alternative
(und oft mehr geeignete) Art und Weise den ErwartungsweX]&z{i bestimmen.

Satz 4.56. (Erwartunswert diskreter Zufallsvariablen) Ist X : Q — N und E [X] < oo, so gilt

E[X] =) Pr{X>i}.

i=0
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Beweis.Da X nur Zahlen 01,2,. .. als seine Werte annimmt, gilt
PriX>i}=Pr{iX=1+1}+PriX=i+2}+Pr{X=i+3} +...

und deshalb

ZPr{X>i} Pr{X>0}+Pr{X>1}+Pr{X>2}+...
i=0

= PriX=L+Pr{X=2}+Pr{X=3}+...

~ -~

Prix>0)
+Pr{X=2}+Pr{X=3}+...
~ ~ -
Prix>1)
+Pr{X=3}+...
~ ~ ~

Prix>2)
= PriX=1}+2-PriX=2}+3-Pr{X=3}+...

Zoo:i-Pr{X:i}
i=1

= E[X].

O

> Beispiel 4.57 Wir haben ein Kommunikations-Netz, in dem viele Paketeseeickt werden sollen.
Angenommen, der Versand eines Pakets kann sich nur mit WWeaindichkeit Yk um k oder
mehr Sekunden verzégern. Das klingt gut; es ist nur 1% Chalass der Versand eines Pakets
um 100 oder mehr Sekunden verzdgert wird. Aber wenn wir digeBon geneuer betrachten, ist
das Netz gar nicht so gut. Tatséchlich ist die erwarteted¢mming eines Pakets unendlich! Sei
X die Verzdgerung eines Pakets. Dann gilt nach Satz 4.56:

- . 21
iZ:;Pr{XM});m

oo (unendliche harmonische Reihe divergiert, siehe Bei§hia).

E[X]

In manchen Situationen haben wir mihendlichenSummen (Reihen) der Zufallsvariablen zu tun.
Hier konnen wir nicht mehr ohne weiteres die Linearitat desdttungswertes benutzen, da diese
Eigenschaft nur flendlichenSummen gilt. Obwohl gilt die Gleichung

in] =) E[X/]
i=0 i=0

fur alle n, kbnnen wir daraus nicht (ohne weiteres) schliessen, deass a

n n
E[Iim S :x,-] = lim " E[X,]
n—00 n—00
i=0 i=0

gelten muss. Dazu brauchen wir zusétzlich, dass der Grehdive > E[| X;[] existiert.
n—oo

E
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Satz 4.58. (Unendliche Linearitat des Erwartungswertes)SeienXg, X1,. .. Zufallsvariablen, so
dass die Reih® ;> E[| X;|] konvergiert. Dann gilt

E [i x,-] = f: E[X]
i=0 i=0

Beweis.SeiY := > 2, X;. Wir lassen es als Ubungsaufgabe, zu verifizieren, dassefweer Kon-
vergenz vony .-, E[|X;]) alle Summen in den folgenden Ableitungen absolut koreetrgind, was
ihre Vertauschung erlaubt (siehe Satz 3.49).

(9]

Z Z X (w) - Pr{w} = Z Z X (w) - Priw}

> E[X]
i=0

i=0 we weQ i=0
= ) Y(w)-Priw}=E[Y] =E [Zx,- .
we i=0

O

> Beispiel 4.59 (Casino) Wir nehmen in einem Casino an einem Spiel mit Gewinnwahistble-
keit p = 1/2 teil. Zum Beispiel wirft man eine faire Miinze, deren Seiteihrot und blau gefarbt
sind, und wir gewinnen, falls rot kommt. Wir kdnnen eineniél@gen Betrag einsetzen. Geht
das Spiel zu unseren Gunsten aus, erhalten wir den Einsdizkzund zusétzlich denselben Be-
trag aus der Bank. Endet das Spiel unglnstig, verfallt uBseratz. Wir betrachten die folgende
Strategie:

In jedem Schritverdoppelnwir unseren Einsatz bis erstmals die Farbe rot kommt.

Wir wollen den erwarteten Gewinn dieser Strategie bestimrSeiK unser erster Einsatz. Sei
X; das imi-ten Schritt gewonnene Kapital. Dann ist

Y = f:x,-
i=0

das gewonnene Gesamtkapital. Da in jedem Schritt die Gelhantep = 1/2 ist, werden wir im
i-ten Schritt { = 0,1,2,...) mit gleicher Wahrscheinlichkeit entwedkr- 2 Euro gewinnen oder
denselben Betrag verlieren, d.h. der Gewinniitan Schritt ist entweder positiv-K2) oder
negativ £K2'). Also ist der erwartete Gewinn K[] = O fiir allei = 0,1,. ... Daraus “folgt”:

E[Y] =E[§:Xi =§:E[X,~] :io:o 12
i=1 i=1 i=1

Aber in jedem Schritt ist die GewinnwahrscheinlichkeiD. Also soll esmit Sichercheiirgend-
wann mal die Minze auf rot landen. D.h. wir sollten mit Wahesolichkeit 1 mindesten&
Euro gewinnen. Was war dann in unserer Argumentation falsbh diese Frage zu beantworten,
mussen wir das Problem genauer betrachten.

Die Wahrscheinlichkeitsraur®2 besteht aus StringB* 'R, k = 1,2,..., wobei B fur “blau”
steht undR fir “rot”. Sei X; das gewonnene Kapital imten Schritt (wir nehmen 0.B.d.A. an,
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dassX; (w) = O fiir Elementarereignisse = B*Rmit k < i — 1). Auf jedem Elementarereignis
w = B¥"IRnimmt X; einen der drei méglichen Werte an:

0 fallsk<i
X;(B*!R) = K.20 fallsk=i
-K -2 fallsk >i

Unsere Argumentation, dass K;| = O fir allei, war richtig. Falsch war aber zu sagen, dass

E [ixl = iE[Xl]
i=1 i=1

gilt, da die Reih& -, E [|X;|] nicht konvergent isttX;| = K - 2/ mit Wahrscheinlichkeit 2 und
deshalb

(9]

iEnxiu:Z:K.zf.Ti=§:K:oo.
i=1 i=1

i=1

Die richtige Argumentation ist folgende: AjgdemElementarereignis) = B*1R st der Wert
vonY = >"7; X; gleich
k-1
Y(w)=K-2"-K-> 2" =K
2.
2k -1

woraus trivialerweise folgt, dass der Erwartungswert vohauch gleichK sein muss.

4.10 Verteilungen diskreter Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige wichtige Vertedgen der Zufallsvariablen, die in vielen
Anwendungen immer wieder vorkommen, und berechnen ihr Emwgswert und ihre Varianz.

Bernoulli-Verteilung

Das ist die einfachste Verteilung Gberhaupt: Jede solclfelZvariableX hat nur zwei mogliche Wer-
te Ound 1pp = Pr{X = 1} heil3t dann die Erfolgswahrscheinlichkeit und die Wahrsdluhkeit eines
Misserfolges istqg = 1 — p. Beispiel: Einmaliges werfen einer Miinze, wobei der Ausganvap-
pen” mit Wahrscheinlichkeip kommt. Das entsprechende Zufallsexperiment nennt Benoulli-
Experiment Den Erwartungswert wie auch die Varianz einer solchen IBy&riable sind leicht zu
berechnen:

E[X]
Var [X]

1.Pr{iX=1}+0-Pr{X =0} =p,
E[X?] -E[X]?=p-p?=p(1l-p).

14DaY einekonstantg-unktion mitY (w) = K fir alle w ist.
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Binomialverteilung B(n, p)

Eine solche Zufallsvariabl§, gibt uns dieAnzahlder Erfolge inn unabhéngig voneinander ausge-
fuhrten Bernoulli-ExperimenteiXy,. . ., X,, mit Erfolgswahrscheinlichkeit RX; = 1} = p fur alle
i=1,...,n.D.h.

S =X1+Xo+...+ X,.

Man kann das Experiment auch als ein Urnenmodell vorsteliem hat
eine Urne mitr roten unds schwarzen Kugeln (alsh = r + s Kugeln
insgesammt) und zielmKugeln rein zuféllig eine nacheinandeit Zu-

@@ ) @@ ricklegen Erfolg ist dann eine rote Kugel und Erfolgswahrscheinlich
@% D keit ist dannp = r/N.

Bei einer unabhangigen Wiederholung des Bernoulli-Expenits multiplizieren sich die Wahrschein-
lichkeiten, die Wahrscheinlichkeit figenau kErfolge (undn — k Misserfolge) ist alsq@* g% mit
g=1-p.Da es(’,j) Mdglichkeiten gibt,k Erfolge in einer Versuchsserie der Langenterzubringen,
ist die Wahrscheinlichkeit, dasé den Wertk annimmt, gerad¢;’) p*g"~*. Damit gilt:

Pr{s, =k} = (E) pa"

Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

> Pr{S, =k} = (E) Pa"™ =(p+a)" =1,
k=0 k=0

wie dies auch sein sollte. Da K[| = p, Var [X;] = pgund die ZufallsvariablerXy,. . ., X,, unabh&n-
gig sind, kann man den Erwartungswert wie auch die Variaichtiderechnen:

E[S.]
Var[S,]

Pp+p+...+p=np
Pg+pg+...+pg=npq

> Beispiel 4.6Q Wir verteilenm Bonbons am Kinder. Dazu werfen wir wiederholt ein Bonbon in
eine Gruppe aus Kindern. Der Versuch eines Kindes, das geworfene Bonboramgeh, ist
ein Bernoulli-Versuch. Jedes der Kinder fangt mit gleicahrscheinlichkeit ein Bonbon. Die
Erfolgswahrscheinlichkeit jedes Kindes ist dama= % und die Wahrscheinlichkeit eines Mis-
serfolgesisgj= 21 =1-1

Wie grof3 ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestirsriied vonm geworfenen Bonbons
genauk fangt? SeiX die Zufallsvariable, deren Wert die Anzahl der von diesemd<efangenen
Bonbons beschreibt. Dann ist ¢ = k} durch die Binomial-Verteilund3(m, p) bestimmt. Die

erwartete Anzahl gefangener Bonbons ist alpe- “*, und die Varianz ishp(1-p) = (1 - l).

n

Wir wissen bereits, dass fur jedes= (0,1)

ny 1 HW@
(an) V2ra(l- a)n 2 (4.7)

mit H(a) = —(alog, @ + (1 - a) log,(1 - @)) qilt.
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Somit gilt fur die Verteilung P{S, = k} einer binomielB(n, 1/2)-verteilten Zufallsvariable

n 1
_ _ o __ ____~  o-n(l-H(a)
Pr{S, = an} = <an> 2 Sral—a)n 2 (4.8)

/| 2
Pr{S, =n/2} ~ el

Die asymptotische Gleichung (4.8) sagt uns, dass eine lahwverteilte
Zufallsvariable tatséchlich nie ihrem Erwartungsweriafiesein wird.
Wenn wir zum Beispieh = 100 mal eine faire Mtinzen werfen wirden,
dann ist die Wahrscheinlichkeit, dagsnau50 mal das Wappen kommt
ungefahr 8%. Aber wenn wir die Wahrscheinlichkeit, dassagezb mal
das Wappen kommt, betrachten (d.h. wennawie 1/4 nehmen), dann
ist diese Wahrscheinlichkeit nur P8, = n/4} ~ 1,913-10°/, was sogar
kleiner als 1 zu 5 Millionen ist!
Im Allgemeinen liefert uns die asymptotische Gleichund@)4olgendes: Isie # 1/2, so ist die
Differenze := 1 — H(«) positiv, und damit gilt

Dannist flira = 1/2

Somit haben wir die folgende Merkregel:

Fura # 1/2 ist Pr{S, = an} exponetiell kleinm Vergleich mitn

Geometrische VerteilungG(p)

Wir wiederholen das Bernoulli-Experimeit, X, . . . mit Erfolgswahrscheinlichkeip > 0 vielmals
und wollen die Anzahl der Versuche bis zu erstem Erfolg bestn.

Man kann auch dieses Experiment auch als ein Urnenmodsiieltan:
Man hat eine Urne mit roten unds schwarzen Kugeln (alsh =r + s
Kugeln insgesammt) und ziehtKugeln rein zuféllig eine nacheinander

@@ ) @@ mit ZurlicklegenErfolg ist dann eine rote Kugel und Erfolgswahrschein-
@% D lichkeit ist dannp = r /N.

Die entsprechende Zufallsvariable
X:=min{i : X; =1}

hei3t danrgeometrisch verteilida ihre Verteilung eine geometrische Folge ist:
PriX=i}=q'p mit g=1-p

Wenn wir diese Wahrscheinlichkeiten aufsummieren, soltethavir
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wie auch es sein sollte. Um K] zu berechnen, kénen wir Satz 4.56 (Uber diskretwertigelfavia-
riablen) anwenden. Dazu beobachten wir:

—qi )
= (1-p).
q 1-p

. 1
0 k-1, _ 1_ 2 i-1\ _1_n.
PriX>i} = k:§i+1q p=1 p(1+q+q +...4+(Q ) 1-p -

Nach Satz 4.56 gilt:

E[X]

iPr{X > i}

2}1p) (lp)
1

r_).
Wir kénnen E X] auch mittels der Methode der erzeugenden Funktionentl&ielechnen. Diese
Methode ist gut, da sie erlaubt auch “nebenbei” die Variaaz[X] zu berechnen.

Die erzeugende Funktion voxist
_ = i—1aui _ - ivi . PX . .
F(x) = Zq px = px- Zq X' = T-ax (geometrische Reihe)

Die erste und die zweite Ableitung véf(x) sind

(1-9g¥p+pxq_ P
(1-9gx)? (1-9gx)?
2pq

(1-9gx)?

Setzen wir nurx = 1, so erhalten wir (nach Satz 4.45)

EX] = F(1)= P =

(1-a2 p

F'(x) =

FII(X)

und
2pq 1 1-p
Var[X] = F”(1) + E[X] - E[X]? = = .1 .
P p PP
> Beispiel 4.61 Wir verteilen wiederum Bonbons anKinder. Dazu werfen wir wiederholt ein Bon-
bon in eine Gruppe ausKindern. Der Versuch eines Kindes, das geworfene Bonboarzgen,
ist ein Bernoulli-Versuch. Jedes der Kinder fangt mit dheic Wahrscheinlichkeip = % ein
Bonbon.

Wie viele Bonbons missen geworfen werden, bis ein bestisKital ein Bonbon gefangen hat?
SeiX die Zufallsvariable, deren Wert die Nummer des Versuchbairdem das Kind erstmals ein

Bonbon fangt. Dann ist RX = k} = (1- p)*~! - p durch die geometrische Verteilung bestimmt.
Also ist die erwartete Anzahl der Versuche ein Bonbon zudangjs es erstmals klappt genau
die Anzahl EX] = % = n der Kinder, die sich auch auf ein Bonbon warten.
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Poisson-VerteilungP()

In vielen Anwendugen (Physik, Biologie, usw.) taucht einghfgécheinlichkeitsverteilung — die soge-
nannte “Poisson-Verteilung” — sehr oft auf. Diese Vertajjen sind nichts anderes als die Grenzwerte
der binomiellen VerteilungeB(n, p), wennnn — oo, p — 0 undnp = A konstant bleibt.

Zum Besipiel wollen wir die Ankunft von Paketen auf einermehmietrouter modellieren. Wir wissen,
dass im Durchschnitt der Rout@rPakete pro Sekunde abfertigt. Falls wir diesen Durchsisvett
wissen, wie kénnen wir die tatsachliche Ankunft der Paketgner Sekunde modellieren? Eine Mog-
lichkeit ist, die Sekunde in sehr kurze Intervalle der LasigeO (mit§ < 1) aufzuteilen; damit haben
wir eine grof3e Anzahh = 1/6 der Intervalle. Dann nehmen wir an, dass ein Paket in einem In
tervall mit Wahrscheinlichkeip = 156 ankommt (dies ergibt die richtige durchschnittliche Arzah
np = (1/6)(16) = A der Pakete pro ganze Sekunde). In diesem Model ist die Angdek Intervalle,

in denen ein Paket ankommen wird, als binomielle Zufalisvde verteilt's

Pr{X =k} = (E) (L= p)"* = <1/5> (16) (1= A5)Yo* .
Nur lassen wiw beliebig klein seind — 0), halten abek fest. Dann gilt:
PrX =k = <1/ 5) (A6)* (1 - A6)Ho~* = <1/ 5) (16)* (1 - 15)A-00/0

(1/ 5)"

X

/1k
(16)¥(1 - 18)Y° = I(1—15)1/% We‘/‘.

Die resultierende Verteilung

PriX =k} =1 e
ist alsPoisson-Verteilungpekannt. Die Tatsache, dass das wirklich eine Wahrechbkditsverteilung
ist, folgt aus der Taylorfomel e ;" /}(—',‘ far die Euler-Zahl e:

pL

Zprx k) We‘ = dg%: el = 1,

Was den Erwartungswert K] betrlfft, ist er gleicha (wie es sein sollte):
e /lk -1

- 2. Ak
E[X] = Zk-Pr{X:k}:e"‘Zk-F— —uz(k 1)|=/1
k=0 k=0

> Beispiel 4.62 Wir verteilen wiederunm Bonbons am Kinder. Dazu werfen wir wiederholt einen
Bonbon in eine Gruppe ausKindern. Der Versuch eines Kindes, das geworfene Bonbon zu
fangen, ist ein Bernoulli-Versuch. Jedes der Kinder fanitjgiaicher Wahrscheinlichkejp = 1/n
ein Bonbon.

Mit welcher Wahrscheinlichkeip, wird ein bestimmtes Kindjenau kBonbon fangen? Da es
hier sich um eine binomial verteillte mit Paramet&¢m, 1/n) Zufallsvariable handelt, ist

(M 1 , 1 m_k_lm(m_]_)...(m_k+1) 1 m—k
O ey sy

15Beachte, dass das nicht genau die Anzahl der Ankiinfte det@®eaktspricht, da mehr als ein Paket in einem Zeitinter-
vall ankommen kann. Aber wenn wir die Intervalle wirklisbhr kurawahlen werden, wird in einem Interval nur ein Paket
kommen kdnnen.
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Wennmundn viel gro3er alsk sind, dann haben wir

Ak

~ € mit/l—m
P 1 n’

Also ist die Anzahl der Bonbons, die ein bestimmtes Kind ardeemaben wird, PoisoR(1) mit
A = m/n verteilt.

Hypergeometrische Verteilung

Die hypergeometrische Verteilung ist fur die Stichprobeotie von besonderer Bedeutuadie-
se Verteilung ergibt die Anzahl der Erfolge befachem Wiederholen eines 0-1 Experimealtme
ZurucklegenD.h. die Erfolgswahrscheinlichkeit in jedem Schritt karom friheren Ausgéngen des
Experiments abhangen.

Man kann das Experiment auch als ein Urnenmodell vorsteliem hat
eine Urne mitr roten unds schwarzen Kugeln (alsh = r + s Kugeln
insgesammt) und zielt Kugeln rein zuféllig eine nacheinandehne
3 Zurucklegen Erfolg ist dann eine rote Kugel. Diesmal hangt aber die
@@ @@Q Erfolgswahrscheinlichkeit von der Anzahl der bereits gezen roten
@% Kugeln ab!

Wir betrachten die Zufallsvariable
X = Anzahl der roten Kugeln in der Stichprobe.
Was ist die Wahrscheinlichkeit, da¥sden Wertk annimmt? Dazu mussdqarote undn — k schwar-

ze Kugeln ausgewahlt werden, was (ohne BerticksichtigungRdinenfolge) auf;) bzw. (,*,) =
(N7) Weisen méglich ist. Insgesamt gibt %) Stichproben, die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

daher
r N-—r N
== (1) (V1) /(M) 49)

Unsere Ableitung der hypergeometrischen Verteilung érgi Nebenresultat die kombinatorische

Identitat (fur jedes &< r < N)
N " /r\ /N -r
(n) -2 () (2%) @10

denn die Wahrscheinlichkeiten in (4.9) summieren sich zufl\&ir nutzen sie zur Berechnung des

16Dje hypergeometrische Verteilung kommt zum Beispiel in Qealitatskontrolle zur Anwendung. Will man die Gite
einer Lieferung durch eine Stichprobe Uberprifen, so niisieh die Beteiligten darauf einigen, wieviele fehlerbatiicke
X die Stichprobe enthalten darf. Der Verkdufer wird daraufteis, dass eine Lieferung mit einem geringen Anteil von
Ausschuss mit hoher Wahrscheinlichkeit akzeptiert wirdr Raufer hat das Interesse, dass eine Lieferung von sdhtech
Qualitat die Kontrolle mit nur geringer Wahrscheinlichkpassiert. Diese unterschiedlichen Interessen werdénnsic
dann vereinbaren lassen, wenn die StichprobengrofRe grafy gewahlt ist. Die Wahrscheinlichkeiten werden unter der
Annahme bestimmt, dasé hypergeometrisch verteilt ist.
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Erwartungswertes einer hypergoemetrisch verteilten|Butxiable X:17
- r\ (N=r\ " /r=1\/N-=r\ 9 (N-=1\ nr /N
k * = = = —
; <k><n—k> rkZ;(k—l)(n—k) "\n-1 N \n/’

E[X]:Zk-Pr{X:k}:%:np mit p:%.
k=0

Auf den Erwartungswert hat es also keinen Einfluss, ob man&iichprobe mit oder ohne Zurtickle-
gen zieht, er ist in beiden Féllen gleialp. Die Varianz ist (wir verzichten aus dem Beweis)

also

LN—rN—n N -n

Var[X] = nN N N_-1- npq-m.

D.h. bis auf einem “Korrekturs-Faktor® =2, der furN — oo und festemn gegen 1 strebt, ist die
Varianz dieselbe wie die fir binomi&@(n, p)-verteilte Zufallsvariable mip = r/N.

Sindr und s gro3 im Vergleich zuwn, so néhert sich die hypergeometrische Verteilung der Biabm
verteilung an, denn (mit= n - k)

(l};)(i),\,ﬁ'”_ N\ & -k Lo T
T & N7 _<k>pq ,mltp_ﬁ.

n!

> Beispiel 4.63 Eine Urne enthéalt 4 Kugeln: 2 rote und 2 schwarze. Wir ziefodme Zurlicklegen)
eine Stichprobe aus 2 Kugeln. S¢idie Anzahl der roten Kugeln in der Stichprobe. Hier haben
wir also mit einer hypergeometrischen Verteilung mit PaetamN = 4 undr = s=n= 2 zu
tun. Es qilt also fur jedek = 0,1,2

o= ()(,20/0) 07

D.h. Pr{X =0} = 1/6, Pr{X =1} = 2/3 und P{X =2} = 1/6. Das kann man auch aus der
entsprechenden Ziehungs-Diagramm (wie im Beispiel 4.8t)elmen.

4.11 Abweichung vom Erwartungswert

Bis jetzt haben wir auf den Erwartungswert fokusiert, daeandDurchschnittswert” entspricht. Was
aber das eigentlich bedeutet? Der ErwartungsweiX]B¢t nur eine (speziel definierte) Zahl und

Hier benutzt ¢) die Identitat(;) = £ (,’;}) und (=) die Cauchy-Vandermonde ldentitat:

() -0

Beweis. In einer Stadt wohnex Frauen undy Manner, und die Einwohner haben Lust so viele Clubs wie mbgtu
bilden. Die einzige Einschénkung ist, dass jeder Club gen&eilnehmer haben muss. Dann (é’t;y) die Anzahl aller

Clubs, und(7) (Zy_l.) die Anzahl aller Clubs miit Frauen undz — i Manner. o
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als solche sagt uns (bis jetzt) Uberhaupt nichts. Mehr nDahErwartungswert muss nicht mal im
Wertbereich der Zufallsvariable liegen! Zum Beispiel Xstine gleichmaRig verteilte Zufallsvariable,
die die Werte in0, 1,9, 10} annimmt, dann ist

1 1 1 1
E[X]—Oz+1z+gz+loz—5,

die Zahl die zum keinem der Wertel)9 oder 10 nah liegt!

@ Erwarte nicht immer das Erwartete!

Was uns wirklich interessiert ist die Fragait welcher Wahrscheinlichkeit wird die Zufallsvariable
nahe an ihrem Erwartungswert liegen

Glucklicherweise haben wir ein paar méachtigen Intrumemte diese Wahrscheinlichkeit zu bestim-
men. Dazu gehdhren die Ungleichungen von Markov, Tschéleysand Chernfd, die wir jetzt ken-
nenlernen werden.

4.11.1 Markov-Ungleichung

Markov-Ungleichung
Sei X: Q — R, eine nicht-negative Zufallsvariable. Dann gilt fur alle

k > 0: EIX
Pr{x>k}<%.

Oder aquivalent, fur allel > 0 gilt

PrixX > 1-E[X]} <

PO JTIN

Beweis.

E[X]=Y x-PriX=x}>> k-PriX=x} = k-Pr{X>k.

x>k
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Warum muss die Zufallsvariablé nicht negativ sein? Se{ € {-10,10} mit Pr{X = -10} =
Pr{X =10} = 1/2. Dann ist

1 1
E[X]=-10--+10- - =0.
Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit PX > 5} ausrechnen. Wenn wir Markov’s-Ungleichung “an-
wenden” kommt
- E[X] O

Pr{X > 5} < 5 _5:0

raus. Aber das ist doch falsch! Es igtemsichtlich, dasX > 5 mit Wahrscheinlichkeit 22 gilt (da
X = 10 mit dieser Wahrscheinlichkeit gilt). Nichtdestotromk man auch in diesem Fall Markov’s-
Ungleichung anwenden, aber fir emedifizierteZufallsvariable. Setze nahmlidh:= X+10. Das ist
bereits eine nicht-negative Zufallsvariable mitg E E[X + 10] = E[X] + 10 = 10, und Markov’s-
Ungleichung ergibt PfY > 15} < 10/15 = 2/3. Da aberY > 15 < X > 5, haben wir die
Abschatzung PiX > 5} < 2/3 erhalten.

> Beispiel 4.64 (Klausuren) Ich nehme den Stapel lhrer Klausuren, mische ihn, und \emeeder
die Klausuren an Sie. Jeder bekommt genau eine Klausur uisg gi@ korrigieren. Sex die
Anzahl von Studenten, die ihre eigene Klausur zuriick bekemrwie sieht EX] aus?

Wenn wir direkt die Warscheinlichkeiten PX = i} ausrechnen wollten, ware es nicht so einfach.
Wir kbnnen aberX als die SummeX = X; + Xy + ... + X, von Indikatorvariablen darstellen,
wobei X; = 1 wenn deli-te Student seine eigene Klausur bekommt, Xpad= 0 sonst. Da jede
X; eine Indikatorvariable ist, gilt EX{;] = Pr{X; = 1} (siehe (4.5)). Wie grol} ist die Wahrschein-
lichkeit Pr{X; = 1}? Jede Verteilung der Klausuren kann man als eine Permutati¢n] — [n]
darstellen; dei-te Student seine eigene Klausur bekommt genau dann, Wehe: i gilt. Damit

ist fur jedes

Anzahl der Permutationehmit f(i) =1 (n-1)! 1
E[X;]=Pr{X; =1} = . = ==
[Xi] " } Anzahl aller Permutationeh n! n

und die Linearitat des Erwartungswertes gibt uns die Anttwor
EX]=E[Xi]+E[X2] +...+E[X,] =1.

Nun wollen wir die Varianz VarX] berechnen. ObwohX die Summe von Indikatorvariablen ist,
kénnen wirnicht den Satz 4.51 benutzen, da die Indikatorvariab¥emicht unabhangigsind:
Nach dem Multiplikationssatz fir Wahrscheinlichkeiteit fiir i # |

Pr{Xi=1X=1} = PriX;=1)-Pr{X =11X =1} = _- —

Sl
H

+

Sk
Sl

=Pr{X; =1} -Pr{X; = 1}.

Wir miissen also die Varianz VaxX| = E [X?] - E [X]? direkt ausrechnen. Wir wissen bereits,
dass
1

- nn-1)

E[X: - X;] =Pr{X; =1X; =1}
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gilt. Somit gilt auch

E[X?] = zn:E[xf]+zn:Zn:E[xixj]
i=1 i=1 J=1
= n-%+n(n—l)- n(nl—l)

2
und

Var[X] =E[X?] -E[X]*=2-1=1

Die nachste Frage: Wie grol3 ist didahrscheinlichkejtdass mindesteris Studenten ihre eigene
Klausur zur Korrektur zurtickbekommen werden? Nach Masktngleichung gilt:

E[X] 1
PriX>kj< ——=—.
r{ } K K
Somit gibt es zum Beispiel hdchstens 20% Chance, dass 5 tendiane eigene Klausuren be-

kommen.

Beachte, dass in diesem Beispiel weder der Erwartungsweht die Varianz von der Anzahl
n der Studenten abhangt!

4.11.2 Tschebyschev-Ungleichung

Die Markov-Ungleichung sagt nur, dass mit groRer Wahrsiivhkeit der eigentliche Wert voixX
nicht viel gréRerals der Erwartungswert K[| sein wird. Sie sagt aber nicht mit welcher Wahrschein-
lichkeit X nahan E [X] sein wird — es kann gut sein, dass der eigentliche WertXamel kleinerals

E [X] wird. Es macht deshalb Sinn, die Wahrscheinlichkeit|Rr— E [X] | > k} zu betrachten.

Da fur jede Zufallsvariabléy der BetragY| und damit auch ihre ExponentéYi” nicht negativ sind,
kénnen wir Markov-Ungleichung anwenden. Damit gilt fireadl> 0 und aller > 1:

ENYI']
kr

Wenn wir die Zufallsvariabley := X — E[X] betrachten, ergibt dies (mit= 2)

Pr{IY| >k} = Pr{IYI" > K’} <

E[(X-E[X])?]

Pr{IX —E[X]| >k} < o

D.h. die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvarialgom ihrem Erwartungswert EJ] um mehr als
+k abweicht, kann nicht groRer algk? mal die Konstante(!) E(X — E[X])?] sein. Diese Konstante
haben wir bereits friiher kennengelernt und als\@igan/ar [ X] von X bezeichnet:

Var[X] = E [(X - E[X])?] = E[X?] - E[X]?
Damit haben wir die folgende Ungleichung bewiesen.
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Tschebyschev-Ungleichung
Sei X: Q — R eine Zufallsvariable miE [X?] < co. Dann gilt fur alle

k> 0:
Var [X]

PriX -E[X]| > k) < =3

> Beispiel 4.65 (Optimalitat der Tschebyschev-Ungleichung)Dieses Beispiel soll zeigen, dass
Tschebyschev-Ungleichung aucptimalist. Seia € R, a > 1 und betrachte die Zufallsvariable
X, deren Verteilung folgender MalRen definiert ist:

1 1 1
Pr{X =-a} = 22" Pr{X =0} = 1—? und PiX =a} = 22
Dann gilt
-a a
E[X]—@+O+E—O
und

al a®
Var[X] = E[(X -E[X])?] = E[X?] = o +0+ >z =L

Setsz mark = a, so erhalt man unter Beachtung der vorgegebenen Verteilung
1
Pr{IX-E[X]| > a} =Pr{|X] > a} = Pr{X # 0} = 2

Andererseits ist auch der rechter Term \i} [a? gleich 3/a2. D.h. in diesem Fall wird die durch
die Tschebyschev'sche Ungleichung gegebene obere Sehaaick tatsachlich angenommen.

> Beispiel 4.66 (Klausuren - Fortsetzung)Ich nehme den Stapel lhrer Klausuren, mische ihn, und
verteile wieder die Klausuren an Sie. Jeder bekommt genaai Kiausur und muss sie Kkorri-
gieren. SeiX die Anzahl von Studenten, die ihre eigene Klausur zurtclolmeken. Dann gilt
E[X] = Var[X] = 1 (siehe Beispiel 4.64). In diesem Beispiel haben wir Markimgleichung
benutzt, um EX] 1
Pr{X >k} < T Tk
zu zeigen. Tschebyschev-Ungleichung liefert:

Pr{X > k}

Pr{X-E[X] > k-E[X]} (ziehe E K] von beiden Seiten ab)
Pr{X-E[X] > k- 1} (setze EK] =1 ein)

Var[X] 1

(k=12 (k-1)

Und diese obere Schranke ist sogaadratischbesser, als die RX > k} < 1/k, die wir vorhier
aus der Markov-Ungleichung abgeleitet haben.

<

> Beispiel 4.67 Ist X = X1 + ... + X,, die Summe vom unabhangigen Bernoulli Variablen je mit
Erfolgswahrscheinlichkeip, so gilt: E [X] = npund Var [X] = np(1 - p) (siehe Abschnitt 4.10).
Die Tschebyschev-Ungleichung ergibt dann

Pr{iiX-npl >k} < ——— <
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dap(l-p) < l/4furalle0< p< lgiltistp =1/2+ cfirein-1/2 < ¢ < 1/2, so gilt
p(l-p) = (1/2+¢)(1/2-c) = 1/4 - ¢ < 1/4.

Werfen wir zum Beispiel eine faire 0-1 Minpemal, dann kénnen win/2 Einsen erwarten. Die
Wahrscheinlichkeit, dass die tatsachliche Anzahl derdtingm mehr alsl 4/n von n/2 abwei-
chen wird, ist damit hdchsteng 2.

> Beispiel 4.68 (Faire oder unfaire Minze?) Wir haben zwei Minzen. Wir wissen, dass nur eine

der Munzen fair ist. Die andere ist prapariert, so dass diar®¢heinlichkeit fir den Ausgang
~“Wappen" gleich 34 ist. Rein aul3erlich aber sehen die beiden Miinzen vollighylaus.

Wir wahlen rein zufallig eine der Miinzen und werfen sie meddenWieviel mal missen wir die
Minze werfen, um mit der Wahrscheinlichkei®8 zu bestimmen, welche der Minzen gewéhlt
war?

Sei X die Anzahl der Ausgang ,Wappen“ naohWurfen. Um den Typ der Miinze festzustellen,
wahlen wir einen Schwellenwettzwischen 12 und 34, und schauen, ob die AnteX/n der
Ausgéange ,Wappen* kleiner oder grdsser als dieser Schmedet ist. Als natlrlichen Schwel-
lenwert wahlen wir

t=5/8

(genau in der Mitte von /2 und 34). Wir missen die Minze so lange werfen bis
Pr{X/n >t} < 0.05 fallsdie Miinze fair ist
Pr{X/n <t} <0.05 fallsdie Miinze prapariert ist

Dann geben wir die Antwort

fair falls X/n <t
prapariert  fallsX/n > t.

Antwort = {
War die Miinze tatséachlich fair, so erhalten wir die richthggwort mit Wahrscheinlichkeit
Pr{Antwort richtig} = Pr{X/n <t} =1-Pr{X/n>t} > 1-0.05=0,95
War die Miinze prapariert, so erhalten wir die richtige Antwnit Wahrscheinlichkeit
Pr{Antwort richtig} = Pr{X/n >t} =1-Pr{X/n<t} > 1-0.05=0,95
Um die Wahrscheinlichkeit RiX/n > 5/8} (und die Wahrscheinlichkeit PX/n < 5/8}) ab-
zuschatzen, wenden wir die Tschebyschev-Ungleichung azuDnissen wir das Ereignis
“X/n > 5/8"in der Form 1X — E[X]| > k" darstellen® Beachte, dass die Zufallsvariabe
binomielverteilt zum Paramet@&(n, p) ist, wobeip = 1/2 falls die Miinze fair ist, ungh = 3/4

falls die Miinze prapariert ist. Wir wissen bereits (siehes&mitt 4.10), dass fir solcher Zufalls-
variablen EK] = npund Var[X] = np(1 — p) gilt. Also, falls die Munzefair ist, dann gilt:

19
X b5 X 1 5 1 n n
Pf{?é} Pr{ﬁ_§>§_§}‘Pr{x_§>§}

Pr{X—E[X] > g} < Pr{lX—E[X] > g}

Var[X] n/4 16 _
S (/82 T m/e4 n (Tschebyschev-Ungleichung)

18Djes ist ein der wichtigsten Schritte, wenn man Tschebysthgleichung anwenden will!
¥Denn dann EX] = n/2 und Var [X] = n/4.
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Ist die Minze préapariert, so gii®

X 5 3 X_ 3 5 3n n
AP G A N < 12 eV
Pr{n \8} Pr{4 27 8} Pr{4 X/S}
n n
- _X>-lg - > —
Pr{E[X] X > 8} \Pr{|X E[X]| > 8}

Var[X] 3n/16 12

S (/82 T 264 n (Tschebyschev-Ungleichung)

Wir mussen also die Anzahl der Wunfieso wahlen, dass die beiden Zahlenri@nd 12/n nicht
groRer als 05 sind. Es reicht alsn = 320 zu nehmen.

Das Gesetz der grof3en Zahlen besagt, dass sich die relativiigkkit eines Zufallsergebnisses im-
mer weiter an die theoretische Wahrscheinlichkeit furesdsrgebnis (Erwartungswert) annéhert, je
haufiger das Zufallsexperiment durchgefihrt wird.

Wiederholt man ein Zufallsexperimedt mit Erfogswahrscheinlichkeip, so stabilisiert sich die re-
lative HaufigkeitH = X/n der Erfolge mit wachsender Versuchzahbei p. Allgemeiner gilt, dass
dasarithmetische Mittelon nidentisch verteilten, unabhéngigen Zufallsvariablenwgithsendem
gegen den Erwartungswert strebt. In diesem Fall sprichtvoareinem “Gesetz der grof3en Zahlen”.
Eine einfache Version dieses Gesetzes ist das folgenddt&esu

Satz 4.69. (Schwaches Gesetz der grof3en ZahleSgi X eine reellwertige Zufallsvariable mit end-
lichem Erwartungswert und endlicher Varianz. Se¥n. . ., X,, unabhéngige Kopien voX. Dann

gilt fur alle e > O
Pr{ S E} < Var[X]‘

n- e2
Insbesondare strebt diese Wahrscheinlichkeit gegen®féirco.

Xi 4+ X,
%—E[X]

Beweis.SeiY := £ (X; + - + X,). Dann gilt:
E[Y] =E }Zn:x- _ 1 Zn:E[x-]—} nE[X] = E[X]
[ e R B )

und

n

1
n 2%

i=1

_ n-Var[X,] _ Var [X]

2 - (Unabhéangigkeit vorx;’s)

Var[Y] = Var

Aus der Tschebyschev-Ungleichung folgt fur je@des 0O

Var[Y] Var[X]
2

Pr{lY —E[X]| > €} < = .
(Y -E[X]| > e) 5

20Denn dann EX] = 3n/4 und Var [X] = n(3/4)(1/4) = 3n/16.
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> Beispiel 4.7Q (Wahlvorhersage) Gesucht ist der Umfang von Stichproben fiir die Vorhersage
des Stimmenantep einer Partei miPramisse

Pr{Fehler fur Vorhersage vop maximal 0,03 > 0.95.

SeienXy,..., X, unabhangigeZufallsvariablen mit den Werten 0 (gegen Partei), 1 (fUrtétar
mit Wahrscheinlichkeiten £ p bzw. p. Dann istY = % (X1 + - -+ + X,,) die Zufallsvariable, die
den Stimmenateil im Stichproben ergibt. Es gilt E] = % -np= pund

Var[Y] = n—lzzn:Var[X,-] = Varr[]Xl] _Pd-p < 1

i=1 n

5

Nun wollen wir einn bestimmen, so dass
Pr{lY —pl > €} <o

mit e = 0,01 = 1072 undé = 0,05 gilt. Aus Tschebyschev-Ungleichung folgt

Var [Y] 1
Pr{lY —p| > €} < =—.
Y =pl> e < =5 =
Da diese Wahrscheinlichkeit nicht grof3er &ls 0,05 sein darf, folgt die Bedingung
1 1 100
> = = 10000- —— = 50000
N2 2e25 ~ 2(102)2(5/100) 45

Es reicht als;n = 50.000 zu nehmen, um die Pramisse zu erfillen.

Das starke Gesetz der groRen Zahlen besagt, dass fur eine unendlidge ¥an Zufallsvariablen
X1, X2, X3,. . ., die unabhangig und identisch verteilt sind sowie den selrvartungswerj haben,

gilt:
Pr{lim AT =,u} =1

n—oo n

d.h. die reprasentative Stichprobe konvergiert fast sighgenu.

4.11.3 Cherndf-Ungleichungen

In Ublicher (kontinuerlicher) Stochastik ist das sogenari@entral Limit Theorem” von grol3er Be-
deutung. In der Informatik aber benutzt man stattdessefki@&ndt-Ungleichungen. Diese Unglei-
chungen sind Spezialfdlle der Mafk@ngleichung, angewandt auf Summen von unabhangigen 0-1
Zufallsvariablen.

Die sogenannte “Murphy-Regel” (Murphy’s Rule) besagt: Weman erwartet, dass einige Sachen
schief gehen kdnnten, dann wird mit Sicherheit irgendetsehgef gehen. Der folgende Satz formali-
siert die Regel.

Satz 4.71. SeienAq, Ay, . . ., A, unabhangige Ereignisse, undsei die Anzahl der Ereignisse die
tatsachlich vorkommen. Die Wahrscheinlichkeit, dass é®ider Ereignisse vorkommen wird, ist
e ElXI d.h.

Pr{X = 0} < e EXI

© 2003 by S. Jukna



4.11. ABWEICHUNG VOM ERWARTUNGSWERT 213

Beweis. Sei X; die Indikatorvariable flr daste Ereignisj = 1,...,n. DannistX = X1+ Xo+...+X,.
Es qgilt:

Pr{X=0}=Pr{ALUAU...UA,} (Definition vonX)
=Pr{AinAn...NA,} (De Morgan-Regel)
=[[Pr{Aa} (Unabhanigkeit vorA;’s)

i=1

= [[@-Pria))
i=1

n
<[JePmn (da 1+ x < € fir alle x € R gilt)
i-1
= g XiaPriag) (Algebra von Exponenten)
= @ =1 ElXi] (Erwartungswert der Indikatorvariablen)
= g ElXI (Linearitat des Erwartungswertes)

> Beispiel 4.72 Wir konstruieren einen Mikroprozessor und wissen, dadsrjdransistor nur mit
Wahrscheinlichkeit 16 beschadigt sein kann. Das klingt gut. Aber heutzutage reémiMi-
kroprozessor ca. fqund sogar mehr) Transistoren. Deshalb ist die erwartemrder bescha-
digten Transistoren in unserem Mikrochip gleich 10. Laukz3a71 wird der Mikroprozessor nur
mit Wahrscheinlichkeit ° (kleiner als 1 zu 3 Millionen!) defekt-frei sein!

Der Satz oben sagt Folgendes: WenrXE{lie erwartete Anzahl der tatsachlich vorkommenden Er-
eignisse aug\;, Ao, . . ., A, ist, dann wird mit Wahrscheinlichkeit PX > 1} > 1- e EXI mindestens
einesder Ereignisse vorkommen. Nun betrachten wir den allgeemekall: Wie grolR3 ist die Wahr-
scheinlichkeit P{X > k}? Die Antwort ist mit folgendem Satz gegeben:
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Satz 4.73. (Chernff’s Ungleichungen) Seien Xy,..., X, unabhangige Bernoulli-Variablen mh
Pr{X; =1} = p;undseiX = Xy + ...+ X,. Seiu=E[X] = pr +... + p,. Dann gilt:

1. fir jedess > 0

. e H

PriX > (1+6)u} < F(u,6) mit F(u,0) = (W) (4.11)

2. furjedess > 2e-1
PriX > (1+6)u} < 27w (4.12)

3. furjedes< 6 <1
PriX > (1+6)u} < eHo°/3 (4.13)

4. fir jedesk > u
R

Pr{X > R} < e i) -Ru (4.14)

5. firjedes < 6 < 1
PriX < (1-68)u} < ero°/2 (4.15)

Beweis. Wir beweisen nur die ersten vier Ungleichungen (der Bewsisadzten ist analog). Markov’s
Ungleichung gibt uns fir jedes > 0

PriX>t} = Pr{e"X>e"'} < E[e"¥],
wobei (wegen der (Unabgangigkeit vo@’s)
Efe¥] =E|e x| = E [H e“'Xi] - TIE[e™]
i=1 -
gilt. Wenn wir die Parametdrund a auf

t:=1+6)u
a:=In(1+0)

setzen und die Ungleichung
E[1+6)X] =pi(1+6)+(1-p)=1+6-p <&
benutzen, dann bekommen wir
PriX>1+06)-u) < (L+o6) . JIE[@+06)™],
i=1

wobei

[[E[@+6)%] < [[& =i =g
i=1

i=1
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ist, und die Ungleichung (4.11) folgt.
Die Ungleichung (4.12) folgt unmittelbar aus (4.11), dadfir 2e— 1 gilt
(1+6)l+6 > (ze)l+6 > 21+6@.

Um (4.13) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass flr akex0< 1 die Ungleichung

F(/l, X) — e/,t(x—(1+x) In(1+x)) < e—,ux2/3
oder aquivalent, dass fir alle<Ox < 1 die Ungleichungf (x) < 0 mit

f(x) 1= x—-(1+x)In(1+x) +x%/3

gilt. Daflr berechnen wir die Ableitungen vdr(x):

1 2 2
() = 1—%—|n(1+x)+§x=—|n(1+x)+§x
) 1 2
o) = —1xts

Wir sehen, das$”’(x) < 0fir0< x < 1/2und f”(x) > O fur x > 1/2. Das bedeutet, dags(x) im
Interval [Q 1] zuerst fallt und dann wachst. Dfd(0) = 0 und f’(1) < 0, mussf’(x) < 0in ganzem
Interval [Q 1] gelten, woraus (wegeh(0) = 0) f(x) < O fur alle x in diesem Interval folgt.

Um (4.14) zu zeigen, reicht &s.:= R/u — 1 in (4.11) zu nehme#:

e(s H
PriX> R} =Pr{X> (1+6)u} < <m>

eR-u
(R/u)R
Q1 &)-R—p

O

Eine schone Eigenschaft der Cheffiidngleichung ist die Tatsache, dass wir weder die Wahreehei
lichkeiten von einzelnen Ereignisséy noch ihre Anzahh wissen brauchen: Es reicht nur zu wissen,
dass die Ereignisse unabhangig sind und wie die erwartetabAp = E [X] der tatséchlich vorkom-
menden Ereignisse aussieht.

Der grof3te Nachteil dieser Ungleichungen ist aber die Tatsadass die Ereigniss@mabhén-
gig sein mussen!

> Beispiel 4.74 (Experimentelle Bemessung des Erwartungswertes)Vir nehmen an, dass ein
ZufallsexperimentX vorliegt, dessen Erwartungswent = E[X] wir experimentell messen
mochten. (Wir wissen die eigentliche Verteilung véhnicht.) Unser ,Toleranzintervall® ist
T = [u—96, u+4]; je kleiner ¢ ist desto besser. Die Tschebyschev Ungleichung lieferEdgebnis

PriX¢T}=Pr{|X-E[X]|> 6} <e:= Va;EX]-

2IBeachte, dasé > 0 gilt, daR > u geférdert wird.
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Wenn abe#® klein ist oder wenn unser Experiment instabil ist (d.h. degighz vonX grol3 ist),
dann sind wir verloren. Wirklich? Nein, wir kbnnen ,boosted.h. das Experimern mal wie-
derholen. SeK; das Ergebnis ddsten Experiments. Wir betrachten den arithmetischen Mitte

CXi+ X+ Xy
n

Y
und beachten, dass ¥][ = E[X] und Var[Y] = Var[X] /n gilt (siehe Beweis von Satz 4.69).
Die Tschebyschev Ungleichung liefert jetzt die Abschagzun

Var[Y] Var[X] 1
62  n-62 n

PriY ¢ T} = Pr{lY — E[Y]| > ¢} < €

und grol3e Abweichungen vom Erwartungswert sindal unwahrscheinlicher geworden.

Die Fehlerwahrscheinlichkeit fahlt also proportional rzuwir kénnen aber diese Wahrschein-
lichkeit noch scheller gegen 0 treiben, wenn wir anstattatéemetischen Mittels deMedian
nehmer#? Sei also

M = der Median vonXy,..., X,.

Wir wissen bereits, das§ mit Wahrscheinlichkeit mindestens:= 1 — € = 1 — Var[X] /62 in
T liegt. Wenn aber der Medial aul3erhalb des Toleranzintervalls liegt, dann liegen nsitedes
n/2 Einzelschatzungen auf3erhalb. Wenn asdie Indikatorvariable fir das Ereignis<; ¢ T”
ist, dann impliziertM ¢ T, dass die Summg = Zl’le Z; mindestens1/2 sein muss. Aber nur
E[Z] < (1-p)-n=e-naullerhalb liegende Einzelschatzungen zu erwarten sinth Wi also
B = (1-2-£)/(2¢) wahlen, dann gilt (£ B) -&-n = n/2. Wir wenden die CherrfbUngleichung
an und erhalten

Pr{M ¢ T} Pr{Z>n/2} <Pr{Z > (1+ B)E[Z]}

e—8~n~,82/3 < e—Q(8~n)

ININ

und die Fehlerwahrscheinlichkeit in diesem Fall fallt sogegativ exponentiell.

Im Satz 4.73 ist die unabhé&ngigkeit der Zufallsvariablem séachtig. Trotzdem kann man eine ahn-
liche Schranke auf fir Summen vabhangigerZufallsvariablen zeigen.

Satz 4.75. SeienYy,...,Y, (nicht unbedingt unabhangigege!) binomiell verteilte alsivariablen,
undY = Y%, Y;. Seip = E[Y]. Dann gilt fur jedesB > p

B B
1-ln—). -
Pr{Y >B}<n-e nu” N

Beweis.Aus Y > B folgt Y; > B/n fir mindestens ein. Wir kénnen also (4.14) benutzen und

erhalten
PriY > B} < n-maxPr{; > B/n} <n-etMmd

O

22Der Median einer Meng& von |S| = n Zahlen @ ungerade) ist dierf/2-gréRte Zahl’x € S. D.h. es muss{y €
S: y<x}|=1{ze S: x< z}|] gelten. Ist z.BS = {1,3,8,10,1000, so istx = 8 der Median.
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Die oben erwahnten CherfidJngleichungen betrachten nur Bernoulli-Variablen, die die Werte 0
oder 1 annehmen kénnen. Zum Schluss geben wir (ohne Bevesis)aine allgemeinere Version der
Cherndt-Ungleichung an.

Satz 4.76. SeienXy,. . ., X,, unabhangige Zufallsvariablen mitQ X; < 1. SeiX = Z?zl X;. Dann
gilt:
Pr{X-E[X] > cvn} <e*/2

> Beispiel 4.77 (Job Scheduling)Wir wollen n Jobs aufm gleich schellen Prozessoren aufteilen.
Die L&nge EAbfertigungszeit) desten Jobs ist irgendeine Zah} im Intervall [0, 1]. Wir wollen
Jobs so verteilen, dass keiner der Prozessoren viel latgydiesDurchschnittsbelastung

1 n
L:E;Li

aller Prozessoren belastet wird. Eine optimale Verteileiginden ist sehr schwer. Das Problem
ist noch schwieriger, wenn wir die Joblangenim Voraus nicht kennen.

Stattdessen wenden wir die folgende einfachste “randentesi Strategie an: Fir jeden Job
wahlen wir rein zufallig einen Prozesspund weisen dem Prozessagrzu. Es wird sich heraus-
stellen, dass diese “dummeffanstrategie” eigentlich nicht so schlecht ist, auch wermaeder
die Anzahln der Jobs noch ihre Laufzeiten kennen!

Zuerst betrachten wir einen beliebigen (aber festen) Beax¢ € {1,. .., m}. Fir diesen Prozes-
sor seiX; die Zeit, die der Prozessor braucht, um deen Job abzufertigen, d.h.

N L; falls deri-te Job dem Prozessprzugewiesen war
e 0 sonst.

Die gesamte Laufzeit des Prozesspist alsoX = )", X;. Da jeder den Jobs dem Prozessor
j mit gleicher Wahrscheinlichkeit/in zugewiesen wird, ist die erwartete Laufzeit des Prozessors
genau

n n 1
E — 1 = ~Z L. =1L.
X]=D EX]=) o-Li=L
i=1 i=1
Nach Satz 4.76 haben wir
Pr{X > L+cyn} <e*/?

Damit wissen wir, dasgder einzelnd’rozessor nur mit Wahrscheinlichkedt g2 l&anger als

L + c+/n beschaftigt sein wird. Da wir insgesamt marProzessoren haben, ist die Wahrschein-
lichkeit, dassmindesten®in Prozessor langer als+ c+/n belastigt sein wird, nicht groRer als
m- e<*/2, Also gilt;

Pr{Kein Prozessor wird langer als+ ¢ yn laufen} > 1-m- g c’r2

Fur Summen von unabhangiged-wertigen Zufallsvariablen hat CheffidJngleichung die folgende
Form:
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Satz 4.78. Seien Xi,...,X, unahangige +1-wertige Zufallsvariablen mit RiX; = -1} =
Pr{X; = +1} = 1/2. Dann qilt fur jedesl > 0:

Pr{|Xi+...+ X,| > 1) < 2& 4/

Welche der drei Ungleichungen (Markov, Tschebyschev odweer@it) ist besser? Natdrlich die
Cherndt-Ungleichung, da sie einexponentiellkleine obere Schranke gibt. Man muss aber beach-
ten, dass diese Ungleichung nur fur Zufallsvariab¥milt, die Summerunabhangiger Bernoulli-
Variablen sind, wéahrend es fir Tschebyschev reicht, d4d=xinen endlichen Erwartungswert hat.
Schliel3lich, reicht es fur Markov, da¥snicht negativ ist. Zusammengefasst:

! Markov, wennX > 0
1+e
Var [X]
PriX> 1L+ EIXII < | ZE[x]2 Tschebyschev, wenn [?] < oo
e €EX1/3  Cherndf, wennX = Xq + ... + X,
X; Bernoulli und unabhangig

4.12 Das Urnenmodel — Hashing

Das sogenannte “Wortebuchsproblem” in der Informatikakiénde. Wir haben eine sehr gréRe Men-
ge (das Universum) von moglichen Dateien (z.B. alle mdglisllamen). Wir wollen einéeliebige
(aber relativ kleinejn-elementige Teilmenge® € U so abschpeichern zu kdnnen, dass die Frage “ist
x € S’ fur beliebigesx € U schnell beantwortent lal3t. Das “Hashing’-Verfahren ninemtArray mit

n (n > m) Zellen, wahhlt eine Zufallige Hashfunktidm: U — {1,...,n} und speichert jedes € S

in der Zelleh(x). Da|U| viel gréf3er als Anzahh der Zellen ist, wird es bestimmt Zellergeben, in
deren sehr viele (mindestefid|/n) Elementen des Universums abgebildet werden. Dann wéee ein
festeHashfunktionh fiir TeilmengenS c h=(i) nutzloss. Um das zu vermeiden, wahlt man deshalb
die Hashfunctiorh zufalligaus.

Dieses Verfahren—wie auch viele andere stochastischeggez-lassen sich gut in einem sogenann-
ten “Urnenmodel” darstellen.

Wir habenm Kugeln undn Urnen, und werfen jede Kugel zuféllig und unabhangig in ligsnen.
Jede Kugel kann mit gleicher Wahrscheinlichkeih in jede dem Urnen landen. Also

m = Anzahl der Kugeln

n = Anzahl der Urnen

1 _ o .

o= Pr{eine Kugel flieg in eine bestimmte Urhe

Man kann dann verschiedene Fragen stellen. Zum Beispiel,vigle Kugeln werden (im Durch-
schnitt) in einer bestimmten Urne landen, wie viele Urnen Durchschnitt) werden leer bleiben,
usw. Mit unseren jetztigen Kentnissen konnen wir solchgé&maziemlich leicht beantworten.

Erwartete Anzahl der Kugeln in einer Urne  Sei

X = Anzahl der Kugel in deerstenUrne.
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DannistX = X3 +... + X, wobei X; die Indikatorvariable fir das Ereignis-te Kugel fliegt in die
erste Urne” ist. Die Linearitat des Erwartungswertes argib

ElX =S E[X]= Z% _ %1
i=1 i=1

Erwartete Anzahl der Urnen mit genau einerKugel Seinun
Y = Anzahl der Urnen migenau eineiKugel

DannistY =Y, + ...+, wobeiY; die Indikatorvariable fir das Ereignig-te Urne enthalt genau
eine Kugel”. Das Ereigni¥; = 1 tritt genau dann ein, wenn eine dariKugeln in diej-te Urne fliegt
und die verbleibendem — 1 Kugeln diese Urne vermeiden. Deshalb gilt

E[Y] = Pr{Y,=1;

> " Pr{nur Kugeli fliegt in Umej }
i-1

1 1 m-1
m-—(l——>
n n

n m-1
E[]=) E[Y}] =m<1—%> ~ me (m=D/n,
=1

und somit auch

Erwartete Anzahl der Wurfe bis eine leere Urne getrdfen wird Angenommenk Urnen sind
bereits besetzt (enhalten mindestens eine Kugel). Wieslamgssen wir dann noch werfen bis die
Kugel in eine leere Urne fliegt? S&i die enstprechende Zufallsvaiable,

T, = Anzahl der Versuche bis eine Kugel in eine leere Urne fliegt

Dann ist

Z Pr{Anzahl der Versuche i} (Satz 4.56)
i=0

E [Tk]

> " Pr{alle ersteri Kugeln fliegen in besetzten Urngn
i-0

> (1)

i=0

1 n
1-k/n n-k

(geometrische Reihe)

Man kann auch anders Uberlegen. Die Wahrscheinlichkeé leiere Urne zu tiféen istp = (n -
k)/n. Das ist also ein Bernoulli-Experiment mit der Erfolgswadireinlichkeitp, und wir wollen die
erwartete Anzahl ETJ;] der Versuche bis zum erstem Erfolg bestimmen. Wir werdeéd $ehen (im
Abschnitt 4.10), das$, eine geometrisch verteillte Zufallsvariable ist und selcufallsvariablen
den Erwartungswert/b = (n— k)/n haben.

© 2003 by S. Jukna



220 KAPITEL 4. DISKRETE STOCHASTIK

Das Coupon Collector Problem Es gibt eine Serie vom Sammelbildern; in jede Runde kauft
ein Sammler rein zufallig ein Bild. Was ist die erwartete Ahkzder Runden, bis der Sammikdte

n Bilder hat? Dieses Problem ist als “Coupon Collector Proiilbekannt. Diese Frage kann man
wiederum in einem Urnenmodel stellen. Kugeln sind nun diedea und Urnen sind die Bilder. Die
Frage ist, wieviel Kugeln missen wir werfen, bisketneUrne leer bleibt? Sei

X = Anzahl der Versuche bis keine Urne leer wird.

Um E [X] zu berechnen, summieren wir fir alle= 1,...,n die erwartete Anzahl der Versuche, bis
der Ball erstmals im-te Urne fliegt:

7
I
7
I

ZHEFH— ono_oN
k= n-k n-k
k=0

E[X]

T
o
>~
Il

o

n- Z} =nH, (harmonische Reihe)
-1
ninn.

Q

Man kann auch anders Uberlegen. Sei
Z = die Anzahl deleerenUrnen

DannistZ = Z; +... + Z,, wobei Z; die Indikatorvariable fir das Ereignig-te Urne bleibt leer”

ist. Nun haben wir .
(2] = Pr{z =1} - (1- 1)

da jede Kugel dig-te Urne mit Wahrscheinlichkeit 4 1/n vermeidet undZ; = 1 genau dann, wenn
alle mKugeln dies tun. Damit ist

E[Z] =§nje[zj] :n<1_%>’" Epp——
j=1

Wenn wir alsom > nIn n Kugeln inn Urnen werfen, dann kann m&eineleere Urne mehr erwarten:
In diesem FallistEZ] ~n-e™/" <n.eNn =1,

Anzahl der “Uberfillten” Urnen  Wir haben bereitsn Baller inn Urnen geworfen. Wir sagen, dass
eine Urnelberfulltist, falls sie mehr al& Kugeln enthalt K ist ein Parameter). Fur welchewird es
im Duchschnittkeinetiberfiillte Urnen geben? Einfachheitshalber betrachtemwiden Fallm = n
(genauso viele Kugeln wie Urnen).

Dazu betrachten wir die Zufallsvariabke = X; + --- + X,,, wobei X; die Indikatorvariable flir das
Ereignis ‘i-te Urne hat mehr alk Béller” ist. Dann istX genau die Anzahl der tberflllten Urnen.
Wir vollen eink bestimmen, fir das E{] < 1 gilt. Dazu betrachten wir die Ereignisse

A, ;j = “i-te Urne enthalgenau jKugeln”

Dann ist P{ A; ; } gleich die Anzah(}) der Moglichkeiten, dig Béller auszuwahlen, mal die Wahr-
scheinlichkeit(1)”, dass alle diese Balle in Urrifliegen. mal die Wahrscheinlichkeftt — )",
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dass keiner der verbleibendanr- | Béller in diese Urne fliegt:
J n-j

() () (=)

j n n

n\ /1)’

i n

() G -()
i n i

und damit auch

L . /e\/  se\k e /e\2
E[x,-]=Pr{x,~=1}=j§:;Pr{A,~,_,~}<§<T> <(E) <1+E+(E> +>

Firk — oo kdnnen wir die Summe in Klammern ignorieren (sie strebt gejeund wir haben eine
(asymptotische) ungleichung

PriA;;}

N

£ =Y EMX] <n- ()
i=1

Esreicht alsk so auszuwahlen, da$§)k < 1/ngilt. Nach der Logaritmieren, muss die Ungleichung
k(1-Ink) < —Inn gelten. Falls wir

3 Inn
" Inlnn
wéhlen, dann gilt:
Inn
k(l-Ink)= —— (1=InInn+Ininlnn) ~ =Inn.
( ) InInn( )

Also, wenn wirn Kugeln inn Urnen werfen, dann kénnen wir erwarten, dass keine Urne aisimn
Kugelt enthalten wird.

Mehrfaches hashing — Bloom-Filter Um den Speicherplatz=(Anzahln der Speicherzellea An-
zahl der bendtigten Urnen) zu sparen, benutzt man oft Hgghibh mehreren Hashfunctionen. Das
entsprechende Verfahren ist als “Bloom-Filter” bekanrd bat seit 1970 viele Anwandungen gefun-
den (das Programspel ist nur ein Beispiel).

SeiU ein Universum und set die Menge aller Funktionen, di¢ auf die Mengdl,. . .,n} abbilden.
Ein Bloom-Filter reprasentiert eine Men&C U durch ein Boole'sches Arra der Langen und
benutzt dazik rein zufallig und unabhangig voneinander gewéahlten Hasttfonenh;,. .., h, € H:

Anféanglich istS = @ und alle Zellen vonB sind auf Null gesetzt. Ein Element €
U wird in die MengeS eingefiigt, indem das Arra nacheinander an den Stellen
h1(X),. .., hg(x) auf Eins gesetzt wird.

Um nachzuprifen, olx ein Element vorS ist, wird B an den Stellerin; (x),. .., i (X)
Uberprift. WenrB an allen Stellen den Wert 1 besitzt, dann wird die Vermutung ‘S’
ausgegeben und ansonsten wird die definitive AusgalgeS’ getroften.

Offensichtlich erhalten wir konventionelles Hashing aus Bideiltern flirk = 1. Wir beachten, dass
eine negative Antwort auf eine “ist € S?” Anfrage stets richtig ist. Eine positive Antwort kann
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allerdings falsch sein und Bloom-Filter produzieren daffatsche Positive”. D.h.x € U ist ein
falsches Positives, wenng¢ S, aber der Filter mit “Ja” geantwortet hat. Wann passier?d&enn in
alle k Zellenhy(x),. .., h;(x) irgendwelche Elemente # x ausS gehasht sind.

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkefi, einer falschen positiven Antwort, wenn eine Mengeler
Grol3e|S| = sdurch ein Boole’'sches Array der GroRanit Hilfe von k zufallig ausH gewahlten
Hashfunktionen repréasentiert wird? Die Abschatzpng< P mit

ks k
P:= (1— (1— }> )
n
war von Bloom angegeben und ist seit 1970 mehmals in derdtitewiederholt. Praktiker haben aber
bemerkt, dass mit dieser Abschatzung irgendwas nicht dtidietatsachlicheNahrscheinlichkeip,

einer falschen positiven Antwort ofré3erals Bloom”s Abschéatzung war. Und das ist wirklich der
Fall, wie das folgende Beispiel zeigt.

> Beispiel 4.79 (Gegenbeispiel zur Bloom’s Abschatzung)Vir betrachten den Fall werm= k =
2unds=1.SeiU = {x,y}, S= {x} undhy,h, : U — {1,2}. Elementy ist ein falsches Positives
genau dann, wenn beide (y) undhz(y) in der Menge{h; (x), ho(x)} liegen.

Sei A; das Ereignis K; (y) € {h1(x), ha(x)}” Dann gilt p, = Pr{A; N Ay}. Der Wahrscheinlich-
keitsraum besteht aus 16 Elementarereignissen:

ha(x)  h2(x) ha(y) ha(y)
1 1 1 1

1 2 1 2
2 1 X 2 1
2 2 2 2

= Wahrscheinlichkeit eine Eins (eine bereits besetzte Yelleerwischen ist

_3+3+3+3_ 12_3

Pris 16 16 4

Bloom sagt: PtA; N A} = Pr{A} - Pr{As} = =%.

Das ist aber falsch, da tatséchlich gilt

3+2+2+3 10
Pr{A;n A} = — 16 "1
Warum passiert das? Da £ N Ay} # Pr{As} - Pr{Ay}, d.h. die Ereignissaicht unabhangig
sind!

Teufel steckt oft in Deteils! Stochastische Abhangigkaih \Ereignissen ist oft nichtften-
sichtlich und man soll damit vorsichtig umgehen.

Wie soll aber eine richtige Abschatzung fiir aussehen? Um diese Frage zu beantworten, kénnen

wir wiederum das Urnen-Model benutzen.
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Wir werfenm = ksblauer Balle?® in n Urnen mit
Pr{Ball bfliegtin j-te Urne} = 1/n

fur alle Ballerb und alle Urnenj. Wir sagen, dass eine Urne “blau” ist, falls sie mindestensre
blauen Ball enthalt.

Danach werfen wik rote Baller>* Uns unteressiert das Ereignis
A = alle rote Béller landen in blauen Urnen.
Fur jede Teilmenge der Urndnc {1,...,n} betrachten wir das Ereignis
B; = | ist genau die Menge der blauen Urnen.
Nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt
. /m
Pr{A} = 21: Pr{AIB;} - Pr{B,} = ; (i >piQi,

wobeip; = Pr{AlE;} undg; = Pr{B;} fur einefixierte Teilmengel der Urnen mit|l| = i ist. Die
Wahrscheinlichkeitem; sind leicht zu bestimmen:

i k
pi = Pr{AB;) = <ﬁ> .

Was aber mit der Wahrscheinlichkeitgn= Pr{B;}? Aus der Definition vorB; folgt

Pr{B,) = Anzahl allersurjektivenAbbildungenf : [m] — [i]
e Anzahl aller Abbildungerf : [m] — [n]

SeiA,, (i) die Anzahl aller surjektiven Abbildungeh: [m] — [i]. Dann gilt also
0]

i .

nm

n . k
p. = Pr{A} = nim 3 (?) (%) An(i).
i=1

Ein Ausdruck fiir die Zahlen,, (i) ist nicht allzu schwer zu bekommen (Ubungsaufgabe!):
L (N m
Anli) = (1Y <j>J |
j=1

In unserem speziellen (im Beispiel betrachteten) Fall haiem = ks= 2 undn = 2. DaA,(1) = 1
undA,(2) = 2, ergibt das

2 SN 2
Pr(A) 2—122<|2> (%) o)
1

Damit erhalten wir

|
|
N
N
| =
~
N
(IR
|
(IR
~—~
SN
N
N
N
Il

2 Jeder Wurf entspricht einem der Wehigx) fur x € Sundi € [k] = {1,..., k}.
24Jeder solcher Wurf entspricht einem der Wértéy) firi € [K].
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4.13 Bedingter Erwartungswert

Definition: Sei X eine Zufallsvariable und\ ein Ereignis. Deibedingte Erwartungswett [X |A]
von X unter der Bedingund\ ist definiert durch:

E[XIA]l =) x-Pr{X=x|A}.

Wegen P{X = x| A} < Pr{X = x} /Pr{A} ist mit dem Erwartungswert Eq] auch E [X | A] wohlde-
finiert und endlich (natdrlich nur wenn PA} # 0 gilt).

> Beispiel 4.8Q Wir wirfeln einmal einen Spielwtrfel uny sei die gewurfelte Augenzahl. Was ist
dann EX X > 4]?

6 6 . 6
. . . Pr{X =1} . (1/6) o1
E[X|X>4]:E |.Pr{X=||X>4}:E |-7:§ |‘—:E i-=-=5.
i=1 i=4 Pr{x =>4 i=4 (1/2) i=4 3

Beachte, dass in diesem Fall der (unbedingte) Erwarturysieékleiner ist: E [X] = ZLi-% =

3,5.

Der bedingte Erwartungswert K[| A] ist einfach der Erwartungswert vofin einem anderen Wahr-
scheinlichkeitsraum, wo die Wahrscheinlichkeiten duras BreignisA bestimmt sind. Deshalb gelten
fur E[X |A] dieselbe Regeln wie fir E{]. Insbesondere gilt der Linearitatssatz (Satz 4.46) alch f
E[X|A].

Wo wir vom bedingten Erwartungswert profitieren kénnendist Tatsache, dass er oft ermdglicht,
komplizierte Berechnungen von dem ErwartungsweiX Eduf einfachere Félle zu reduzieren.

Satz 4.81. (Regel des totalen Erwartungswertesyei X : Q — Seine Zufallsvariable mitS| < oo.
Ist Aq,..., A, eine disjunkte Zerlegung des Wahrscheinlichkeitsratnso gilt

E[X] =) Pr{A}-E[X|A]
i=1
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Beweis.
E[X] =) x:-Pr{X=x (Definition von E [X])

xeS

= Z X - Z PriAl-PriX=x|A) (totale Warscheinlichkeit)
x€eS i=1

=> > x-Pr{A}-Pr{X =x|A}
xeS i=1

= Z Z X-Pr{A;}-Pr{X = x| A} (Umordnung der Summen)
i=1 x€S

=Zn:Pr{A,~}ZX-PI’{X=X|Ai}
i=1 X

= Pr{A}-E[X|A] (Definition von E [X |A/])
i=1
O

Sind nunX,Y : Q — R zwei Zufallsvariablen, so kann man fir jedesn dem Wertebereich von
Y den bedingten Erwartungswert[E Y = y] von X unter der Bedingung, dass das Ereighiis y
eingetrdfen ist, betrachten.

Nehmen wir nun an, da¥snicht fixiert ist. Dann kann man fiir jedes Elementarereignis Q zuerst
den Werty = Y (w) bestimmen und dann den Wert[K Y = y] berechnen. So bekommt man eine
neue Zufallsvariable, die man mit K[Y] bezeichnet.

Beachte, dass (im Unterschied zuXg)] E [ X |Y] keine Zahl sondern eingufallsvariableist!

D.h. E[X|Y] ist eine Zufallsvariablef (Y), die die Werte X |Y = y| fur Y = y annimt. Oder
anders gesagf,(y) .= E [X Y = y] definiert eine Abbildungf : R — R, und E[X |Y] ist dann die
Abbildung f (Y) von Q nachRR.

Um den WertZ(w) dieser neuen Zufallsvariablé = f (Y) aufw € Q zu bestimmen, bestimmt man
zuerst den Wergy = Y (w) und nimmt den Erwartungswert [E( Y = y] als den Wert vorZ (w).

> Beispiel 4.82 Wir wirfeln einmal zwei Spielwtrfel und betrachten die dlldvariableX = X; +
X2, wobei X; die Augenzahl desten Wirfels ist. Um EX |X41] zu bestimmen, berechnen wir
zuerst die entsprechende Abbilduh@y) = E [X |X; = y]:

12
f(y) = E[X Xy =] D x-PriX =x|X; =y}
x=2

y+6

= ) X:-Pr{Xg=x-y)

x=y+1

° 1
= (6y+) i)g
i=1

= et
_y2.
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Damitiist E [X [X1] = X1 + 2.

> Beispiel 4.83 Wir wirfeln n mal einen Wiurfel, und seX; (1 < i < 6) die Anzahl der Wurfe, die
die Augenzahi ergeben. Dann ist

n-X
EDIXe] =

Warum? Wir missen die Werte vah:= E [X |Y] auf Elementarereignissan € Q bestimmen,

wobei die Elementarereignisse in diesem Fall alle Strings{1,. . .,6}" sind. Zuerst bestimmen
wir den Werty = Xg(w). Das ist genau die Anzahl der 6’endn Wissen wir nun, dass genau

Wurfe ein “6” ergeben, so ist die Wahrscheinlichkeit, ingedonn — y verbleibenden Wurfen
ein “1” zu bekommen, gleich/b. Damit ist E [X1 | Xg] = (n— Xg)/5, wie behauptet.

Genauso bekommt man z.B.

n—X;—- X3

E[X1|X2, X3] = )

Satz 4.84. Sind die ZufallsvariablerX undY unabhangig, so gilt E{ |Y] = E [X].

Beweis.Wegen der Unabhéangigkeit vofiundY gilt fur jedesy

E[XIY=y] = D> x-PriX=x|Y=y)
= Z X - Pr{X = x} (Unbhangigkeit)
= E[X].

Da E[X Y = y] = E[X] fur jedenmdglichen Werty vonY gilt, muss auch EX |Y] = E[X] gelten.
i

> Beispiel 4.85 Sei X = X; + X; die Zufallsvariable aus dem Beispiel 4.82. DaXg K] eine
Zufallsvariable ist, kbnnen wir den ihre Erwartungswentgahnen:

6
e X =€ [0+ 1] =D+ ] - (;z) oI epvEDel =€ DX,

Eine interessante Eigenschaft von Zufallsvariabten= E[X |Y] ist, dass die im vorigen Beispiel
entdekte Eigenschaft auch im Allgemeinen gilt!

Satz 4.86. (Regel vom doppelten Erwartungswert)

E[E[X Y]] = E[X]
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Beweis.Sei f (y) := E[X|Y = y] . Dann gilt:
E[E[X|Y]] = E[f(X)]
= f(y)Pr{Y = y) (Lemma 4.52)
y

=> (Zx-Pr{X:le:y}> PriY =y} (Def.vonf(y)=E[X|Y =y])
y R

B . Pr{X =xY =y} 3
= (Zx BrY =) ) Pr{Y =y}

X

y
:ZZX-Pr{X:x,Y:y}

y x
:ZxZPr{X:x,Y:y}

X y

= Z XPr{X = x} (Satz 4.22)

O
Definition: Eine Folge von ZufallsvariableKg, X1, . . . heil3t einMartingal, falls fur allei > 0 gilt:

E[Xi+l |XO" o ‘axi] = Xi'

> Beispiel 4.87 Wir haben eine Urne mib blauen Kugeln und roten Kugeln. In jedem Schritt wir
ziehen eine Kugel rein zuféllig und ersetzen diese mit zveeiem Kugeln von derselben Farbe.
Sei X; die Anteil der roten Kugeln in der Urne naclchritten. So ist insbesondare

r
Xo= —.
°T Y ib

BehauptungXg, X4, .. . ist ein Martingal.

Beweis.Sein; =r + b+i die Gesamtzahl der Kugeln nacBchritten. Dann isK;n; die Anzahl
der roten Kugeln nach Schritten. Es ist klar, dass diese Anzahl nur von der Anzahlrdten
Kugeln nach - 1 abhangen kann. Also gilt

E [Xis1 X0, X1,. .., X{] E [Xit1 IXi]

Xin; +1

IS (1)
i+1 i+1
X; Xin;
+

N1 Ni+1
X,-(n,- + 1)

n+1
= Xi.

Xin;

= X
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Lemma 4.88. Ist Xp, X1,. .. ein Martingal, so gilt EK;] = E[Xo] fur allei > 0.

Beweis. Induktion tber. Es gelte EX;] = E[Xg]. Da wir ein Martingal haben, gilt

Wir nehmen den Erwartungswert von beiden Seiten und bemwtizeRegel von doppelten Erwar-
tungswert (Satzt 4.86);
E[Xi] = E[E[Xi+11X0,. .., X]] = E[Xi44] -

4.14 Summen von zufélliger Lange — Wald’s Theorem

In diesem Abschnitt betrachten wir die folgende Fragaestet!

Wie kann man die erwarteten totalen Kosten eines Schri&éinritt Zufallsexperiments berech-
nen, wenn sowohl die Kosten in jedem Schritt wie auch die Ahdar Schritte von den vorherigen
Ereignisserabhéngerkénnen?

> Beispiel 4.82 Wir wirfeln einen Spielwdrfel bis eine 6 rauskommt und suemen die bis dahin
erschienene Augenzahlen. Welchen Erwartungswert hat Siesime?

Wir denken uns jedes Wiirfeln als eine Zufallsvariable: @itgsi = 1,2,. .. sei X; die imi-ten
Wiirfeln erschienene Augenzahl. (Wir setz€n = 0, falls die Augenzahl 6 vor dem Schritt
ausgewdarfelt wurde.) Also nimmt jedes die Werte 0Q1,...,6 an. Setzd := min{i : X; = 6}.
Das ist auch eine Zufallsvariable, die die Wert&inannimmt. Wir interessieren uns also fir die
ZufallsvariableY = X1+ Xo+ ...+ Xy = ZiT:l X;. Wir wissen, dass EX;] = %(1 +2+3+4+
5+ 6) = 3,5 filr jedes, und das¥ E[T] = (1716) =6 ist.

Es gibt ein Resultat — Walds’s Theorem — das uns sofort digvdnttiefert: E[Y] = 6-3,5 = 21.
D.h. wenn wir einen Spielwdirfel bis eine 6 rauskommt wirfelann wird die erwartete Summe
der insgesammt ausgewdurfelten Augenzahlen gleich 21 sein.

Im Allgemeinen haben wir ein System, das Schritt-flir-Sthrinktioniert und ini-tem Schritt die
KostenX; verursacht. Damit haben wir eine (potentiel unendlichdly&X1, X, . . . der verursachten
Kosten. Die Kosten sind zuféllig und kdnnen voneinandei&agkn. Die Lebensdau&rdes Systems
ist auch zuféllig (und kann auch von bis dahin verursachtestéh abhangen). Wie bestimmt man in
einer solchen Situation die erwartete Gesamtkosten biSylstem stirbt? Wegen so vielen mdglichen
Abhangigkeiten, sieht die Frage sehr schwer aus — wir wigsaicht, wann das System tatsachlich
stirbt.

Zuerst betrachten wir den Fall, wenn (i) die Kostengleichverteilt sind und (ii) die Lebensdaukr
des Systems von der verursachten Kosten unabhangig ist.

Bemerkung 4.90. Oft sagt man “seietXy, Xo, . . . unabhangige Kopien einer Zufallsvariab{g. Das
bedeutet natlrlich nicht, dass alke’s eine und dieselbe Zufallsvariabkist. Unter dessen versteht

25T st geometrisch verteilt
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man, dass;’s beliebigeZufallsvariablen sein kdnnen—die einzige Bedingung assdede von dieser
VariablenX; dieselbeverteilungwie X haben muss. Zum Beispiel, wenn wir die Gleichverteilung auf
Q mit Pr{w} = 1/|Q| fur alle w € Q betrachten, dann i& : Q — Seine Kopie vonX : Q — S
genau dann, wenfy~1(a)| = |X~1(a)| fiir alle a € Sgilt. Es ist klar, dass dan¥i~(a) = X~ 1(a)
nicht unbedingt gelten muf3!

Satz 4.91.SeienXy, X»,. .. unabhangige Kopien einezellwertigenZufallsvariableX, und seiTl eine
davonunabhangigeZufallsvariable mit den Werten iN und einem endlichen Erwartungswert. Dann

gilt
E[X1+ Xo+...+ Xgp] =E[T] - E[X]

Beweis.SeiY = X1 + X3 +... + Xy. Wegen der Unabhangigkeit vanund X;’s gilt 26

PriY=y|T=t} = Pr{Xg+...+X,=y|T =t}
= Pr{Xi+...+ X, =y},

also
E[V|IT=t] =E[Xs+...+ X]=t-E[X].

Wir wenden die Regel des totalen Erwartungswertes an uradtenh

E[Y] > PHT =t}-E[Y T =t]

> PrT =t}-t-E[X]

E[X]-) t-Pr{T =t}

E[X] - E[T].

O

Im vorigen Satz spielt Unabhangigkeit der Zufallsvariab&ne grofR3e Rolle. In dem nachsten Satz
spielt dagegen die Unabhangigkeit keine Rolle mehr. E$itailass (i) die Kosten nicht-negativ sind
und (ii) die erwarteten Kosten in jedem Schritt, unter dediBgung, dass System bis dahin noch lebt,
alle gleich sind.

Satz 4.92. (Wald's Theorem) Sei X3, X»,. .. eine Folge von nicht-negativen Zufallsvariablen ynd
T : Q — N, eine Zufallsvariable, alle mit endlichen Erwartungsweyiso dass

EX:[T>i] =p
fur ein festesu € R und allei > 1 gilt. Dann ist

E[Xy+Xo+...+ Xp] = u-E[T]

26Sind die ZufallsvariablerX, Y, Z unabhangig, dann sind auch die Zufallsvariabtes Y und Z unabhéngig. Ubungs-
aufgabe!
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Beweis. Seil; die Indikatorvariable fur das Ereignis> k, d.h.I; = 1 falls der Prozess mindestens
k Schritte lauft, und; = 0 falls der Prozess vor Zeitpunktendet. Fir jedek = 1,2,. .. gilt:

E [Xele] E[Xele e = 1] - Pr{ly =1} + E[Xelg [k = 0] - Pr{l, =0}  (Satz 4.81)
= E[Xe-1llg =1] - Pr{lg =1} + E[Xk - O|lx = O] - Pr{l; = 0}

= E[Xellg =1] -Pr{lg =1} +0

= E[X [T >K]-Pr(T >k

u-Pr{T >k}

Somit erhalten wir;

> E[Xel] po > Pr{T >k
k=1

k=0
u-E[T] (diskretwertige Zufallsvariablen, Satz 4.56)

Da u - E[T] endlich ist und alle EXlx] nicht-negativ sind, ist die Reih® ;. ; E [Xx1x] absolut
konvergent und wir konnen den Satz 4.58 (unendliche litdigades Erwartungswertes) anwenden:

Zxklk] =Y EDGl] = pu-E[T]
k=1

k=1

E[Xi1+Xo+...+X7] =E

Korollar 4.93. (Wald’s Theorem - einfachste Form) SeiT : Q — N, und seienXy, Xa,... un-
abhangige Kopien einer nicht-negativen ZufallsvarialileSind die Erwartungswerte voh und X
endlich, so gilt

E[Xi+ Xo+...+ Xp] = E[T] - E[X]

Beweis.In diesem Fall gilt EK; [T > i] = E[X1] = E[X], da der erste Versuch jedenfalls statfinden
muss und jeder VersucK; die gleiche Verteilung wie der erste Versu¥h hat (falls man zu diesem
VersuchX; tberhaupt kommt!). ]

> Beispiel 4.94 (Runs: Anzahl der Versuche)Wir versuchen ein System (z.B. einen Computer) mit
n Komponenten konstruieren. In jedem Schritt setzen wir agmee Komponente ein. Aber die
Komponenten sind unsicher (*no name” Produkte) und jedasdizen kann das ganze System
mit Wahrscheinlichkeip kaputt machen. Falls dies geschieht, missen wir die Kdsigiruneu
anfangen. Wir nehmen an, dass jede neue Komponente mihgteivahrscheinlichkeip das
(bereits vorhandene) System zerstéren kann. Was ist diereete Anzahl der Schritte bis das
System fertig ist?

Wir konnen die Elementarereignisse als Strings von EinsehNullen kodieren, wobei eine
1 heil3t “die Komponente war sicher gesetzt, dass Systemwleiber”, und eine 0 heifl3t “die
Komponente hat das System zerstort”. D.h. wir haben eingeFalY,,. .. von unabhangigen
0-1-Zufallsvariablen mit

PriY,=0t=p Pr{Y,=1}=q(=1-p)

und die Frage lautet: Wie lange miussen wir warten bis einlBdasn Einsen kommt?
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Wir kénnen die Folgén,Y,,. .. in Blocke (Versuche) aufteilen, wobei ein nicht erfogreicher-
such die Forr®f 10 mit 0 < k < n hat; ein erfolgreicher Versuch hat die Forth Zum Beispiel
fur n = 3 hat die Folge 110100111 vier Versuche, wobei die erstemdreat erfolgreich sind:

110 10 0 111
I e e
X1=3 Xp=2 X3=1 X4=3
Wenn wir die Lange eines Versuchs mitbezeichnen, so bekommen wir eine Fokg X», . . .
von unahéangigen Kopien dieser Zufallsvariable. Uns iistgest also die folgende Zufallsvariable
S:=X1+Xo+...+ Xr

wobei
T :=min{i : i-ter Versuch war erfolgreigh

Wald’s Theorem (Korollar 4.93) sagt, dass dann

E[S =E[T]-E[X]

gilt. Die ZufallsvariableT beschreibt den ersten Versuch, der erfolgreich war. Da d®&ds-
wahrscheinlichkeit fur jede eingesetzte Komponentglst und ein erfolgreicher Versuch ans
erfolgreich angesetzten Komponenten besteht, ist diddsi@hrscheinlichkeit (+ p)”. Damit

haben wirzs 1 1
E =— = — mitg:=1-
[T] a—p" o q p

Andererseits gilt nach Satz 4.58:

o n-1
E[X] =) PriX>i}=> Pr{X>i}.
i=0

i=0

Da% Pr{X >i} = (1-p)’ = ¢, folgt

i=0 1-q P

Damit ist die erwartete Anzahl E5[ der Schritte (bis das System fertig ist):

1-g¢ 1 1-g¢ 1,1
ol EIXI-EM P ot po p<q” 1)'

Zum Beispiel, wenn nur eine 1% Chance besteht, dass einefégtg Komponente das System

zerstort (alsg = 0,01), dann ist die erwartete Anzahl der Schritte fir ein Systeit n = 10

Komponenten ungefahr 10. Fiir= 100 sind das schon ungefahr 173 Schritte. Abenfér1000

sind das bereits satte316257 Schritte! Fazit: Man sollte das System modular aushat@n

Module, je mit 10 Untermodulen, je aus 10 Komponenten.

2711k 0 bezeichent eine Folge ak<Einsen mit einer Null am Ende.
28Geometrisch verteilte Zufallsvariable

2Pr{X > n} = 0, da kein einzelner Versuch langer alSchritte dauert.
30Sjehe Abschnitt 4.10.
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4.15 Irrfahrten und Markov—Ketten

Ein stochastischer Prozess — Blarkov-Kette(oderlrrfahrt oderrandom wallf bekannt — kommt in
der Physik wie auch in der Informatik ziemlich haufig vor. [Siguation ist folgende.

Wir haben ein Zufallsexperimey, Xo, . . ., das in mehreren Schritten ablauft. In jedem Schritt liegt
das Ergebnis des Experiments in einer (uns bekannten)chaedliMengeS (die “Zustandsmenge”).
Die Bedingung ist die sogenannte “Gedachtnislosigkeits B&periments: In jedem Schritthén-
gen die EreignisseX; = s’ nur von der EreignissenX;_1 = r” ab. D.h. die Wahrscheinlichkeit,

in welchen Zustand das System (unser Experiment-iem Schritt Gbergehen wird, hangt nur von
dem Zustand ab, in dem das System sich gerade (im Schrit) befindet (und hangt nicht von der
Vergangenheit ab}!

Die Theorie der Markov-Ketten ist umfangreich. Wir besciikgn uns auf ein paar Ansatzen und
Beispielen. Einige weitere Ansétze basieren sich auf derriddakalkil und wir werden sie im
Abschnitt 5.13.6 behandeln.

> Beispiel 4.95 Zwei Spieler (Alice und Bob) spielen das folgende Spiehachst wahlt Alice einen
Stringa € {0,1}* und Bob einen String € {0, 1}*. Danach werfen sie eine faire 0-1 Miinze bis
einer dieser zwei Strings erscheinnt. Derjenige gewirggsdn String als erstes erscheinnt.

Da in jedem Wurf O und 1 migleicherWahrscheinlichkeit% kommt, sagt uns die “Intuition”,
dass die Gewinnchancen auch gleich sein sollten. Die gelaalgse zeigt abe?? dass das nicht
unbedingt der Fall sein soll!

Dazu betrachten wir beispielsweise das Spielkmit 3, a = 110 undb = 100. Dieses Spiel kann
man als eine Markov-Kette mit 6 Zustanden betrachten:

1
Q#@ gewinnt Alice
1
OC%/
G

% gewinnt Bob

Wie grof3 sind die Chanzen, dass Alice gewinnt? Dazu betacwir fur alle Zustande die
Wahrscheinlichkeip;, ausgehend aus dem Zustarid den Zustand 5 zu gelangen. Gesucht ist
alsop;. Durch Zerlegung der Wahrscheinlichkeiten nach dem eiSgeang aus heraus kénnen

siEjgentlich haben wir Markov-Ketten — die Entscheidungsbhéu- bereits (schweigend) eingefuhrt und benutzt. Das
sind die einfachsten Markov-Ketten: Das system starteeim &Vurzel des Baums, wahlt zufallig einen Nachbarn, lauft
zu diesem Nachbarn, dann wieder wahlt zufallig einen Nachbad lauft zu ihm, usw. bis ein Blatt erreicht ist. D.h. das
System bewegt sich nur in einer Richtung, Zyklen sind niclaiubt. In allgemeinen Makrov-Ketten, die wir jetzt betnsen,
kann das System sich in beiden Richtungen bewegen.

32Das Phanomen selbst ist noch Uberraschender: Falls Bol$seigb zuerstauswéhlen und Alice zeigen muss, dann
kann Aliceimmereinen Stringa finden, so dass sie ngrolRererWahrscheinlichkeit gewinnen wird! Dieses Phanomen ist
unter dem Namen “best bets for simpletons” bekannt. Mehu #amn man z.B. in meinem Buch (Abschnitt 24.4) finden.
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wir das folgende Gleichungssystem aufstellen:

pr = P2
- 1.1
pp = 1
_ 1
p4—4.

Durch Auflésen folgtp; = 5/8. Damit sind Alice’s Gewinnchanzen uni®B> 4/3 grol3er als die
von Bob.

Irrfahrten mit absorbierenden Zustanden

In einem Teich befinden sicN + 1 Steine 01,...,N. Ein Frosch sitzt anfanglich auf irgendeinem
Steinn # 0. Der Stein 0 ist fur den Frosch gefahrlich — da steht eincBtoder sofort den Frosch
fangt, wenn er auf diesen Stein springt.

p p p p p p

P Y SN Y TN
@ 1> il S e - CED
N N T N4 ~__—
1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p

Der Frosch beginnt von Stemmit Wahrscheinlichkeip nach rechts und mit mit Wahrscheinlichkeit
g = 1 - p nach links springen. Wenn er den St@&rerreicht hat, bleibt er da fur immer (das ist sein
Zuhause, da ist er sicher). Uns interessiert die Wahrslittgeit

w = Pr{Frosch Uberleht,

dass der Frosch den (sicheren) Stdierreicht.

Beachte, dass die Situation aquivalent zu dem Casino-Bpielas wir im Abschnitt 3.10 betrachtet
haben (Gambler's Ruin). Ein Spieler namens Theo Retikentiin einem Casino an einem Spiel
mit Gewinnwahrscheinlichkeit & p < 1/2 teil. Zum Beispiel wirft man eine (nicht unbedingt faire)
Minze, dessen Seiten mit rot und blau gefarbt sind, und witrgeen, falls rot kommt.

Wir nehmen an, dass Theo in jeder Spielrunde nérdinsetzen kann. Geht die Runde zu Theos
Gunsten aus, erhalt er den Einsatz zurlick und zusatzlickettesn Betrag aus der Bank (Gewinn
= 1€). Endet die Runde ungunstig, verfallt der Einsatz (Gewinnl<€). Theo Retiker kommt ins
Casino mitn Euro (Anfangskaptal) und sein Ziel ist am EndeEuro in der Tasche haben, d.h. er will
N — n Euro gewinnen (dann will er aufhéren); in diesem Fall sagandass Theo gewinnt. Er spielt
bis erm = N — n Euro gewinnt oder bis er alle seine mitgenommené&turo verliert.
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NAM [

Elementarereignis:

AN L . SWeVGEWY
\/\/ \\

Zeit

Beachte, dass Theo und Frosch denselben Prozess modelieesnwill N Euro am Ende haben und
der Frosch will den SteiiN (sein Haus) erreichen; Theo ist bankrot, wenn er nichts ineter Tasche
hat, und der Frosch ist jedenfalls “bankrot”, wenn er dernSdgmit dem Storch) erreicht. Deshalb
gilt

w = Pr{Theo gewinn} .
Wir haben bereits bewiesen (siehe Satz 3.87), dags#it/2 die Gewinnchanzen fir Theo (oder die

Uberlebenschancen fiir den Frosch) immerhin
n
w = N
betragen. So sind z.B. fifty-fifty Chance, dass Theo sein Aggkapital verdoppeln kann.

Wir haben aber auch gezeigt, dass sich die Situation drachaterandert, wenp < 1/2 ist, d.h. wenn
man in einem amerikanischem Casino spielt oder wenn dethFrat grof3ere Wahrscheinlichkeit
nach links (nahe zum Storch) als nach rechts springt. Ddtné&imlich

w< e WN-n)

D.h. sind dann z.B. Theos Chanzen,&@u gewinnen, Kleiner als 2% auch wenn er eine Million
Euro mit sich mitnimmt; dann wird er alles mit Wahrscheihkeit 1— 219 verlieren!
Nun wollen wir wissen, wieviele Spielrunden Theo erwartanrk bis er gewinnt oder alles verliert.
Sei
-
G

die Anzahl der Spielrunden, bis das Spiel zu Ende ist

das Geld, das Bob am Ende gewinnt oder verliert.
Da Theo mit Wahrscheinlichkeit gewinnt und mit Wahrscheinlichkeit-1w verliert, ist
E[Gl=(N-n)-w—n-(1-w)=Nw-n.

Wir wollen aber die erwartete Spieldauer| pestimmen. Dazu beachten wir, d&&s X1 +. ..+ X7,
wobei X; das in deii-ten Spielrunde gewonneneX) oder verlorene«{1) Kapital ist. Die Zufallsva-
riablen Xy, ..., Xy sind unabhangige Kopien einer Zufallsvariabledie das gewonnene Kapital in
einer Spielrunde angibt. Da K[ = (+1) - p+ (-1) - (1 - p) = 2p - 1, liegt es nahe, das Wald’s
Theorem anzuwenden, was uns die Gleichheit

E[G] = (2p-1)E[T] (4.16)
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liefern wirde; dann ware die gesuchte erwartete Spielda{ief = E[G] /(2p - 1).

Die Sache hat aber einen Haken: Die Zufallsvariablet nicht positiv — ihr Wertebereich it 1, +1}.
Deshalb kdnnen wir nicht das Wald’s Theorem direkt anwenttesolchen Fallen wendet man einen
einfachen Trick: Verschiebe die Zufallsvariablen nacthtgcum nich-negative Zufallsvariablen zu
bekommen. In unserem Fall kdnnen wir anskatiie Zufallsvariabley := X + 1 betrachten. Dann ist
E[Y] = E[X] + 1 = 2p. DaY nicht-negativ ist, kbnnen wir die einfachste Form des Véaldieorems

anwenden und erhalten ;
E [Z Yl-] = 2pE([T]

i=1
Andererseits, gilt

T T T T
ZY,-] = E Zx,-+21] =E ZX,-+T
i=1 i=1 i=1 i=1

Somit haben wir die Gleichhung B] + E [T] = 2pE [T] bewiesen, woraus (4.16) unmittelbar folgt.
Damit haben wir bewiesen, dass fiik 1/2

E =E

T
in] +E[T] = E[G] + E[T]
i=1

N - Pr{Theo gewinn}

E [Anzahl der Spielrundgn= 51

gilt. Was passiert aber, wenn das Spiel fair ist, d.h. wpna 1/2 ist? Wie lange kann dann Theo
spielen? Dieser Fall ist komplizierter und wir nur erwaheine Bewei®) was dabei rauskommt:

E [Anzahl der Spielrunden= n(N - n).

Irrfahrten mit reflektierenden Zustanden

Wir betrachten wiederum die Springerei vom Frosch in ein@mimitN Steinen 01,..., N, wobei
wiederum der Stein 0 gefahrlich ist — da ist der Storch. Deelthied nun ist, dass neben dem letzten
Stein N ein Baum steht, so dass der Frosch am diesem Stein “reftéktied. D.h. erreicht er den
Stein N, so springt er im nachsten Sprung mit Sicherheit zurlick anf@nzigen Nachbarh — 1.
Einfachheitshalber, nehmen wir nun auch an, dass 1/2 gilt: Befindet er sich zu irgend einem
Zeitpunkt auf einem Stein, der einen linken und einen rechtachbarstein hat, so springt er jeweils
mit Wahrscheinlichkeit A2 auf einen der beiden.

1/2 12 172 112 1/2 12
N T T S S ~_—
12 112 1/2 1/2 1/2 1/2 1

Der Frosch sitzt anfanglich auf irgendeinem Stein

Frage: Wie lange wird der Frosch springen, bis er gefressen wird2 @ach wievielen Spriingen
wird der Frosch erwartungsgemaf zum ersten mal Stein @lkergiwenn er am Stemstartet? Uns
interessiert also

X, = E [Anhahl der Sprunge, wenn am Steimgestartef.

33Der Beweis ist ahnlich wie der von der Gleichung (4.17): Hshtein diesem Beweis die Ranbedingug r&it =
N,—1 + 1 undE, = 0 ersetzen.
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Wir wollen zeigen, dass
X, =N- (2N —n) (4.17)

furallei = 1,...,ngilt. Damit ist4 zum Beispielx; = 2N — 1 bzw. Xy = NES
Beweis. Es gelten die folgende 3 Aussagen:

Xo=0, Xy =Xy_1+1
sowie

1 1
xn=l+§.xn_1+§-xn+1 firn=1,...,N - 1.

Die ersten beiden Aussagen sind klar, die dritte gilt, weillErosch in Position ¥ n < N - 1 einen
Sprung macht und dann mit Wahrscheinlichkei2 in Positionn — 1 bzw.n + 1 ist.35 Wenn wir in der
dritten Gleichung auf beiden Seit(%n X, subtrahieren, dann durch 2 multiplizieren und umstellen,
erhalten wir die Aussage

Xp = Xpne1 = Xpa1 = X, +2 fUrn=1,...,N-1.

Diese Gleichungen kdnnen wir anders hinschreiben. WendieiDifferenzen
D, ==X, — X1

furn=1,...,N betrachten, dann if0xy = Xy — Xy-1 = 1 und:
D, =Dp41+2

DamitistDy =1,Dny-1=3,Dny_2=5,Dy_3=7,....,.Dn_, =2n+1,...D1 = 2N - 1 oder in einer
“normalen” Reihenfolge

D,=1+2(N-n)furallen=12,...,N

Wie bekommen wir aus deld,,-Werten die uns eigentlich interessierendgrWerte? Dazu boebach-
ten wir:

Di+Do+...4D, = (X1 —X0) + (X2 — X1) + ...+ (X — Xp—1) = Xp — Xo = Xy,

Also ist

X = Y Dp=)» (1+2(N-Kk))=2N-n+n-2-) k
k=1 k=1 k=1
= 2N-n+n—2%:n-(2N—n).

O

34Mit diesem Modell kann man einen randomisierten Algoritlsnantwerfen, der die sogenannte 2-SAT Problem in
quadratischer Zeit Iost.

35Strenggenommen missten wir zunachst zeigen, dass dietingswete endlich sind, damit wir solche Gleichungen
schreiben kénnen, aber wir wollen uns diese kleine mathisatat Nachlassigkeit génnen.
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Irrfahrten in 79

" A drunk man will find his way home, but a drunk bird may get losviier
- Shizuo Kakutani

Zuerst betrachten wir den fal = 1. In einem Teich befinden sich Steine ,-2,-1,0,1,2,... in
einer Reihe. Ein Frosch sitzt anfanglich auf Stein 0. Dargirtve: er mit gleicher Wahrscheinlichkeit
1/2 entweder nach rechts oder nach links springen.

1/2 1/2 1/2 1/2
/\ 7N /\
\/< \/< ‘\/ S

1/2 1/2

Frage 1: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der Frosch nacltprungen vom Anfangsstein 0 um
mindestens Steine entfernt sein?

Wenn wir die Spriinge durchl (nach rechts) und1 (nach links) bezeichnen, dann besteht unser
Wahrscheinlichkeitsraum aus allen Worter der Langder dem Alphabet-1,+1}, und jedes Wort
dieselbe Wahrscheinlichkeit/2" hat. Sei nunX der Stein, auf dem sich der Frosch nac8pringen
befindet. Dann ist

X=X+ Xo+...+ X,
wobei

X = +1 falls der Frosch ini-ten Schritt nach rechts springt
"7 1 -1 sonst

DaE[X] = (-1)- 3 +1-3 = 0furallei, git E[X] = Y1, E[X;] = 0. Also ist dieerwartete
Entfernung nach beliebig viel Springen gleich Null. Abes dagt uns nicht die ganze Wahrheit: Es
ist doch klar, dass zum Beispiel nach einem Sprung wird desdfrum 1 von Null entfernt sein. Das
ist noch ein Beispiel dafur, dass der Erwartungswert alleis Uberhaupt nichts sagt. Wir missen die
Abweichungswahrscheinlichkeit von diesem Wert bestimmen

Die Entfernung vom Stein 0 ist durch Zufallsvarialpy] gegeben. Wir wollen also die Wahrschein-
lichkeit dafuir, das$X| gréf3er als eine gegebene Zadt, bestimmen. Tschebyschew’s Ungleichung
gibt uns

Var [X]
t2

Pr{IX| >t} = P{IX - E[X]| > t} <
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wobei

2 — E[X]? (Definition von Var [X])

X7
X?] (da E[X] = 0)
(2%)]

x3+Zxx]

i#]

Var[X] = E
E

Il
M

I
m

|
|
|
|

i

ITI

n
= Z Z E|X; X (Linearitat des Erwartungswertes)
i=1 i£]

ST

= Y1430 (X2=1und E[X;X;] = EX]E[X,] = 0)
i=1 i#]
= n.

Also gilt fir jedesa > 0
1

(a ﬂz “a?

Zum Beispiel, wenn der Frosah= 1P (eine Million!) Sprunge macht, dann wird er nur mit Wahr-
scheinlichkeit< 0,01 um mehr als 1000 Steine von uspringlichem Stein 0 entfernt s&in.

Pr{|X| > a Vi} <

Frage 2: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der Forsch zurtick zuspriinglichen Stein 0 kom-
men?

Waéhrend seiner Sprungerei wird der Forsch gelegentlichudgmiingsstein 0 besuchen; wir bezeich-
nen das als “Hausbesuch”.

Behauptung 4.96. Sei p die Wahrscheinlichkeit, dass der Frosch sein Haigbht mehr wieder be-
sucht. Istp > 0, so ist dieerwarteteAnzahl der Hausbesuche gleicjpl

Beweis.Jedes Mal wenn der Frosch sein Haus (Stein 0) verlasst, wirit &/ahrscheinlichkeip nie
mehr zurick kommen, und mit Wahrscheinlichke# gwird er doch zurtick kommen. Falls er zurtick
kommt, dann ist er wieder in dieselben Situation. Wir kdnakso den Prozess als eine geometrische
Verteilung mit der Erfolgswahrscheinlichkegatbetrachten?” und wie wir bereits wissen, ist dann die
erwartete Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg glefgh 1 ]

SeiY, die Anzahl der Hausbesuche in der erstarbghritten.

Behauptung 4.97.
E[Y.] =@(vVn)

36\Wir nehmen alse = 10.
37“Erfolg” hier ist “nie mehr zurlick’. Misserfolg ist also etdausbesuch.
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Beweis.Sei A, das Ereignis, dass der Frosch zum Zeitpurtk(dzh. nachgenau2t Spriinge) sein
Haus besucht, und s, die Indikatorvariable fu,. Dann gilt:Y,, = X; + Xo + ... + X,,. Nach der
linearitat des Erwartungswertes qilt:

Zqﬁﬁwﬁﬁw.
=1 =1 =1

Furjedeg = 1,...,nbesteht unser Wahrscheinlichkeitsraum aus allen endli?fatera = (as,...,a,,)
Uber dem Alphabet-1,+1}; eine+1 bzw. -1 in i-ter Position bedeutet, dass der Froschiitan
Schritt nach rechts bzw. nach links springt. Das Ereignibesteht aus allen Worter= (ay,...,a,,)
der Langem = 2t mit der Eigenschaft, dass die Summane+ ao + . .. + a,, gleich 0 ist. Oder anders
gesagtA, enthélt alle Worter der Langéd £nit genaut Buchstabent+1. Deshalb ist die Wahrschein-
lichkeit Pr{A,} nach der Stirling-Formé&l asymptotisch gleich:
%) 1
Pr{A} = o~ \/ﬁ

E[Yn] =E

Somit haben wir
"1 1 -1
E ]~ _ = — — =0 n).
W];m.ﬁ;ﬁ(ﬂ
Die letzte Abschatzung kann man mit Integral-Kriteriunmelg@ Satz 3.11) zeigen. Sk{x) = 1/ VX
undF(x) = 2/x. Da
F/(x) =2 %x%‘l = 1/ VX = f(x)

gilt, ist F(x) eine Stammfunktion fuf (x). Da f (X) monoton fallend (mit wachsendenr) ist, liefert
uns das Integral-Kriterium die Abschatzung:

2\/n+1—2=F(n+1)—F(1)<Zn:% <F(n)-F(0)=2vn
t=1
O

Da EY,] = ©(+/n), strebt mitn — o die erwarete Anzah®(+/n) der Hausbesuche gegen Unend-
lich. Die Behauptung 4.96 sagt uns, dass in diesemg-all0 gelten muss. D.h. in diesem Fall wird
der Frosch mit Wahrscheinlichkeit 1 sein Haus irgenwanrealbhen.

Was passier aber, wenn wir die Steine nicht in eine Lidipgondern als ein GittetZf) anordnen?
Einfachheithalber nehmen wir an, dass dann der Froschrsjeldém Schritt entlang der beiden Ach-
sen - und y-Achse) bewegen kann. In anderen Worten kann man die Situatit zwei Froschen
vorstellen, die sich unabhangig von eineander entlang-deahse undy-Achse springen. Ein Haus-
besuch kommt nur dann zustande, wdraide Frosche sich im Punkt (0) treffen. In diesem Fall
ist

E[X/] = Pr{A/} = ©(1/ V1) - ©(1/ V1) = ©(1/t)

und somif®

EY,] = zn: E[X,]=0(1/1+1/2+...+1/n) = O(logn).
t=1

*(,72) ~ 2 Vo

3Harmonische Reihe
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Da der Erwartungswert E}] = ©(log n) gegeno strebt, werden auch in diesem Fall die Frosche mit
Wahrscheinlichkeit 1 sein Haus wieder besuchen.

Fazit: Ein betrunkener Frosch wird auf jedem Fall ein Wedhrtdause finden! Wie ist aber mit einem
betrunkenen Vogel?

Der Vogel bewegt sich iZ2. In diesem Fall haben wir
E[X] = Pr{A} = 0((1/ Vt)®) = ©(1/t*?).

Es ist aber bekannt (siehe Lem™d, dass die Reih® ;2 t=%/2 konvergiert. Also gibt es eine Zahl
L, so dass limE[Y,] < L. Laut der Behauptung 4.96 ist dann eime= 1/L > 0 Chance, dass der

Fogelnie mehrnach Hause kommt!

4.16 Statistisches Schatzen: Die Maximum-Likelihood-Mdtode *

Ein Fischteichbesitzer mdchte seinen Fischbestdrsthatzen. Er markiert dazu einige Fische. In
einem spéateren Fang findet er dann markierte wie unmarkigstene. Der Teichbesitzer Uberlegt:

Der Anteil der markierten Fische im Fang wird vermutlich ®ferhaltnisse im Teich widerspiegeln.

Ist also

Anzahl der markierten Fische
Anzahl der Fische im Fang
Anzahl der markierten Fische im Fang

_‘
Il

X
Il

so ist zu erwarten, dasgN und x/n einen &hnlichen Wert haben. Dies maattt)(x zu einem plau-
siblen Schéatzer fuN.

Zu demselben Resultat fuhrt ein allgemeines statistisBhiezip — bekannt alMaximum-Likehood-
Prinzip— das besagt:

Wahle als Schatzer voN diejenige ganze ZahN, fur die das beobachtete Ereignis maximale
Wahrscheinlichkeit bekommt.

Um das Prinzip in unserem Fall anzuwenden, machen wir dieaAame, dass die Anzald der mar-
kierten Fische in dem Fang eine hypergeometrisch vertéiifallsvariable ist (siehe “Ergdnzungen”).

Gesucht ist dasjenigd, das
ry/N-r N
=00= () (225)/(5)

(die Statistiker sprechen von deikehoodfunktiopmaximiert. Da

a a-1 _(a)b‘ b! o a .a—l‘a—z‘ a-b+1 a
b b /) b (a-1), a-1 b-2 b-3 '~ a-b a-b

eine einfache Rechnung ergibt

Ly(N-1) NZ—-Nr-Nn+NXx
Ly(N) ~ N2—-Nr-Nn+nr’
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Daher giltL, (N-1) < L, (N) genau dann, wenN x < nr. Die LikehoodfunktionL , (N) wachst also
fur kleine Werte und fallt fir groRe Werte vax. Der Wechsel findet bair/x statt. Als Maximum-
Likehood-Schatzer voi erhalten wir
N= |2
X

Die allgemeine Situation ist folgende. S¢€i. Q — Seine Zufallsvariable mit einer endlichen Menge
S(mit endlichem WertebereicB), und die Verteilung voiX beinhalte einen unbekannten (mdglicher-
weise mehrdimensionalen) Paramedgderen Werte in einer uns bekannten Mergleegen4° D.h.
wir haben die Wahrscheinlichkeiten

Pr, {X = x} firallex e Sund allea € A

Lesen wir diese Wahrscheinlichkeiten als Funktiomen a € A fir ein festes xe S (das als beob-
achteter Wert der Zufallsvariabletinterpretiert wird), dann haben wir digkelihood-Funktion(zur
Beobachtung), d,h,

L,(a) =Pr,{X=x} furalleae A

In der Likelihood-Methode will man einen Weate™ A finden, der die Funktioh . (a) maximiert,
L,(d) = maxL,(a).
aceA

Intuitiv ist die Methode ganz verniinftig: Wir probieren eimsolchen Wera @ies (unbekannten) Para-
metersa zu finden, der mit grof3ter Whrscheinlichkeit den beobaeht&tertx der Zufallsvariablen
X erzeugt hat.

Man kann die allgemeine Situation anschaulich als eineikatr mit m = |A| Zeilen undn = |§|
Spalten vorstellen: In Zeile za € A und Spalte zx € S steht die Wahrscheinlichkeit PtX = x}.

Ist der beobachtete Wextder ZufallsvariableX vorhanden, so sucht man den gré3ten Wert in der
Spalte zux.

> Beispiel 4.98 4 Ein Spieler spielt mit einer fairen Miinze oder mit einer pudgrten Minze. Bei
der praparierten Minze ist die Wahrscheinlichke#®fur den Ausgang ,Wappen®. Schlief3lich
sei bekannt, dass der Spieler zu Anfang die faire Miinze mhr®éheinlichkeit & wahlt und
die benutzte Miinze nicht mehr wechselt.

Wie kann man von dem Spielverlauf auf die benutzten Minzeickschlielen? Wir nehmen an,
dass der Spieler seine Munaght wechseltWir haben also einen (uns unbekanten) Parameter
a, der in der MengeA = {fair, praparier} liegt. Ein Spiel ist eine ReihenfolgeX(,. .., X,) von
Bernoulli-Experimenten, wobei fur alle= 1,. . .,nentweder P{X; = 1} = 1/2 (falls der Spieler

mit einer fairen Minze spielt) oder PX; = 1} = 3/4 (falls der Spieler mit einer préparierten
Minze spielt) gilt. Dementsprechend ist die Zufallsvdgal = X; + X, + ... + X,, entweder
binomial B(n, 1/2)-verteilt oder binomiaB(n, 3/4)-verteilt. Damit sind uns die Wahrscheinlich-
keiten Pp {X = x} fur allex € S= {0,1,...,n} unda € A = {fair, praparier bekannt. Wenn

wir n Minzwtrfe mit dem Resultat € S(x-maligem Auftreten des Wappens) beobachten, dann

erhalten wir
. . n\ /1\" 1 /n
Pr{X = x| faire Minzeg = <x> <§> = o <x>

40Zum Beispiel kanmA eine Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen sein.
4Siehe auch Beispiel 4.68.
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und N

. . n * /n

Pr{X = x| unfaire Miinzg = <x> <Z> (Z) = (x)

Damit ist

Lo(a) = — <n> falls a = fair

2 \ X
und
L.(a) = s <n> falls a = prépariert
4n \ X
Da .
2i”>i_" = 2">3 = x<@,

wahlen wir “der Spieler hat wahrscheinlich die faire Muneabtzt” fallsx < n/(log, 3), da dann
L, (fair) > L.(prapariert); und wahlen “der Spieler hat wahrscheinlitd gréapariert Miinze
benutzt”, fallsx > n/(log, 3).

> Beispiel 4.99 Ein Spieler spielt mit einer moglichst praparierten Min2eia > 0 die (uns unbe-
kannte) Wahrscheinlichkeit fir den Ausgang 'Wappen’. $eademX die Anzahl der Wirfe,
bis ein Wappen kommt. Wir bitten den Spieler die Minze melsa werfen, bis ein Wappen
kommt. Er macht das, und seridie Anzahl Wurfe mit dem Ausgang 'Kopf'. Die Likelihood-
Funktion (zur Beobachtung) ist

L.(d) =Pr,{X=x}=a(l-a)" furalleae A= (0,1]

Wir miussen also den Maximum vary, (a) Uber allea € (0, 1] bestimmen. Dazu leiten wir diese
Funktion nacha ab:

Ly(@d)=(1-a)*—ax(l-a)*t=(1-a)[1-a(x+1)]

DannistL,(a)’ = 0 genau dann, wena = 1 ordera = x—il gilt. WegenL,(1) = 0 < L, (-2

x+1

(falls*2 x > 1) kanna = 1 als globale Maximalstelle ausgeschlossen werden. Anfgvon
a< —— l1-a(x+1)>0
< v = ( ) >

hatL,(a)’ im Punktd := ﬁ einen Vorzeichenwechsel von Minus nach Plus, arist globale
Maximalstelle vorL .

Wenn die ZufallsvariableiX,. . ., X,, als stochastisch unabhéngig vorausgesetzt werden (wiallm F
eines Zufallsexperiments, das augnabhangigen Einzelnexperimenten besteht), dann halsen wi

Pry (X1 = X1, ... X = X} = [[ Pra (X = x:}
i=1
und die Likelihood-Funktion (zu gegebengnr= (X1,...,X,)) ist gleich

Le(a) = [ Pra (X = x:} .

i=1

4“2\Wennx = 0 (Wappen ist nach dem ersten Wurf erschienen), daarl = ﬁ auch die globale Maximalstelle vdr,
ist.
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Um das Maximierungproblem zu vereinfachen, betrachtet stati L (a) die Funktion (dieLog-
Likelihood-Funktioh

f(a) =InL(a)
(wenn im Voraus bekannt ist, dass der Ha(n) = 0 nicht auftritt). Die Log-Likelihood-Funktion

hat oftmals eine einfachere Gestalt als die Likelihoodi&on, z.B. werden Produkte zu Summen,
allerdings um den Preis, dass jetzt Logarithmen auftreten.

4.17 Die probabilistische Methodé

Bis jetzt haben wir die Stochastik als eine Theorie beteicldie uns manche “reellen” Modelle mit
Zufall analysieren lasst. Es gibt aber auch eine andere 8eitStochastik: Man kann mit ihrer Hilfe
Aussagen auch in Situationen, wo Zufall keine Rolle spigdffen!

Die Hauptidee der sogenanntprobabilistischen Methodest folgende: Will man die€Existenzeines
Objekts mit bestimmten Eigenschaften zeigen, so definiart ginen entsprechenden Wahrschein-
lichkeitsraum und zeigt, dass ein zuféllig gewéahltes Eleimmit positiver Wahrscheinlichkeitlie
gewilnschte Eigenschaft hat.

Ein Prototyp dieser (sehr machtigen) Methode ist das falgéMittel-Argument”:

Sindx,...,X, € R und die Ungleichung

X1+ e+ Xy

> 4.18
- a (4.18)

gilt, so muss es mindestens gimit
Xj > a (4.19)

geben.

Die Nutzlichkeit dieses Argument liegt in der Tatsache sdas oft viel leichter ist, die Ungleichung
(4.18) zu beweisen, als ek, fiir das die Ungleichung (4.19) gilt, zu finden.

Wir demonstrieren die probabilistische Methode auf eirr [Beaspielen 43

SeiG = (V,E) ein ungerichteter Graph urSiC V eine Menge seiner Knoten. Dann &eineClique,
falls je zwei Knoternu # v € Smit einer Kante au& verbunden sind. Sinkeinezwei Knoten inS
mit einer Kante aug& verbunden, so hei@ unabhangige Menge

Gibt es Graphen mit nur sehr kleinen Cliquen wie auch mit etr &leinen unabhangigen Mengen?
Solche Graphen nennt m&amsey-Graphen

Satz 4.100. (Erdds 1947) Es gibt Graphen mit Knoten, die weder Cliquen noch unabhéngige Men-
gen der Grof3e 2 log besitzen.

Beweis.Um die Existenz solchen (sehr merkwirdigen!) Graphen zuelsam, betrachten wir Zu-
fallsgraphen tber der Knotenmenge= {1,...,n}: Wir werfen fir jede potentielle Kantgi, v} eine
faire Miinze und setzen die Kante ein, wenn das Ergebnis “@&f&8gpt.

43Mehr (zum Teil Gberraschenden) Anwendungen kann man in dech Bhe Probabilistic Methodron Noga Alon und
Joel Spencer finden.
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Abbildung 4.6: Eine Cliqu&s, der GroRe 4 und eine unabhangige Mefgeer GrolRe 4

Wir fixieren eine Knotenmeng8 C V der Grof3ek und seiAg das Ereignis Sist eine Clique oder
eine unabhangige Menge”. Es ist

Pr{Ag} =2- 2‘(’5),

denn entweder isB eine Clique und allg’) Kanten sind vorhanden od& st eine unabhangige
Menge und keine def’;) Kanten ist vorhanden. Wir sind vor Allem an der Wahrschehieit py

interessiert, dass ein Zufallsgra@eine Clique der Gréf3k oder eine unabhéangige Menge der Grol3e
k besitzt. Da wir nur(};) k-elementigen Menge8 ¢ V haben, gilt:

n (K nk 2.2k/2

Wir setzenk = 2 - log, n und erhaltem* = 2k°/2 Da andererseits 22€/2 < k! fur k > 4, folgt
somitp, < 1 fir k > 4: Es gibt somit Graphen, die nur Cliquen oder unabh&ngigageie der
Grol3e hochstens 2lga — 1 besitzen. Wir haben somit die Existenz eines Objekts duéitien
nachgewiesen. ]

Bis heute sind keinexpliziten Graph-Konstruktionelbpekannt, die vergleichbare Ergebnisse liefern!
Andererseits, liefert uns Satz 4.100 keirexplizietenRamsey-Graphen — er zeigt lediglich nur die
Existenssolchen Graphen. Bis heute ist es nur gelungen, expliziesl@n zu konstruieren, die
weder Cliquen noch unabhangige Mengen der Gr{Beesitzen.

Als unser nachstes Beispiel betrachten wir den klassis&a¢n von Turan. Ein GremiuM besteht
ausn Personen. Das Problem ist, dass manche von ihnen einarkistean. Um die Entscheidung
nicht durch Bekannschaften beeinflissen, will man eine itlitgjrof3e Teilmeng& C V der Perso-
nen zu finden, so dass keine zwei Personersaish kennen.

Dieses Problem kann man mit Hilfe von Graphen darstellem.haben einen ungerichteten Graph
G = (V,E), wobei Kanten den Bekantschaften entsprechen. Man wi eidglicht grof3e unbhéngige
MengeS c V finden.

Das berihmte Satz von Turdn sagt, dageder Graph mitn Knoten und|E| < nk/2 Kanten ei-
ne unabhangige Mengeder Grol3elS| > n/(k + 1) enthalten muss. Der Beweis ist nicht trivial.
Andererseits, man kann “fast” dasselbe Resultat mit Héfie£lfall sehr leicht beweisen.

Satz 4.101.Jeder Grapl& = (V, E) mit [V| = n Knoten und E| < nk/2 Kanten muss eine unabhén-
gige MengeS der GroRRdS| > n/2k enthalten

44Dieser Satz hat die ganExtremale Graphentheoriaitiert.
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Beweis.Um die MengeS zu finden, konstruieren wir zuerst einefalligeMengeU C V: Wir nehmen
eine Minze, fur die das Ergebnis Wappen mit Wahrscheingithkkommt (p ist ein Parameter, den
wir spater bestimmen wollen). Wir werfen dann fir jeden pbédlen Knoten € V eine faire Miinze
und nehmen diesen Knotéimm U, wenn das Ergebnis Wappen ist.

Fur jeden Knotem € V sei X; die Indikatorvariable fir das Ereignis € U” (i ist gewahlt). Fir jede
Kantee = {i, |} € E seiY, die Indikatorvariable fur das Ereignis € U undj € U” (beide Endknoten
von e sind gewahlt). Die Summ¥ := >, X; ist dann die AnzahJU| der gewahlten Knoten und
Y = Y . Ye ist die Anzahl der Kanten, die in die Mendgé gewahlten Knoten verbinden. Da
fir jeden Knoten € V qilt: E[X;] = Pr{i e U} = p, und fir jede Kantee = {i,j} gilt: E[Y,] =
Pr{i e Uundj € U} = p?, haben wir (nach der linearitit des Erwartungswertes)

E[X]=) E[X]=p-IVI=pn

iev
und

ENV] =) E]=EIp’< %‘pz.

ecE
Die linearitat des Erwartungswertes liefert uns wieder:

E[X-Y] > np- %(pz.

Um diesen Ausdruck zu maximieren, wahlen wie 1/k, und erhalten

n n n
E[X-Y] >E_ﬂ_ﬂ'
Also muss es mindestens eine Auswahl der Medge V geben, fur dieX — Y > n/2k gilt. Dies
bedeutet, dass die Mengeum mindestens/2k mehrKnoten als Kanten enthalt. Wir kdnnen also
diese Kanten vernichten indem wir aus jeder solchen KaneneEndknoten einfach aus der Menge
U enfernen. Die verbleibende Men§ec U wird immer noch|S| > n/2k Knoten enthalten. Da wir
alle Kanten au§) enfernt haben, ist die Mendgauch unabhangig. ]

Ein bipartiter Graphc = (L U R E) heil3t ein (, @, c)-Expandey wenn|L| = |R| = nund fluralle
ScLmit|§ <a-|Llgilt|T'(S] > c-|T, wobeil'(S) die Menge der mis benachbarten Knoten
ist. Ein solcher Graph ist linkd-regular, falls jeder Knoteru € L den Gradd besitzt.

Es istklar, dass es keinehreguléren K, a, ¢)-Expander mit > d geben kann, da danh(S)| < d|§
fur jedeTeilmengeS gilt. Andererseits, braucht man in vielen Anwendungen (famado Codes)-
regulare §, a,c)-Expandern mit einem Expansionsgrad: (1 — €)d fir ein kleinese > 0. Mit der
probabilistischen Methode kann man zeigen, dass solchgh@neauch tatsachlich existieren.

Satz 4.102.Fiir jedesd > 3 gibt es linksd-regulére 6,a,d — 2)-Expandern mitr = Q(1/d%).

Beweis.Sei G = (L U R E) ein durch folgenden Prozess zufallig erzeugter bipartBeaph mit
IL] = |R|] = n: Zu jedem Knoteru € L wird zufallig gleichverteiltd Nachbarn voru je mit Wahr-
scheinlichkeit In gewabhilt.

Firk < ansei
pr = Pr{aSc L mit |§ = kund|T'(S)| < (d - 2)k}.
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Um den Satz zu beweisen, reicht es zu zeigen, Y85 pr < 1 gilt.

Fixiere eine beliebige Teilmendg C L mit |S| = k. Wir stellen uns vor, dass die Knoten $seine
Nachbarn einnacheinander wahlen. Die KnoterSikonnen hdchstendk verschiedene Nachbarn
wéhlen. Deshalb folgt aug’(S)| < (d — 2)k, dass mindestenskZnoten ausS einen bereits von
anderen Knoten ir§ gewahlten Nachbarn wahlen missen. Wir nennen solche Nacpbaular.
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Knotene S einen bereits von anderen Knoten d&gewahlten
Nachbarn fir sich aussucht, ist héchsténs

#{bereits gewéhlten Nachbarn< %
n S on’

Deshalb gilt

N ) dk) /dk\*
Pr{es gibt mindestensk?populare Nachbarh< a) )

Warum? Da es hocster{§, ) Moglichkeiten gibt, die ® Knoten (aus héchstergk von der Knoten
ausSwéhlbaren Nachbarn) als “Kandidaten” fiir populéare Nachlzarmarkieren, unddk/n)% die
obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dass alle ddskKandidaten auch tatsachlich populéar
sein werden, ist. Da wif} ) Mdglichkeiten fiir die Teilmeng& haben, folgt daraus:

WG ()
5 (%) ()
(%)

mit ¢ = €3/4. Fira = 1/(cd*) undk < an haben wir also, dass stets < 47% gilt. Deshalb gilt

N

Px

N

Pr{Gistkein (n,a,d - 2)-Expande} < Z P < Z4‘k < Z4‘k -1
=1 =1 k=0

_ n+l
1- (14t _4

1-(1/4) \5_1<1/3‘

O

45Diese Abschéatzung ist sehr grob, aber sie reicht uns volksnUm eine exaktere Abschatzung zu bekommen, konnte
man eine ahnliche Analyze wie in Abschnitt 4.12 durchziehen
46Hier benutzen wir die Abschatzungen (siehe Lemma 1.43):

@< () <)
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4.18 Aufgaben

4.1. Gegeben sind zwei Ereignisgeund B mit Pr{A} = 0,7, Pr{B} = 0,6 und P{An B} = 0,5. Berechne:

(@) Pr{Au B} (b) Pr{A} (c) Pr{B}
(d) Pr{AuB} (e) Pr{ANnB} (f Pr{AnB}
(@) Pr{AnB} (h) Pr{(AnB)U (AnB)}

4.2. Ein Prufer hat 18 Standardfragen, von denen er in jeder RgiBuzuféllig auswahlt, wobei jede Auwabhl
die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzt. Ein Student katiatAntwort von genau 10 Fragen. Wie grol} ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass er die Prifung besteht, wenn 2u daindestens drei Fragen richtig beantworten
muss?

4.3. Von zehn Zahlen sind funf positiv und finf negativ. Zwei Zahiwerden zuféllig ohne Zurticklegen
gezogen und multipliziert. Ist es gunstiger, auf ein pesgioder ein negatives Produkt zu setzen?

4.4. Peter schlagt Paul ein Spielchen vor: “Du darfst 3 Wurfelferr Tretten dabei Sechser auf, so hast du
gewonnen. Wenn keine Sechser vorkommen, habe ich gewdiien.lberlegt rasch, dass fur jeden Wirfel
die Wahrscheinlichkeit /b6 betragt. Die Wahrscheinlichkeit, dass der erste oderweite oder der dritte eine
Sechs aufveisen ist also/@) + (1/6) + (1/6) = 1/2. Das Spiel scheint ihm sehr fair zu sein. Wirdest Du auch
so Uberlegen?

4.5. (De Méré’s Paradox) Wir wirfeln 3 mal einen Spielwtrfel und betrachten zwei grésse

A
B

{die Summe der Augenzahlen ist}11
{die Summe der Augenzahlen ist}12

Bestimme die Wahrscheinichkeiten{2} und Pr{B}. Sind sie gleich?
4.6. SeienA undB zweiunabhangigéreignisse mit PfA} = Pr{B} und Pr{AuU B} = 1/2. Bestimme Pt{A}.

4.7. Wir sagen, dass ein Ereigmgst fir einen anderen Ereigrisattraktiv(bzw.abstoReny falls Pr{B | A} >
Pr{B} (bzw. Pr{B| A} < Pr{B}) gilt. Zeige folgendes:

(a) Aistfir B attraktiv < B ist fiir A attraktiv.

(b) Aist fur B weder attraktiv noch abstoRBengd= A undB sind unabhéngig.
(c) Aistfirr B attraktiv <= Pr{B| A} > Pr{B|A}.

(d) Aist fur B attraktiv = Aist abstoRend fiB.

4.8. Es werden dre verschiedenfarbige Wirfeln geworfen. Bbteadie folgenden Ereignisse:

A: Es fallt mindestens eine 1.
B: Jeder Wiirfel hat eine andere Augenzahl.
C: Die drei Augenzahlen stimmen Uberein.

Berechne P{A}, Pr{B}, Pr{C} und Pr{ An B}. Sind A und B unabhéngig?
4.9.Zeige: Wenn PtA| B} = Pr{A} ist, dannist auch PfA| B} = Pr{A}

4.10. Wir haben drei Munzen. Eine Miinze (die WW-Munze) hat auf bri&eiten das Wappen, die Zweite
(die KK-Minze) hat auf beiden Seiten den Kopf, und die dfitie WK-Minze) hat das Wappen auf einer und
den Kopf auf der anderen Seite. Sie ziehen rein zufallig deredrei Minzen, werfen diese Miinze, und es

4’Diese Frage hat der franzdsischer EdelmBerMéréan seinem FreunBascalin 17. Jahrhundert gestellt.
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kommt Wappen. (Wir nehmen an, dass (ausser der Markieri@d)dnzen fair sind, d.h. jede Seite kann mit
gleicher Wahrscheinlichkeit/2 kommen.) Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die-Milkhze gezogen
war? Hinweis Die Antwort ist nicht 7/2.

4.11. Ein Spieler wettet auf eine Zahl von 1 bis 6. Drei Wiirfel werdeworfen und der Spieler erhalt 1 oder
2 oder 3 Euro, wenn 1 bzw. 2 bzw. 3 Wirfel die gewettete Zalderei Wenn die gewettete Zahl tiberhaupt
nicht erscheint, dann muss der Spieler ein Euro abgeben.

Wieviele Euro gewinnt (oder verliert) der Spieler im Mitglo Spiel? Ist das Spiel fair?

4.12. Karl und Lina fihren mit einem Gliicksrad ein Spiel durch.4gie enthalN gleich grol3e Sektoren, die
mit den Zahlen 0 bidN — 1 beschriftet sind. Man vereinbart, dass derjenige gewohag der zuerst die Zahl
0 erdreht. Dann ist das Spiel beendet. Wir nehmen an, dasbéginnt.

Seip = 1/N die Wahrscheinlichkeit, dass nach einer Drehung das Ra@ sighen bleibt, und seji= 1 — p.
SeiK das Ereignis, dass Karl in maximialRunden gewinnt und sé&i das Ereignis, dass Lina in maximhal
Runden gewinnt. Um wieviel kleiner sind Linas Gewinncharice

4.13. (Russisches Roulette) Beim russischen Roulette steclariidmmel einer Pistole genau eine Kugel.
Der “Spieler” versetzt die Trommel in Rotation und drickhdab. Zwei Gangster duellieren sich dergestalt,
dass sie sich aus 2 m gegenseitig beschiel3en, wobei jedan gére Kugel im Magazin hat. Der beleidig-

te Gangster darf zuerst schieen, dann kommt der jeweilsstédan die Reihe. Vor jedem Schuss wird das
Magazin in eine zuféllige Umdrehung versetzt.

Wie groB ist die Uberlebenschance fiir den 1. (beleidigteangSter bzw. fir den 2. Gangster, wenn man 5
Runden vereinbart und das Magazin 8 Kugeln fassen kannpabeine enthalt?

4.14. Kurt gewinnt gegen Christian 60 % aller Tennis-Spiele; dehvgcheinlichkeit, dass er einen einzelnen
Satz gewinnt, betragt somit®.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt Kurt das Match aws &erie Best-of-three? (Kurt muss zwei Satze
gewinnen, die Reihenfolge der Siege ist egal, aber wenndi@grsten beiden Sétze gewinnt, dann ist das Spiel
vorbei.)

4.15. Es gibt 4 Minzen 12,3,4 in einer Kiste. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Minze den Kopf ergibt ist

1/i. Wir wahlen eine der vier Mlnzen rein zufallig und werfensiéang, bis ein Kopf kommt.

(a) Gebe einen Wahrscheinlichkeitsraum fur dieses Exmgin{Die Summe der Wahrscheinlichkeiten von
Elementarereignissen muss 1 sein!)

(b) Was ist die Wahrschienlichkeit daflr, dass der Kopfreads nach deraweitenWurf kommt?

(c) Angenommen, Kopf ist genau nach zwei Wurfen gekommers. ifadann die Warscheinlichkeit, dass die
i-te Mlinze gewahlt war?

4.16. 5 Urnen enthalten verschiedenfarbige Kugeln wie folgt:

Urne 1 2 3 4 5
Anzahlrote (4 3 1 2 3
Anzahlgring 2 1 7 5 2

Es wird eine beliebige Urne ausgewahlt und ihr eine beliekiggel entnommen. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit wurde die erste Urne gewahlt unter der Voraussetzuamgg die gezogene Kugel rot war?

4.17. Wir haben zwei Urnen. Die erste Urne enthélt 10 Kugeln: 4 wrté 6 blaue. Die zweite Urne enthalt
16 rote Kugeln und eine unbekante AnzhiMon blauen Kugeln. Wir ziehen rein zufallig und unabhangnge
Kugel aus jeder der beiden Urnen. Die Wahrscheinlichkeissdheide Kugeln dieselbe Farbe tragen sé40
Bestimme die Anzahb der blauen Kugeln in der zweiten Urne.

4.18. DreiRig Studierende haben sich auf die Klausur in “Mathésnhe Grundlagen der Informatik” vorbe-
reitet. Die Halfte dieser 30 haben die Ubungsaufgabenmsifig bearbeitet, die andere Halfte aber nicht. Wir
nehmen an, die Wahrscheinlichkeit eine Aufgabe in der Klaas l6sen isp = 0,8 fir diejenigen, welche
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die Ubungsaufgaben bearbeitet haben. Fiir die andereresdiatirscheinlichkeit immerhin noeh= 0,6. Wir
nehmen auch an, dass es keine Korrelationen zwischen FgigfeBeantwortet man eine Frage richtig bzw.
falsch, so hat das keinen Einfluss auf andere Antworten.

In der Klausur werden 20 Fragen gesté&lEs besteht, wer mindestens 13 davon richtig 16st.

(a) Wie groRist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufalegausgegffener Studierender diese Klausur besteht?

(b) Falls Sie einen zufallig gewahlten Studierendefféereund er oder sie gibt an, durchgefallen zu sein, wie
groR ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass er oder sie disgbaufgaben regelmaRig bearbeitet hat?

Hinweis SeienK das Ereignis, die Klausur zu bestehéy; diei-te Aufgabe richtig zu I6sen urd, gelibt zu
haben. Gegeben sind also die beiden bedingten Wahrsatdieiien P{A; |U} = p = 0,8 und P{A; |U } =
g=0,6furallei =1,2,...,20. Da es keine Korrelationen zwischen Fragen gibt, istdidWahrscheinlichkeit,
genauk Fragen (richtig) zu beantworten glei@f’)rk(l - )2k 'wobeir = p, falls man geiibt hat, und= q
sonst.

4.19. Ein Studentenclub hat > 2 Raume. Ein Student sucht dort seine Freundin. Er weil3, dlasé/ahr-
scheinlichkeit, dass die Freundin den Klub besucht, gleait, und die Wahrscheinlichkeit, dass sie in einem
bestimmten Raum aufhalt, fir alle Raume gleich ist.iFér,...,n— 1 sei

e p; = die Wahrscheinlichkeit, das er seine Freundin im Raurh antrift, wenn er bereitsRdume erfolglos
nach ihr abgesucht hat;

e (; = die Wahrscheinlichkeit, das er seine Freundin Uberhaulub antrifft, wenn er bereit$ Raume
erfolglos nach ihr abgesucht hat?

Bestimme diese Wahrscheinlichkeiten. Welche von dieselr$¢aeinlichkeiten sind fir wachsendesach-
send welche sind fallend?

4.20. Die folgende Daten waren einmal WWall Street Journalerdfentlicht. Fir eina Jahre alte Frau in
der U.S.A. miti € {20,30,40,50,60} ist die Wahrscheinlichkeit, an einer bestimmten Krankfieitder Zei-
tung war das Krebsih den nachsterlO Jahrenzu erkranken, gleich,8%,1,2%,3,2%,6,4%,10,8%. Fir
dieselben Altesgruppen sind die Wahrscheinlichkeitgggndwannan dieser Krankheit zu erkranken, gleich
39,6%,39,5%, 39,1%, 37,5%, 34,2%. Das sieht merkwiirdig aus! Benutze die vorherige Aufgalbe diese
Datein zu erklaren.

4.21. Ein Sortiment von 20 Teilen gilt als “gut”, wenn es hochsteuefekte Teile enthdlt, als “schlecht”, wenn
es mindestens 4 defekte Teile enthalt. Weder der Kaufer decherkaufer weil3, ob das gegebene Sortiment
gut oder schlecht ist. Deshalb kommen sie Uberein, 4 zgfadrausgegfiene Teile zu testen. Nur wenn alle 4
in Ordnung sind, findet der Kauf (des ganzen Sortiments). fat Verkaufer tragt bei diesem Verfahren das
Risiko, ein gutes Sortiment nicht zu verkaufen, der Kau#es Risiko, ein schlechtes Sortiment zu kaufen.

Wer tragt das grol3ere Risiko?

4.22.\Von einem Spiel ist bekannt, dass man mit einer Wahrsclebikdit vonp = 0,1 gewinnt. Man spielt so
lange, bis man einen Gewinn erzielt. Dann beendet man seitr@fime am Spiel.

Wie lange muss man spielen (Anzahl der Spiele), wenn man imétr &V/ahrscheinlichkeit von,@5 einen
Gewinn erzielen mdchte®Plinweis Geometrische Verteilung.

4.23. SeiX : Q — N eine diskrete Zufallsvariable mit K] > 0. Zeige:

E[X]?
E [X?]

< Pr{X #0} <E[X].

4.24. Zeige, dass die Markov-Ungleichung optimal ist. D.h. fireanatirliche Zahk finde eine nicht-negative
ZufallsvariableX, so dass PiX > k- E[X]} = 1/k gilt.

48Rein hypothetisch ... Im Wirklichkeit werden wir viel werigFragen stellen.

© 2003 by S. Jukna



250 KAPITEL 4. DISKRETE STOCHASTIK

4.25. Sei X = > X; eine Summe von Bernoulli-Variablen. Die Variablé@ mussennicht unbedingt
unabhéangig sein! Zeige:

E[X?] = ZPr{Xi =1 E[X|X =1].
i=1

Hinweis Zuerst zeige, dass [X?] = Y_i.; E[X - X;] gilt.

4.26. Ein vereinfachstes Model der Borse geht davon aus, dassémelag eine Aktie mit dem aktuellen
Preisa mit Wahrscheinlichkeip um Faktorr > 1 bis zumar steigen wird und mit Wahrscheinlichkeit-1p
bis zuma/r fallen wird.

Angenommen, wir starten mit dem Preis= 1. SeiX der Preis der Aktie nacti Tagen. Bestimme E{] und
Var [X].

4.27. SeinXy,..., X, unabhangige Bernoulli-Variablen mit PX; = 1} = p; and P{X; =0} = 1 — p;. Sei
X =3"" 1 X; (mod2). Zeige:

1
PriX=1}=2>|1- 1-2p)| .
rf b=3 l |i|( p )]
Hinweis Betrachte die Zufallsvariané =Y, ---Y, mitY; = 1 - 2X;. Was ist EY]?

4.28. Seienf,g : R — R beliebige Funktionen. Zeige: SindY : Q — R zwei unabh&ngige Zufallsvariablen,
so sind die Zufallsvariablef(X) undg(Y) unabhéngig.

4.29. SeienAy,. .., A, beliebige Ereignisse. Seien= >, Pr{A;}undb =", . Pr{A;n A; }. Zeige

i<j
a+2b B

oL

Hinweis Sei X die Anzahl der tatsachlich vorkommenden Ereignisse. Benlischebyschev’s Ungleichung,
um Pr{X = 0} < a~?E [(X - a)?] zu zeigen.
4.30.SeiX : Q — {0,1,...,M} eine Zufallsvariable und = M — E[X]. Zeige, dass

Pr{X>M-b} > b_T"“
fur jedes 1< b < M gilt.

4.31. Fur zwei Vektoreru,v € {0,1}" ist ihr Skalarprodukt algu,v) = >~ ; u;v; (mod 2) definiert. Sei nur
ein rein Zufallig gewahlter Vektor if0, 1}".

Zeige: Pr(x,v) = 1} = 1/2 fur jedesy # (0,...,0), und Pr{x,v) = (X,w)} = 1/2 fur allev # w.
4.32. Sei X nicht-negative ganzzahlige Zufallsvariable.
Zeige: E[X?] > E[X] und Pr{X = 0} > 1- E[X].

4.33. Ist X : Q — R eine Zufallsvariable und : R — R eine Funktion, so ist auck = f(X) eine
Zufallsvariable. Wie sieht ihr Erwatungswert ¥ [aus? Nach der Definition ist K] = Zy y - Pr{Y = y}.

Zeige, dass Ef (X)] = >, f(x) - Pr{X = x} gilt.

4.34. Zeige, dass im Allgemeinen die Divisionsregeﬂﬁ = %%1 auch fur unabhangigen Zufallsvariablen
X,Y nichtgilt!

4.35. Sei A ¢ Q ein Ereignis undX sei die Indikatorvariable fuA, d.h.X(w) = 1 firw € Aund X(w) = 0
fir w ¢ A. Zeige, dass Var{] = Pr{A} - Pr{A}.

4.36. Ein Mann hatn Schlussel aber nur eine davon passt zu seinem Tur. Der Marieptr die Schlissel
zuféllig. SeiX die Anzahl der Versuche bis der richtige Schlussel gefuiigteBestimme den Erwartungswert
E [X], wenn der Mann den bereits ausprobierten Schlissel

(@) am Bund lasst (also kann er ihn noch mal probieren);
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(b) vom Bund nimmt

4.37. SeienA undB zwei zufallige Teilmengen der Mengg][= {1,...,n} mit Pr{x e A} = Pr{x e B} = p
fur alle x € [n]. Ab welchemp kénnen wir nicht mehr erwarten, dass die MengenndB disjunkt sind?

4.38. Wir verteilenm Bonbons am Kinder. Jedes der Kinder fangt mit gleicher Wahrscheirk&hein Bon-
bon. Wie viele Bonbons miissen geworfen werden, bis jedes &imBonbon gefangen hat?

4.39. Es st rutschig und wenn das Kind einen Schritt nach vornugdrs dann kommt es tatsachlich mit einer
Wabhrscheinlichkeit B um einen Schritt nach vorn. Allerdings rutscht es mit Wehesnlichkeit 13 einen
Schritt zurtick. Alle Schritte seien hierbei voneinandealimingig.

Das Kindergarten sei von dem Kind 100 Schritte weit entfefeige, dass das Kind nach 500 Schritten mit
wenigstens 90% Wahrscheinlichkeit angekommen ist. Sehéierzu entsprechende Wahrscheinlichkeit mit
Hilfe des Satzes von Tschebyschev ab.
4.40. SeienAy,.. ., A, beliebige Ereignisse. Seien weiterkdn= Y ! ; Pr{A;} undb = ZK]. Pr{Al- N Aj}.
Zeige:
- _ a+2b

Pf{Al"'An} < v
Hinweis SeiX die Anzahl der Ereignisse, die tatséachlich vorkommen. Bandie Tschebyschev-Ungleichung,
um zu zeigen, dass PX = 0} < a™2E [(X - a)z] gilt. Benutze die Linearitat des Erwartungswertes, um den
rechten Term auszurechnen.

1

4.41. Wie oft muss eine faire Minze mindestens geworfen werdemjtdait einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens B4 die relative Haufigkeit von Kopf von erwarteten Wprt 1/2 um weniger als ( abweicht?
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254 KAPITEL 5. LINEARE ALGEBRA

5.1 Lineare Vektorraume

Ein Vektorx € F”" ist eine Folge = (Xy,...,X,) von Zahlenx; € F. Vektoren kann man komponen-
tenweise addieren und mit einer Zakbder Skalaril € F multiplizieren:x+y = (X1 +y1,..., X, + V)
undAx = (AXg,...,AX%,).

z = 3X
Z=X+Yy

Nicht jede Teilmenge von Vektoren if" ist unter diesen zwei Operationen abgeschlof3en. Abge-
schlof3ene Teilmengen heilddektorrAumeD.h. eine Teilmeng¥® C " ist einVektorraumiber den
KorperF, falls folgendes gilt:

-ueVundileF = AueV,;

-uveV = u+veV.

Insbesondare ist” ein Vektorraum, und der Nullvektdd = (O,...,0) ist im jedenVektorraum

enthalten (da OQu = 0 gilt). Deshalb kann man VektorrAume bekommen indem manlegliebige
(nicht leere) Teilmengé\ C " der Vektoren nimmt und die Menge

k
span@) = {Z/l,-vi cKkeN,Vi,...,Vk € A Ag,..., A eIE‘}
i1

aller endlichen Linearkombinationen von VektoremAmetrachtet. Man sagt auch, dass sggn{on
den Vektoren inA erzeugtdoderaufgespannieVektorraum ist.

Gilt V = span@) fur eineendlicheMengeA, so sagt man, dads ein endlich erzeugtelek-
torraum ist. In diesem Kapitel werden wir nur solche Veldame betrachten. D.h. unter “Vek-
torraum” werden wir immer einen endlich erzeugten Vektamaverstehen!

Satz 5.1. Sei A eine endliche Menge der Vektoreniti. Der von A erzeugte Vektorraum spaf)
bleibt unverandert, wenn man:

1. Einen Vektow von A mit einer Zahlx # 0 multipliziert.
2. Einen Vektow von A durch die Summe + u vonv mit einem anderen Vektar € A ersetzt.

Beweis.Zu 1: Den KodfizientA zuv in jeder Linearkombination voA kann man durchi /x ersetzen.

Zu 2: Die KodfizientenA und u zuv undu in jeder Linearkombination vo kann man durch die
Koeffizientend und u — A ersetzen. m|

IKomponentenweise Multiplikation vor mit einer Zahla entspricht dem “Skalierung” vor — Verlangerung oder
Verkiirzung um Fakton.
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SeiA = {vy,...,V,} ein Erzeugungssystem vaf d.h. spand) = V. Welche Vektoren (wenn Uber-
haupt) kann man au& weglassen, ohne die Erzeugunseigenschaft zu zerstérankgorv,, € A
is “UOberflussig”, wenn spam{\ {v,,}) = span@) gilt, also wenrnv,, in spanys,...,Vv,_1) liegt. Dann
gibt es also Zahlenq,...,1,_1 mit

V, =A1V1+...+4,.1Vu-1

bzw.
02/11V1+...+/1nVn

mit 2,, # 0 (hédmlicha,, = —1). Anders ausgedriickt: Der Nullvektor Iasst sich als Likeabination
derv;’s darstellen, wobei nicht alle Kdigzienten gleich Null sind. Diese Beobachtung fuhrt uns zum
folgenden wichtigen Konzept der linearer Algebra

Definition: Vektorenvs,...,v,, € V heil3enlinear unabhangigwenn aus
AVi+ ...+ A,V =0 mit 2; €F
stets folgt:idy1 = A, =... =4, =0.

Mit anderen Wortenyy,...,V,, € V sind linear unabhangig, wenn der Nullvekte (0,...,0) nur
die triviale Darstellun@ = Ovy + ... + Ov,, zulasst.

Abbildung 5.1: Vektorerx,y,z sind linear abhangig, da= x+Yy gilt. Vektorenx,y’,z sind auch linear
abhangig, da = x + 1y’ gilt.

> Beispiel 5.2 Seiert

2 0 0 1
Vi = 01, vo= 1], vz= 01, wa= 0
0 0 1 1

Dann sind die Vektorery, vs, v4 linear abhangig, da

17, [2 0
0|=3-]0]+1|0
1 0 1

Aber die ersten drei Vektoren, v, v3 sind linear unabhéngig. (Warum?)

2\/ektoren schreibt man entweder waagerecht (als “Zeiled&r senkrecht (als “Spalten”).
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5.2 Basis und Dimension

Ein Erzeugungssysteifur V = spanf) ist minimal falls span@\ {v}) # V fur allev € Aqgilt (d.h.
wir kdnnen die MengeB nicht verkleinern, ohne die Erzeugungseigenschaft zudrers). Solche
minimale Erzeugungssysteme nennt rBasiservonV.

Zum Beispiel die Meng® = {v1,V2,Vv3} mit

1 0 0
Vi = 01, vo= 1], vz= 0
0 0 1

ist eine Basis vo = [F3; man nennt diese Bas&andardbasis

Es ist klar, dass ein Vektorraum viele verschiedene Badissiizen kann. Es ist deshalb interessant,
dass nichtdestotrotlle diese Basisen denselben Anzahl von Vektoren haberrmDssse wichtige
Eigenschaft der Vektorraume liefert uns der folgender.Satz

Satz 5.3. (Basisaustauschsatz von SteinitgeiB eine Basis vortY undx € V, x # 0. Dann gibt es|
einv € B, so dassB \ {v}) U {x} auch eine Basis vo¥ ist.

Beweis.Sei B = {vi,...,Vv,} und seix = > 7 ; ;v; die Darstellung vorx. Dax # 0, muss es
mindestens eik mit A, # 0 geben. Nehmen wir 0.B.d.A. an, ddss 1 ist. Wir wollen zeigen, dass
dannB’ = {X,Va,...,V,} auch eine Basis vox ist. D.h. wir missen zeigen dass: (i) spBA(= V,
und (ii) B’ linear unabhangig ist.
(i) span®’) = V: Ausx = >, A;Vv; folgt, dass
1 SNy P
Vi = —X1— —V;
R by

Da sich somit der entfernte Vektar, als Linearkombination aus spa darstellen lasst, muss
span@) in span@’) enthalten sein. Daftensichtlich auch spaB({) C spanB) gilt (x liegt ja in
span@)), muss die Gleicheit spaB() = span) und damit auch spai() = V gelten.

(i) B" = {x,v2...,v, }istlinear unabhangig: Sei

0

n
HIX + Z HiVi (5.1)
i=2
n n
1 Z A;Vi + Z HiVi
i=1 i=2

n
padave + Y (A1 + Vi,
i=2

Da B linear unabhéangig ist, missen die samtliche fkeienten gleich 0. Insbesondare muss auch
u1d1 = 0 gelten. Da aber; # 0, mussus = 0 sein. Dann gilt jedoch (nach (5.1))

n
0 = Z,u,'V,'.
i=2

© 2003 by S. Jukna
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DaB linear unabhangig istmussen allg:;; = 0 sein. Also ist auclB’ linear unabhéngig. ]

Korollar 5.4. (Dimension) IstV ein endlich erzeugter Vektorraum, so besteht jede Basis/vans
der gleichen Anzahl von Vektoren.
Diese Zahl heiDimensionvonV, in Zeichen dimY/).

Beweis.SeienA = {u4,...,u,}undB = {v4,...,V,,} Zwei Basen volV. Nehmen wir an, dass < n
gilt. Nach dem Basisaustauschstz kénnen wifoder weniger) Vektoren au& durch die Vektoren
V1,...,V,, ersetzen, so dass die neue Memgemmer noch eine Basis ist. Da kleinerals n ist,
muss mindestens ein Vektare A\ B auch in der Meng&\’ bleiben. Da abe”” 2 B U {u} und B
eine Basis war, gilt € span@) und damit kannd’ keine Basis sein. Widerspruch. O

Der nachster Satz erklart warum eigentlich eine Basis aBeBi$s” genannt wird. Genau wie fir ande-
ren mathematischen Strukturen, heiRen zwei Vektorrdurmed W isomorphfalls es eine bijektive
Abbildung f : U — W gibt, so dasd (Au) = Af(u) und f (u+v) = f(u) + f(v) firalle A € F und
u,v € U qilt.

Satz 5.5. SeiV ein Vektorraum tber einen Korpé&r

1. IstB C V eine Basis vorV, so lasst sich jedes Vektor € V, u # 0 auf genau eineNeise als
Linearkombination der Vektoren atsdarstellen.

2. Istd = dim(V), so istV isomorph zu dem Vektorrauiii.

Beweis.Zu 1: SeiB = {vi,...,v4} eine Basis und # u € V beliebig. WegerVV = spanB) gibt
es einen Vektox = (Xi,...,Xz) € Fd mitu = Zfl:l X;V;. Es gelte auBerdem = Zfl:l yiVv; mit
(y1,...,yq) € F4. Dann ist

d d d
O=u-u= Z X;V; — Zyivi = Z(Xi — yi)V;. (5.2)
i1 i1 i1

Nun istB als Basis linear unabhéngig, also muss- y; fur allei = 1,...,d gelten.

Zu 2: SeiB = {v1,...,v4} eine Basis voV. Wie wir bereits gezeigt haben, gibt es dann fir jedes
u € V genau einen Vektof (U) = (X1,...,X,) € F¢ mitu = Zf:l X;V;. Damit ist die Abbildung

f 1 V — F4 bijektiv. Ausserdem, fiir alle,w € V mit f(u) = (X1,...,%,) und f (W) = (y1,...,yn)

gilt:
d

d d
u+w= Z XiVi + Zyivi = Z(Xz‘ + yi)Vi
i=1 i=1

i=1
und somit auch

f(U+W) = (X1+y1,...,Xd+yd) = (Xl,...,Xd)+(y1,...,yd) = f(U) + f(W)

Da fiir alle 1 € F die auch Gleichheitf (Au) = Af(u) (6ffensichtlich) gilt, istf : V — F? ein
Isomorphismus. m|

3Und jede (nicht leere) Teilmenge von linear unabhangigektoren muss auch (trivialler Weise) linear unabhangig
sein.
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Die Zahlenx; in f(u) = (x,...,X,) heiBenKoordinatenvon Vektoru € V bezuglich der Basis
B. Beachte, dass die Koordinaten von der gewahlten Basisigbh&Verschiedene Basisen erzeugen
verschiedene Bijektioneh : V — F9.

Im F4 mit Standardbasis

1 0 0

0 1 0
€ = , € = <o ,€a =

0| 0 1

hat man fir ein Vektou € F4¢

Uz (1 0 0
1) 0 1 0
. = U . + U2 . + ...+ Uy .
Ug 0 0 1

d.h. in diesem Fall giltf (u) = u.

5.3 Skalarprodukt und Norm

DasSkalarprodukt(oderinneres ProduRtzweier Vektoren ist die Zahl

(X,¥) = Xgy1 + Xoy2 + -+ + X, yn.

Zur Schreibweise: Anstatt vofx,y) schreibt man of - y. Das Skalarprodukt hat folgende Eigen-
schaften (zeige das!):

1. (X,x) > 0, und{x,x) = 0 genau dann, werx= 0.
2. (X+VY,2) =(X,2) +(Y,2).
3. (AX,Y) = X Y).

Die Lange(odereuklidische Normeines Vektorx = (Xa,. .., X, ) ist definiert durch:

n 1/2
Il 2= x,x)12 = (Zx?) .

i=1

Die folgende Ungleichung hat sich als sehr niitzlich erwiese

Satz 5.6. (Cauchy—Schwarz-Ungleichung}-ur alle Vektorerx,y € R” gilt:

LYY < IXIE- Tyl
D.h.

(S0) <(59)(5)

i=1
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Beweis.Fir jedest € R gilt:
0< (X -y, AX—Y)

</1X, AX — y> - <y’ AX — y>
220 X) = 2 (%, Y) + (Y, Y) -

Wir setzen : <X y> und erhalten:

xy)? XY VR85
02 XX) = 2755 TYY =0y -5
woraus(x,y)? < (x,x) ¢y,y) = [Ix||2 - lyl|? folgt. =

Mit dem Skalarprodukt lasst sich auch der BégitesWinkelszwischen zwei Vektoren erklaren. Fur
X,y # 0 zeigt die Cauchy-Schwarz Ungleichung, dassy) | < [Ix|lllyll, was wir in der Form
(X,y)
SOyl
schreiben kdnnen. Es gibt dann genauceia [0, 7] mit
(X,Y)
—7" _ = cos(). 5.4
11 - 1yl @ (5.4)
Man nennte den Winkel zwischex undy.

Satz 5.7. Seienx,y € R"™. Dann gilt:

. IX|l = 0,und||x|| =0 < x=0
lAxX]l = [A]1IX]|
. Ix+yll < [IXIl + |lyll (Dreiecksungleichung)

A w N P

. Ix+ylIZ = [IXI1% + |lyll?, falls x undy orthogonal sind, d.hx,y) = 0 gilt (Pythagoras-Theorem)

Beweis. (1) ist trivial. (2) gilt, denn

IAXIl = /A% = VAZ2x0 @ VaZ- /%) = 1] - [
wobei () aus Va2 = |a| fur alle a € R folgt. Zum (3) und (4):

IX+YlI? = (X+y.x+y)
= XX+ YY)+ 2(X.Y)
= X2+ Y% + 2(x,Y) (damit ist (4) bewiesen)
< IXIP+1yI%+ 2Ixllyll (Cauchy-Schwarz Ungleichung)

CEIE
O

Diese Eigenschaften charakterisieren unsere Anschauwmigange oder Abstand, deshalb heif3t auch

dist(x,y) := [IX = yl|

der Abstand vox undy. Die Dreiecksungleichung fur die euklidische Norm liefentd die Dreiecks-
ungleichung fur die Abstand:

dist(x,z) < dist(x,y) + dist(y,z).
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5.4 Dimensionsschranke und ihnre Anwendungen

Ein wichtiges Korollar aus dem Basisaustauschsatz vomig&tast auch die Tatsache, dass keine
linear unabhéngige Menge \hmehr als dim{) Vektoren haben kann.

Korollar 5.8. (Dimensionsschranke) Sind die Vektorerv,. . .,Vv,, linear unabhangig iv, so gilt
m < dim(V).

Auf dieser Eigenschaft der linear undigigen Vektoren bassiert sich die sogenarviethode der
linearer Algebra die viele Anwendungen in der Diskreten Mathematik gefuntat. Wir demon-
strieren die Methode mit zwei Beispielen.

> Beispiel 5.9 (“Oddtown”) Eine kleine Stadt Namens “Eventowftiatn (erwachsene) Einwohner.
Da in so kleinerer Stadt nicht viel los ist, haben die Einwethaine Aktivitat gefunden: sie
probieren moglichst viele verschiedén@ubs (oder Vereine) zu bilden. Da zu viele Clubs schwer
zu koordinieren sind, hat das Rathaus eine Regelung hegeisgn:

() die Anzahl der Mitglieder in jedem Club muggradesein,
(ii) je zwei Clubs mussen auderadeAnzahl gemeisamer Mitglieder haben.

Frage: Wieviele Clubs kénnen die Einwohner mit dieser Reggbilden? Die Antwort ist ein-
fach: falls alle Einwohner verheiratet sind, kdnnen siedastens 2'/2) Clubs bilden — es reicht,
dass jeder Mann auch seine Frau in einer Club mitnimmt. Dasgakzu viel flr eine so kleine
Stadt! Um die Ordnung im Stadt wieder herzustellen, ist dath&us gezwungen, irgendwie die
Anzahl der Clubs drastisch zu reduzieren. Es ist aber nithulgt, die Regelung komplett neu
umzuschreiben — erlaubt ist nein einziges Wortu &ndern. Ist das Uberhaupt moglich?

Der Burgemeister hat warend seines Studiums die VorlesMaghematische Grundlagen” be-
sucht und hat das Korollar 5.8 gekonnt. Deshalb hat er dgeifiolen Vorschlag gemacht: ersetze
einfach das Wortderadg in (i) durch “ungeradé&. Er behauptet, dass dann die Einwohner héch-
stensn verschiedene Clubs bilden konnen! Das Rathaus war vorrdigseschlag so begeistert,
das es auch die Name der Stadt von “Eventown” auf “Oddtowéhdert hat. Die Frage ist nun,
ob der Burgermeister Recht hat? Und wenn ja, dann warum?

Das kann man mittels linearer Algebra beweisen. Séign. ., A, C {1,...,n} alle mégliche
Clubs, die in Oddtown gebildet werden kénnen. Formell sikdineue Regelung folgender Ma-
Ben aus:

(i) far alle i muss|A;| ungeradesein,
(i) fur allei # j muss|A; N A;| geradesein.

Behauptungm < n.

Beweis.Seiv; = (vi1,Vvi2,...,vin) € GF(2)" der Inzidenzvektor fur den Club; c {1,...,n},
d.h.v;; = 1 genau dann, wenn dgfte Einwohner zum Club; gehort. Wenn wir modulo 2

4engl. “gerade’= “even”
5“Verschiedene” bedeutet hier, dass keine zwei CllibselberMitglieder hat.
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rechnen, dann kann man die Regeln (i") und (ii) so umschreibe

(1 fallsi= ]
(virvi) _{ 0 sonst.

Wir wollen zeigen, dass dann die Vektoreq...,v,, linear unabhangig sein missen: aus der
Dimensionsschranke (Korollar 5.8) folgt dann unmittelthi&rUngleichungn < dim(GF(2)*) =
n.

Um die unabhangigkeit der Vektoren zu zeigen, sep ", 1;v; = 0. Dann gilt fur jedes] =
1,....n:

0=(0.;) =Y A (viv;) = Ay (VjsVy) = 4
i=1

~ 7
=1

und damiti; = O fir alle j. Deshalb sind die Vektoren linear unabhangig und die Uolieig
m < nist bewiesen. O

Wir geben auch eine mehr respektable Anwendung der Dimessibranke an. Der folgender Satz,
bekannt alg-isher-Ungleichungst ein der Kernsatze in der sogenanniesign Theory Statistiker

R. A. Fisher hat diesen Satz in 1940 fur den spezielfall, wierrsa 1 und alle Mengen gleich grol3
sind. Spater, de Bruijn and Ed (1948), R. C. Bose (1949) und Majumdar (1953) haben den Sat
bis zu folgender allgemeiner Form gebracht. Alle usprinhgli Beweise dieses Satzes waren echt
kompliziert.

Es ist deshalb Gberraschend, wie einfach kann man diesem@dtilfe der linearen Algebra bewei-
sen.

Fisher-Ungleichung

Seien A,..., A, verschiedene Teilmengen véh...,n} mit der Ei-
genschaft, dass
AN A=k

fur ein festes k und alle# j gilt. Dann gilt: m < n.

Beweis.Seienvy,...,Vv,, € {0,1}" Inzidenzvektoren vord,...,A,, d.h. Vektorv; hat Einsen in
Positionenj mit j € A; und sonst Nullen. Beachte, dass die Skalarprogukt; ) nichts anderes als
die Kardinalitat| A; N A;| des Durchschnitts voA; und A; ist.

Unser Ziel ist zu zeigen, dass die Vektonep. . .,v,, linear unabhéngig ifR” sind, dann folgt die
Behauptungn < dim(R") = n aus der Dimensionsschranke (Korollar 5.8).

Wir fihren einen Widerspruchsbeweis. Nehmen wir an, das¥ektorenvs,. . ., v, linear abhangig
sind. Dann gibt es reelle Zahlet,..., 4, mit >./*; 4;v; = Ound A; # O fir mindestens ein.
Weiterhin gilt

o [IAl fallsi=j
<V"V-'>‘{ kK fallsi# ]
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Es folgt:

0=<¢0,0)

<Zm:/llvl><zm:/ljvj> :iﬂiz(Vi,Vi)-i- Z /1,/1] <Vi,Vj>
i=1 j=1 i=1

1<i#j<m
m
STAZIAI+Kk > 44
i=1

1<i#j<m

m

m m 2
S A2 IAl+k- (Zal) —k-> a2
i=1 i=1

i=1

m m 2
Zﬂ?(|A,-|—k)+k-< m-) |
i=1 =1

i=

Es ist klar, das$A;| > k fur allei gilt und |A;| = k fur héchstens ein gelten kann (da sonst wiirde
die EigenschaftA; n A;| = k verletzt). Wir wissen, dass nicht alle Zahlgn,. .., 1,, gleich Null
sind. Sind es mindestens zwei davon ungleich Null, so igtitsedie erste Summe ungleich Null. Ist
nur eine von dieser Zahlen ungleich Null, so muss die zwait@iBe ungleich Null sein. In beiden
Fallen bekommen wir ein Widerspruch. m|

In vielen Anwendungen in der Informatik braucht man einidggeRte mit spezifischen Eigenschaften
expilizit zu konstriuieren. Und die lineare Algebra kann hier oftrhilth sein. Wir demonstrieren dies
auf einem Beispiel.

Fur einen Graphe® = (V,E) sei p(G) die grofdte Zaht, so dass der grapB eine Clique oder
eine unabhangige Menge der Gross besitzt. Existenz von Graphen anfkKnoten mit p(G) <

2 logn haben wir bereits in Abschnitt 4.17 mit Hilfe von sogenanrterobabilistischen Methode”
bewiesen. Aber di&onstruktionvon solchen (sehr merkwirdigen!) Graphen ist sehr schyvi&s
ist auch schwierig, Graphen mi(G) < n€ mit e < 1, zu konstruieren: Bislang sind nur explizite
GraphenG mit p(G) = n'/2 bekannt. Solche Graphen sind mit Hilfe der sogenanntenetuie-
Algebra-Methode” konstruiert. Um diese Methode zu denrgersin, werden wir nun einen Graphen
mit p(G) = n'/3 konstruieren.

Sein = (4) und betrachte den Graphéh= (V, E), deren Knoten alle 3-elementige Teilmengen von
{1,...,t} sind. Zwei Mengen (Knotenk und B sind adjazent genau dann, weian B| = 1 gilt.

Satz 5.10. (Nagy 1972)Der GraphG hatn = @(t%) Knoten und enthélt weder eine Clique noch eine
unabhéngige Menge ntit+ 1 Knoten.

Beweis.Sei Ay,. .., A, eine Clique inG. Dann gilt|A; N A;| = 1 firalle 1< i # j < m. Nach
Fisher’'s Ungleichung muss danm< t gelten.

SeinunAy,..., A, eine unabhangige Menge@ Dann gilt|A; N A;| € {0,2} firalle 1<i # j <m.
D.h. alle|A;| = 3 sind ungerade und allé; N A;| sind gerade Zahlen. Der Beispiel mit dem Odd-
Town sagt uns, dass auch in diesem Rak t gelten muss. ]
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5.5 Matrizen

Endliche Mengen von Vektoren betrachtet man Ublicherwalse*Matrizen.” Eine Matrix ist ein
rechteckiges Zahlenschema. Eimex n Matrix Giber einem Koérper besteht answaagerecht verlau-
fenden Zeilen unah senkrechten verlaufenden Spalten:

a1 a2 ... A

dpp Ao ... Qo
A= | . :

Anl Am2 ... Qmn

mit a;; € F. Wenn die Zahlem undn bekannt sind, schreibt man oft kufz= (a;;) oder A= (a; ;).

Die transponierteMatrix von einermx n-Matrix A = (a;;) ist dien x m-Matrix AT = (c;;) mitc;; =
a;;. D.h. man bekommt eine transponierte Mat# indem man die Matrix Uber die Hauptdiagonale
“umkippt”: Zeilen von A sind dann die Spalten voA’ und Spalten vorA sind dann die Zeilen von
AT.

Vektorenx € " kann man auch als Matrizen betrachten: entweder als eingendektor (1x n
Matrix) oder als einen Spaltenvektar x 1 Matrix).

Einen x n Einheitsmatrixhat die Form (wenn die Dimensiagnaus dem Kontext klar ist, werden wir
einfachE anstattg,, schreiben):

100..0
010..0
E -|0 01 0
(000 1]

Einem x n Matrix A = (a;;) kann man mit einem Spaltenvektorder Langen von rechtswvie auch
mit einem Zeilenvektoy der Langem von linksmultiplizieren:

e Ax ist ein Spaltenvektor, deren Eintrage die Skalarprodulkte x» mit der Zeilen von A sind.
Anschaulich:

IR

e VYA ist ein Zeilenvektor, deren Eintradge die Skalarprodukta yanit der Spaltenvon A sind.
Anschaulich:

6Man trennt die Indizes und j durch die Komma nur dann, wenn man mogliche Verwechlungmeiglen will. Will
man zum Beispiel das Elementiiter Zeile und ( - j)-ter Spalte angeben, so schreibt map,,;_;", nicht “a;,_;".
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1 = IO IIIT1I11]

e Multipliziert man A von beiden Seiten, so bekommt man eine Aalsk, d.h. das Skalarprodukt
vonyAundx:

YAX = (YAX) = (, A0 = D> a1 yiX;.

i=1 j=1

Nun schauen wir, wie man zwei Matrizen addieren und mutiipten kann.

e Die Summe zweiem x n-Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) ist die Matrix A+ B = (c; ;) mit
Cij = a,-j + bl]

e Die A-Fache { € F) von A = (a;;) ist die MatrixA - A= (c; ;) mitc;; = Aa;;.

¢ Wie sollte man zwei Matrizemultiplizierer? Hier kbnnte man verschiedene Definitionen wahlen.
Wir werden bald sehen, dass in Anwendungen die folgendeefatém Blick sehr unnaturliche)
Definition von groRer Bedeutung ist. 18t= (a;;) einem x n-Matrix und B = (b;;) einen x r-
Matrix, so ist ihr Matrixprodukt dien x r-Matrix A- B = (c; ;) mit”

n
Cij = > a - by
k=1

Trotz aller Indices gibt es eine einfache Merkregel zur Beneing vorc;;:

i®—te Zeile j ®~te Spalte
\ j

—

Skalarprodukt dei-ten Zeile der ersten Matrix
mit der j-ten Spalte der zweiten Matrix

n
Z Qi - by
k=1

’Beachte, dass witicht komponentenweise multiplizieren. Dy, ist nicht alsc;; = a;; - b;; definiert!! In diesem Falll
hatten wir ein “Traumprodukt” — viele Studenten kdnnen narither traumen. Man muss aber sagen, dass (im Gegenteil
zur allgemeinen Afiassung, dass das Traumprodukt nutzlos ist) auch diese fefides Matrixprodukts (auch bekannt
als Hadamard-Produkt) interessante Anwendungen (inedes® in Kombinatorik) habekann

O
~.
Il
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Daran erkennt man im tbrigen sehr deutlich, dass man nighmdwelche Matrizen multipli-
zieren kann: Die Spaltenzahl der ersten Matrix muss mit deledzahl der zweiten Matrix
gleich sein!

Wenn man die Spalten vda als Vektorerbs,. . .,b, betrachtet, so isAB die Matrix, deren Spalten
die Matrix-Vektor Produktedby,. . ., Ab, sind.

Bemerkung 5.11. Der (einziger!) Grund, warum die Multiplikation von Matea so “unnattrlich”
definiert ist, ist folgender. Eine Abbildung : F* — F™ heiltlinear, falls fir allex,y € F" und
A, u € Fqgilt

L(AX+ py) = AL(X) + puL(y).

Man kann zeigen (wir werden das nicht tun), dass es fir jedate Abbildund. : F" — F™ eine
mx n Matrix Amit L(x) = A-x gibt. Also sind lineare Abbildungen nichts anderes als Matektor
Produkte.

Seien nurh : F" — FX undg : F* — F™ zwei lineare Abbildungen, uné und B die zur diesen
Abbildungen gehérendem x k und n x m Matrizen, d.h.h(y) = Ay und g(x) = Bx. Dann ist
die Kompositionf (x) = h(g(x)) durch das ProdukAB diesen beiden Matrizen definiert(x) =
A(Bx) = (AB)x. Das ist eine der wichtigsten Eigenschaften des Matrizehykts Gberhaupt!

Satz 5.12. (Rechenregeln)

Distributivgesetze A+B)-C=A-C+B-C
A-(B+C)=A-B+A-C

Homogenitat A-(A-B)y=(1-A)-B=A-(1-B)
Assoziativgesetz A-(B-C)=(A-B):-C
Transponieren A+B)T=AT +BT

(A-B)T =BT - AT (beachte die Reihenfolge!)

Einheitsmatrix E, -A=AundA-E, =A

Beweis. Ubungsaufgabe. ]

Matrizenmultiplikation ist i.A. nicht kommutativ, d.lA- B = B - C gilt i.A. nicht! Gegenbei-

spiel:
01‘11_01;&11_11‘10
10 01| |11 10| |01 01
> Beispiel 5.13 (Unsterbliche Hasen)Wir betrachten folgendes Modell der Entwicklung einer Ha-
senpopulation: Im ersten Lebensjahr sind Hasen noch niglatchisen. Wenn sie ab dem zweiten

Lebensjahr erwachsen sind, dann wirft jedes Hasenpaas jite ein Paar Junge. Annahme:
Hasen sterben nie!

Frage: Wie entwickelt sich die Hasenpopulation im Lauf ddné?
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Wir bezeichnen mig,, die Anzahl der Hasenpaare im ersten Lebensjahr (junge Hassh mit
b, die Anzahl der erwachsenen Hasenpaare, jeweils im Jahr Mumris gelten die Rekursi-
onsformeln:

1. a,,1 = b, : es gibt fur jedes im Jahm erwachsene Hasenpaar ein Paar Junge im nachsten
Jahr.

2. b,y1 = b, + a,: zu denn schon im Jahr erwachenen Hasenpaaren kommen im folgenden
Jahr noch die erwachsen gewordenen Junghasen hinzu.

il | _ o | & . 101
oo e ] meas (23]
Die Hasenpopulation im Jahrwird damit durch

ay _ AL an-1 _ A.A. an-2 _ _ an-1 a
e R b e Y

Weil die Hasen in unserem Model nicht sterben, ist es einfdiehEnwicklung auch auf andere
Art zu beschreiben: Wir fihren hier nur Buch tUber @esamtzahl ¢ der Hasenpaare im Jahr
n. Die Zahlb,, der im Jahm erwachsenen Hasen ist einfach die Gesamtzahlder Hasen, die
schon im Jahr zuvor da waren. Damit ergibt sich die Formel

In Matrixform ist also

beschrieben.

Ch+2 = Cy41 + Gy,

denim Jahn+1 kommen zu den,, .1 Hasenpaaren des Vorjahres noch die von den erwachsenen,
also schon im Jahrvorhandenen Hasepaaren geborenen Junghasen zu. Diefolges, cs, . . .

ist also vollstandig durch die Rekursionsformel und die &g vonc,, ¢, festgelegt. Die Rekur-
sionsformel I&sst sich auch als

Cn+1 _ 01 . Cn

Cii2 | |1 1 Cn+1
schreiben. Der Spezialfallh = ¢, = 1 heil3t auchFibonacci-Folge Jedesc, lasst sich auch
explizit durch die beeindruckende Formel

o= <<1+2v§>”_ (1_Z%>n>

definieren (siehe Beispiel 3.84). Das kann man auch mit iolukibern beweisen (Ubungsauf-
gabe).

> Beispiel 5.14 (Anwendung in Okonomie) Wir betrachten eine Anzahl von Giitern (Waren,
Dienstleistungen), durchnummeriert von 1 hisEinen Vektorx = (Xi,...,X,) deuten wir als
Mengenangaben fur diese Guter.

Durch einen x n-Matrix A = (a;;) beschreiben wir, wieviel von den jeweiligen Gltern begtoti
wird, um eines dieser Guter herzustellen. Der fiaeent a;; gibt an, wieviel von dem Gut mit
der Nummer bei der Produktion einer Einheit von Guterbraucht wird.
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Beispielsweise betrachten wir die Produktion von Staht. mdimmerieren in der Reihenfolge: 1
= Steinkohle, 2= Stahl. Dann besagt die Matpix

0 3
A:[O,l 0]

folgendes:

- Zur Produktion einer Tonne Stahl werden drei Tonnen Sagitgkbenotigt.

- Zur Forderung von einer Tonne Steinkohle werden 100 kgl @takorm der Abnutzung von
Geréaten) bendtigt.

In der Okonomie sind Modelle mit weitaus mehr Gutern gelnlicic, verwandte Matrizen wer-
den fur ganze Volkswirtschaften erstellt (mit einigen hemdeilen und Spalten).

Eine Fragestellung fur das obige Model: Wieviel muss pragttizverden, wenn 1000 t Stahl ver-
kauft werden sollen? Im einfachsten Beispiel oben missen 8@00 t Steinkohle bereitgestellt
werden, fur deren Forderung wiederum 300 t Stahl verbramehden, zu dessen Produktion 900 t
Steinkohle ndtig waren, zu deren Foérderung 90 t Stahl gebtaverden, zu dessen Produktion
270 t Steinkohle ... Insgesamt sind wir soweit schon bei 13@hl und 4170 t Steinkohle, und
es ist klar, dass sich die Rechnung im Prinzip beliebig &tz allerdings absehbar mit immer
kleineren, am Ende bedeutungslosen Mengen.

Etwas formaler: Unb € R”" zu verkaufen muss naturlidh produziert werden, aber zusatzlich
wird Abbenétigt, zur Produktion voAbwiederumA?b, zur Produktion vorA2b zusatzlichA3b,
und so weiter, insgesamt

X:=b+ Ab+A2b+...=ZA’<b.
k=0

Die exakte Bestimmung vox (ohne den Grenzwert zu berechnen) l&uft so:

b+ Ab+ A%b+ Alb+...
Ab+ A2b+ ASb +. ..

X
AX
X—AX = b

Also ergibt sich die gesuchte nétige Gesamtprodukti@ts Losung des linearen Greichungssy-
stems
(E, - Ax=h.

Nun geben wir einen Beispiel, wie die Matrixmultiplikatiam Graphentheorie angewandt sein kann.

In vielen Anwendungen tauchen die folgenden Probleme aefieBen sei ein (gerichteter oder un-
gerichteter) Grapl = (V, E) und eine naturliche Zali > 1. Fir zwei Knoten und | interessiert
man sich, ob es einen Weg vomachj der Langen gibt. ® Wenn ja, wie viele solcher Wege gibt es

8Matrizen wie

02 3
A:{0,1 0,1}

sind qualitativ plausibler (schlieZlich wird auch bei déal8produktion wieder Stahl verbraucht ...)
9Zur Erinnerung: EinWegvon u nachv in einem ungerichteten Fraphen ist eine Falge, . . . ,u; jeweils benachbarter
Knoten. Beachte, dass der Weg einen Knoten wie auch als smelKante mehrmals durchlaufen kann!
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insgesamt? Dazu kann man gut die Matrizenalgebra verwemdam nimmt die sogenannte “Adja-
zenzmatrix”A = (@;;) von G und berechnet ihra-te PotenzA". Wir missen aber zuerst definieren,
was die Adjazenzmatrix Uberhaupt ist.

SeiG ein Graph mit der Knotenmengé= {1,...,n}. Dienx n Matrix A = (a;;) mit

~_J 1 fallsiundj benachbart irG sind
Y| 0 sonst

heiRtAdjazenzmatrixon G. Ist der Graph ungerichtet, so ist seine Adjazenzmatrixrsgitrisch.

> Beispiel 5.15 Ein gerichteter Graph mit seiner Adjazenzmatrix:

2

o+ OO
O OO
[oNeN e
OFr OrF

> Beispiel 5.16 Ein ungerichteter GrapB mit seiner Adjazensmatril und die Produktmatrix? =
A-A

2
1 3 0110 2111
1010 , |1 211
A=111 01 A=l1130
: 0010 1101

Mit AY; werden wir den Eintrag in deften Zeile undj-ten Spalte vorA" bezeichnen:

A}; := Eintrag in deii-ten Zeile undj-ten Spalte vorA™

Satz 5.17.SeiG ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit den Knoten.Imund A = (a; ;)
seine Adjazenzmatrix. Sé{" die n-te Potenz vorA. Dann ist fir jede K i,j] <m

A; = Anzahl der Wege der Langein G voni nachj

Beweis. Wir beweisen den Satz mittels Induktion Ulmer

Furn = 1 ist die Behauptung trivialerweise erfiillt, denn es git= A und die Adjazenzmatrix zeigt
die Zahl aller Kanten, also aller Wege der Lange 1 zwischesi Kmoten an.
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Sei die Behauptung bereits fur alle Poten2énr = 1,...,n — 1 bewiesen. Nach der Definition der
Matrixmultiplikation ist der EintragA{; in deri-ten Zeile undj-ten Spalte vorA" = A- A1 genau

das Skalarprodukt désten Zeile vonA mit der j-ten Spalte vor&A" 1, d.h.
n o _ n-1
Al =D au Al
k=1

wobei dieA;* Koeffizienten der MatrixA*~* bezeichnen.

Fir jedesk,1 < k < m, ist nun der Summand; - A{;* genau dann von Null verschieden, wenn
aix = 1 gilt und demzufolge;y - A,’;_]Tl = A,’;_]Tl ist. Da nach Induktionsvoraussetzu»t‘rgjfl die Zahl
der Wege der Lange — 1 angibt, die vork nachj fuhren, und sich aufgrund der Existenz der Kante
(i,k) (a;x = 1) jeder dieser Wege zu einem Weg der Lang®ni nachj fortsetzen lasst, tragt der
Summandgy, - A,’jjfl genau die Anzahl der Wege der Lange {n — 1) = nvoni Uberk nachj zur
SummeA;}; bei. Da Uber alle Zwischenknotén(1 < k < m), summiert wird, gibtA?; wie behauptet
die Zahl samtlicher Wege der Langen, die inG voni nachj fuhren. m|

Eine der Grundaufgaben in der linearen Algebra fetlas Losen linearer Gleichungssysteme. Sind

ajr a2 ... aAip X1 b]_
Ap; dp2 ... Ay X2 b2
A= . . . X= 1. b=
anl Q2 ... Qun Xn b,
dann ist
AX=Db

eine pragnante Abklrzung fur d&eichungssystemmit n Unbekanten undn Gleichungen

A1 X1 + aXo+ -+ X, = b]_
A X1+ aXo+ -+ Ay X, = b2
QX1+ QpoXo + -+ A Xy = by,

Gesucht ist dann die Loésungsmenge aler R”, fir die diem Gleichungergleichzeitigerfullt sind.
Die wichtigsten Fragen uber lineare (wie auch Uber allgagetleichungssysteme sind:

- Ist Ax = b Gberhaupt |6sbar?
- Falls I6sbar, wieviele LésungendannAx = b hat?
- Falls I6sbar, wie kann man die Losungeron Ax = b finden?

Um diese (wie auch viele andere) Fragen Uber Matrizen zutlveaen, erwies sich das Konzep des
“Rangs” von Matrizen als sehr hilfreich.
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5.6 Rang einer Matrix

Sei A einem x n Matrix Gber einen KorpeF:

;. A2 ... A

dp1 a2 ... ax
A= | . )

Anl An2 ... Aun

Der Spaltenraunvon A ist der von der Spalten voA erzeugter Vektorraum
V={Ax:xelF"} CcF™

Der Zeilenraumvon A ist der von der Zeilen voi erzeugter Vektorraum
W= {yA:yeF"} CF".

Dann heil3t dimy{) derZeilenrangund dim V) der Spaltenrangvon A.

Eine wichtige Boebachtung ist, dass (nach Satz 5.1) deedeilm (bzw. Spaltenraum) unter folgen-
denElementartransformationeanverandert bleiben:

(i) Permutation von Zeilen (bzw. Spalten);
(i) Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile (bzywaBe) zu einer anderen Zeile (bzw. Spalte).

Aber vorsichtig: Permutation von Spalten (bzw. Zeilkahnden Zeilenraum (bzw. Spalten-
raum) verandern! Um das zu sehen, nehmen wir zum Beispidlldigx

010
A=[50 1)

und vertauschen die erste mit der zweiten Spalte:

, [1 00
%=150 1)

Dann liegt der Vektor (AL, 1) in den Zeilenraum voi aber nicht in den Zeilenraum voX'.

Trotzdem, man kann leicht zeigen (Ubungsaufgabe!), das®iuhensionendim(V) und dim{)
der Vektorraume auch bei der Permutationen der Spaltenweie Zeilen unveréndet bleiben. Diese
Eigenschaft erlaubt uns den folgenden Satz zu zeigen.

Satz 5.18. (Rang)Sei A einem x n Matrix GberRR. Dann gilt:
Spaltenrangh) = Zeilenrangf).

Diese Zahl heillRangvon A und ist mit rk(A) bezeichnet.
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Beweis.Induktion nachn. Basisn = 1 (nur eine Spalte) ist trivial: Der Zeilenrang wie auch der
Spaltenrang sind in diesem Fall beide gleich 1.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Behauptunglf@maatrizen mitn — 1 Spalten gilt. Ist die
gegebene MatriXA # 0, so kann man sie durch Anwendung der Elementartransfavneati auf die
Form

b 0 ... O

0

B =

: A

0
mit by; # O bringen: Durch Permutationen erreicht man zunabhst# 0 und annuliert dann die
restlichen Elemente der ersten Zeile und Spalte durch get&igAdditionen. Genauer addiert man
zunachst das—by;/b11)-fache der ersten Spalte zu deten Spalte [ = 2,...,n) und verfahrt dann
analog mit den Zeilen.

Bezeichnet man mN’ undW’ die entsprechenden Vektorraume fir die<{ 1) x (n— 1) Matrix A,
so folgt

dim(V) = dm(v’) + 1, dim(W) = dim(W’) + 1

und nach der Induktionsannahme dim) = dim(W’) folgt die Behaubtung. ]

Matrixmultiplikation erlaubt uns den Rang einer Matrix ansl charakterisieren:

Satz 5.19. Sei A einen x m Matrix Uber einen KorpeF. Dann ist rk@d) die kleinste Zaht fur die es
einen x r Matrix B und einer x m Matrix C mit A= B - C gibt.

Beweis. Ist der Spaltenrang voA = (a;;) gleichr, so gibt es Spalten, die alle verbleibenden Spalten
erzeugen. O.B.d.A. kbnnen wir annehmen, dass dies dienars$palten sind (sonst permutiere sie
entsprechend). S& dienxr Matrix die aus diesen ersterSpalten vonA besteht. Seiehy,....b, €

" die Zeilen vonB. Da firr + 1 < j < mdie j-te Spalte vorA eine Linearkombination der ersten
r Spalten sein soll, muss es einen Vektpe F” mit a;; = (b;,c;) geben. Isf < r, so gilt dasselbe
mitc; = (0,...,0,1,0,...,0), wobei die Eins inj-ter Position steht. Damit ist jeder Eintrag; von

A als Skalarprodukt zweier Vektoren ali¥s dargestellt:

a; = (bi.c;) (%)

Betrachten man nun die Vektorey,...,c;, als Spalten einer x m Matrix C, so kann man die
Bedingung §) als A = B - C schreiben. m|

Bemerkung 5.20. Satz 5.19 erlaubt uns den Rang mit Hilfe von Skalarprodukbeschreiben. Fur
eine Matrix A = (a;;) UberIF ist rk(A) die kleinste Zahk, so dass es Vektorewy € F” mit der
Eigenschaft;; = (v;,v;) zu den Zeilen und Spalten zugewiesen werden kénnen.

Die folgenden Eigenschaften des Rangs bezlglich der Naldition und Matrixmultiplikation sind
zwar nicht scharf, sind aber oft sehr nitzlich.
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Satz 5.21.1. SindA und B zwei m x n-Matrizen, so gilt:
rk(A) — rk(B) < rk(A+ B) < rk(A) + rk(B). (5.5)
2. Ist A einem x n-Matrix und B einen x p-Matrix, so gilt
rk(A) + rk(B) — n < rk(A- B) < min{rk(A), rk(B)} . (5.6)

Beweis. (5.5) folgt aus der Charakterisierung von Rang durch Skedalukt.

Zu (5.6): Der Spaltenrauthvon A- B ist eine Teilmenge des Spaltenraums ¥onind der Zeilenraum
von A - B ist eine Teilmenge des Zeilenraums vBn ]

Eine (quadratische!i x n Matrix hei3tsingulér, falls rk(A) < n gilt. Gilt rk(A) = n, so sagt man,
dassA einenvollen Ranghat; solche Matrizen nennt man auegulér. Eine nitzliche Merkregel ist:

Alist reguléar (hat vollen Rangy ausAx = O folgt x = 0.

> Beispiel 5.22 Jede Dreiecksmatrix

[a;r o+ % ... %

0 dpo  * R
A= 0 0 azz ... *

(0 0 0 ... a |

wobeia;; # 0 furallei = 1,...,nund mit= gefuhlten Eintrage aus beliebigen Zahlen bestehen,
hat vollen Rang.

5.7 Lo6sbarkeit der linearen Gleichungssysteme

Fur einem x n Matrix A Gber einem KoOrpeF, sei
ImA={Ax: xeF"} CcF™

der Spaltenraum voA. Man kann sich leicht tiberzeugen (Ubungsaufgabe!), dags éin Vektor-
raum inF" ist. Also ist das Gleichungssystefx = b I6sbar genau dann, wenn der Kibgientenvek-
tor b in diesem Vektorraum liegt. Das systemustiversellosbar, fallse A = ™. Das Gleichungssy-
stem isteindeutigldsbar, fallsAx = b fir genau eirx € F” gilt.

Satz 5.23. Fur einem x n Matrix Aist die GleichungssysterAx = b

1. lésbar < rk(A) = rk(Alb)
2. universell Iosbar—= rk(A) = m
2. eindeutig losbar—= rk(A) =n=m

10D h. der von Spalten aufgespannte Vektorraum.
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Beweis.Seienvy,. . .,V, die Spaltenvektoren voA.

Ax=Dbistloshar < IxecF"mitAx=Db
< bespany,...,v,)
< spanyi,...V,) =spanya,...,V,,b)
— rk(A) =rk(Ab).

rk(A) =m <= jeder Vektorb € R ist eine Linearkombination vow,...,v,
< AXx = bist universell I6sbar.

rk(A) =nundm=n & {vi,...,v,}isteine Basis vori"* = ™
< b lasst sich aufenau eindé\eise als Linearkombination
der Vektorervy,...,v, darstellen (Satz 5.5)
< AX = bist eindeutig l6sbar.

O

Korollar 5.24. Die Gleichungssystemx = b UberR hat entweder (i) genau eine Losung, oder (ii)
unendlich viele Losungen, oder (iii) keine Losung.

In dreidimensionallem RauiR?® definiert jede Gleichungx+ by +cz = d eine Ebené. Die Lésung
fur ein System aus 3 solchen Gleichungen ist genau der DehrohisE; N Ep N E3 der entsprechenden
Ebenen. Diese Ebenen kénnen sich schneiden in entwedéngind?unkt £ genau eine Losung),
oder (ii) in einer Gerade(unendlich viele Lésungen). Wenn die GeradgmE,, E;NEz undExNE3
parallel sind, dann gibt es keine Losung flir das System. Bas knan wie folgt veranschaulichen:

g

genau eine Loesung unendlich viele Loesungen keine Loesun

Lemma 5.25. (Farkas Lemma) Sei A einem x n Matrix Uber einen Kérper und € F”. Dann ist
die Gleichungssytendx = b lésbar < das Gleichungssystegi A = 0 keine Losung € F" mit
(y,b) = 0 hat.
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Beweis.

span@,b) = span@)

span@,b)" = span@) "

span@) ' \ span@,b)" =0

es gibt keiny mity" A = 0 und(y,b) = 0.

1101

O

Dieses Lemma hat eine interessante logische StrulkuP(x) < Yy =Q(y). D.h. irgenwas
gibt esgenau dann, weningenwas anderes nicht gibt! Solche Aussagen sind in dendmadtik
selten.

Is b = 0 der Nullvektor, so heil3t das Gleichungssyst&mn= b homogenDie Menge der Lésungen
des homogenen Gleichungssystefixs= 0 bezeichnet man mit Kek:

KerA={xeF" : Ax=0}.

Beachte, dass KeX ein linearer Unterraum voii” ist — ein solcher Vektorraum heil3t eafiner
Raum.

@ Istb # 0, so musdJ = {x € F" : Ax = 0} nicht unbedingt ein Vektorraum sein! Ist zum
Beispielb + b # b, so gehori + x nicht zuU:

AX+X)=AX+Ay=b+b#b.

Wie gross istKer A|? Diese Frage kann mit dem folgenden Satz beantworten.

Satz 5.26. (Dimensionsformel fuir lineare Abbildungen)Fir jedemxn Matrix A Giber einem Korpe
I qilt:
dim(KerA) + dim(ImA) = n. (5.7)

Beweis. Betrachte die durch (x) = Ax definierte Abbildung. : F~F™. Diese Abbildung istinear,
da fur allex,y € F" und A, u € F die GleichungL (AX + uy) = AL(X) + uL(y) gilt.

Ist ImL = {0}, so istF" = KerL und wir sind fertig. Nehmen wir also an, dass lm# {0}. Seli
Wi,...,W; € F mit s = dim(ImL) eine Basis von Ink, und nehmes Vektorenvsy,...,vy € F”
fur die gilt L(v1) = wa,...,L(vy) = w,. Sei auchu,...,u, € F" eine Basis von Kel; es gilt also
L(uy) = ... = L(u,) = 0. Es reicht zu zeigen, dag = {vi,...,V,,U1,...,U,} eine Basis vorF”
bildet. Wir miissen zeigem ist linear unabhangig, und spd)(= F".

BehauptungB ist linear unabhéngig. Betrachte eine beliebige Lineatkoation

N r
Z/livi + Zy]u] =0
i=1 j=1
Dal linear ist, gilt

=0
K r o~ s
0= Z/L‘L(Vi) + Z,UJ L(UJ) = Z/liwi
i=1 j=1 i=1
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Dawsg,...,w linear unabhangig sind, es folgy = ... = 1, = 0. Also istz;zl uu; = 0. Aber
V1,...,V bilden eine Basis von Kdr und sind deshalb linear unabhangig. D.h. es muss auch
... = uy; = 0gelten.

Behauptung: spal) = F". Nehmen wir einen beliebigen Vektare F". DaL(v) € ImL und die
Vektorenws,. . .,w, eine Basis von Ink bilden, kann mark(v) als ihre Linearkombinatiot (v) =
>°1_, ;w; darstellen. D4 linear ist, gilt

L(v) =D Aw; =) A;L(v;) =L(x)  wobeix = 37; 4;v;.
i=1 i=1
Da0= L(v)-L(x) = L(v—-x), liegt Vektorv—x in KerL. Da die Vektorerus,...,u, eine Basis von

KerL bilden, kann maw — x als ihre Linearkombinatiom — x = Y"7_; u;u; darstellen. Damit haben
wir den Vektorv als Linearkombination

S S S
V=X- Z,uiui = Z/liVi + Z#iui
i-1 i=1 i=1

der Vektoren au8 dargestellt undk € spanB) gezeigt. m|

Korollar 5.27. SeiA einem x n-Matrix Uber einem KorpeF. Dann ist die Mengé aller Losungen
des homogenen Gleichungssystefxs= 0 ein Unterraum vorR” mit dim(L) = n — rk(A).

Homogene Gleichungssysteme sind gut, um die lineare Unalmjiéeit bzw. lineare Abh&ngigkeit
von Vektorernvs,. . .,V, zu zeigen: Fasse die Vektoren als Spalten einer Mattxd schaue, welche
Losungenx das Gleichungssysterix = 0 hat. Jede Losung gibt uns eine Linearkombination der
Spalten, die gleict® ein muss. Also sind,...,v, linear unabhangig genau dann, wenn es keine
weitere Lésungen voAx = 0 aussex = 0 gibt.

5.8 Gaul3-Verfahren

Um die Losbarkeit voriAx = b zu bestimmen reicht es also die Rangs ¥amd (A|b) zu vergleichen.
Wie bestimmt man aber den Rang einer Matrix? Diese Frage keamleicht |I6sen, indem man die
Matrix in eine sogenannte “Zeilenstufenform” tberfthrt.

Eine Matrix Aist in einerZeilenstufenforimfalls sie die folgende Form hat:

0 ¥ ... %
0 ® ... %
0 ¥ ... %
A= 0 ® x ... x
0 0O ... 0
| O 0 ... 0]
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Die ®’s bezeichnen von Null verschiedene Matrixeintragevételementeund die mit«’s gefuhlte
Zone besteht aus beliebigen Zahlen.

Zum Beispiel
1 21 1 01 _— .
{0 0 3] und [ 0 0 3] sind in Zeilenstufenform,
1 2 3
[2 g ﬂ und | 4 5 6 aber nicht.
0O 7 8

Behauptung 5.28. Ist eine MatrixA in Zeilenstufenform, so gilt

rk(A) = Anzahl der Pivotelemente in A

Beweis.Seienvy,. . .,v, die Zeilen vonA mit Pivotelementen und sahvy + Aovo + ...+ 4,v, =0
eine Linearkombination. Da di§paltezu dem Pivotelement in der ersten Zeilesonst nur Nullen
hat, musst; = 0 gelten. Also giltiovo + ... + 4, v, = 0. Nach demselben Argument muss = 0
gelten, usw. Somit haben wir, dass die Zeign. . .,v, linear unabhéngig sind und damit muss der
Zeilenrang (und damit auch rRj) mindesteng sein. Andererseits, kann der Zeilenrang (und damit
auch rk(d)) nicht gré3er als sein, da alle andere Zeilen nur aus Nullen bestehen. ]

Die Uberfiihrung einer beliebigen Matrix = (a;;) in Zeilenstufenform geht folgendermafen vor:

1. Istin der ersten Spalte ein Eintrag0, so kann man die entsprechende Zeile durch Vertauschung
mit der ersten Zeile an die oberste Position bringen.

2. Danach addiert man Vielfache der ersten Zeile zu denfrfidigie, so dass Uberall sonst in der ersten
Spalte nur noch Nullen stehen.

3. Man wendet darauf das Verfahren auf die Matrix an, dietelmtswenn man die erste Zeile und
die erste Spalte streicht.

Wahrend der Uberfiihrung einer Matrix in einer Zeilenstédem erhalten wir (im Allgemeinen) eine
andereMatrix A’. Satz 5.1 sagt uns aber, dass der RangAbieibt dabeiunverandert

> Beispiel 5.29
1 3 -4
3 9 -2
A= 4 12 -6
2 6 2
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-2 Zo — 321
-6 73— 471
2| z2-374

=

OO OWOOoOOoOWOoONOW

10
10| zz3—- 2
10| zz— 2»
-4
10

QOO ORrR OCOORLN~WE

Deshalb ist der Zeilenrang, und deshalb auch der RankAwgirich 2.

Um eine L6ésung von Ax = b zu bestimmen, kann man nun folgendermal3en angehen — diefses e
ches Verfahren ist alGaul3-Verfahremekannt. Dieses Verfahren besteht aus folgenden dreitt&chri

Schritt 1: Forwartselinination Bringe die erweiterte MatrixA|b] zu einer Zeilenstufenform4’|b’].

Schritt 2: Losbarkeitsentscheidungiat mindestens eine Zeile vo#\]b’] ohne Pivotelement einen
Eintrag# 0 in der letzten Spalte (W), so ist rk(Alb) > rk(A) = r, und das Gleichungs-
system ist nicht I6sbar (siehe Satz 5.23). Ist das nicht diérg$o ist das Gleichungssystem
I6sbar und wir kbnnen den nachsten Schritt machen.

Schritt 3: RuckwartssubstitutiorDie zu Spalten ohne Pivotelemente gehdrenden Variabiehdse
freien Variablen Man I6st dann das Gleichungssystem nach den zu den Pivateten
gehorenderabhangigen Variablemus und bestimmt diese nacheinander in Abhangigkeit
von den freien Variablen.

> Beispiel 5.30

1 3 -4 3
3 9 -2|-11
[AIb] = 4 12 -6| -6
2 6 2(-10
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-2|-11 Zo — 321
-6| -6|zz-471
2|-10| zz -3z

10| -18 73— 2o
10| -16 | zn— 2

0 4| 24— 273

QOO O0ORrRPROOOROOORLNMMWEE
QOO WOOOWOOOWOoONOW
|
5
w

Ldsbarkeitsentscheidung: Das Gleichungssysfers: b ist nichtldsbar, dabs = 2 # 0 ist.

> Beispiel 5.31
1 -4 2 0] 2
2 -3 -1 -5|14
[AbI=1 3 7 1 5|16
0 1 -1 -1| 2

-4 2 0] 2
-3 -1 5|14 Zo — 221
-7 1 -5116|z3-37

1

2

3

0O 1 -1 -1| 2

1 -4 2 0] 2

0 5 -5 5|10|nez
0 5 -5 -5]10 Zp — 23
0 1 -1 -1| 2|z3-5%4
1 4 2 0] 2

0O 1 -1 -1| 2

0O O O 05 O

0O 0O O o050

Ldsbarkeitsentscheidung: Hier ist &)= 2 = rk(Alb), also ist das System losbar.

Ruckwaértssubstitution: Die freien Variablen simg und x4. Wir setzenxs = A, x4 = u und
erhalten

X2

2+ X3+Xg=2+A+pu
244X —2%3 =2+ 42+ A+ u) - 21 =10+ 22 +4u

X1
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Alle Losungen ergeben sich daher als

X1 10+ 24 + 4u 10 2 4
X2 | 2+A+u 2 |1 |1
s | = 1 o [Tt o
Xa M 0 0 1

5.9 Inversen von Matrizen

Einen x n-Matrix A heiRtinvertierbar, wenn es ein@ x n-Matrix A~! gibt, so dass:
At A=A -Al=E,.

A~ heiRRt dann diénversevon A.

Lemma 5.32. (Eigenschaften von Inversen)

(A1)t = A Inversion ist involutorisch
(A-B)1=B1. Al Inverse eines Produkts (beachte die Reihenfolge!)
(AT = (AH)T Inverse der Transponierten
= Transponierte der Inversen

Ainvertierbar < rk(A) =n < ausAx =0folgtx =0

Beweis. Die erste Eigenschatt ist trivial: multipliziere beide ®aimit A~

Um die zweite EigenschaftA- B)™! = Bt . A~ zu zeigen, benutzen wir einfach die Definition von
(A-B)1: das muss eine Matrig (falls eine solche existiert) mit der Eigenschaft)C = C(AB) =
E sein. FallsA~1 und B! existieren, so kann mad := B~1- A~1 nehmen.

Die dritte EigenschaftAT)~! = (A™1)7 ist wieder trivial.

Ist rk(A) = n, so bilden die Spalten voA eine Basis vort”. Deshalb hat das Gleichungssystem
A- X = B eine LossungX flur beliebigen x n Matrix B, und damit auch fuB = E. Ist nun A
invertierbar, so folgt aus Satz 5.21(2): B(> rk(A- A1) = rk(E) = n. m|

Die inverseA™! einern x n Matrix A (falls sie iberhaupt existier) kann man mit dem sogenannten
Gaul3-Jordan Verfahrehestimmen.

Schritt 0: A mit EinheitsmatrixE nach rechts erweiterA — [A|E].

Schritt 1: Vorwartselimination mit elementaren Zeilenommiungen bis zur Zeilenstufenform links
von |

Schritt 2: Invertierbarkeitstest

Fall 1. Links von| steht eine 0 in der Hauptdiagonale
= Aist nicht invertierbar, fertig.
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Fall 2. Links von| steht keine 0 in der Hauptdiagonale, dann

Schritt 3: Ruckwartselimination mit elementaren Zeilefiommungen bis links die Einheitsmatrk
steht. Rechts vohsteht danmA™.

Vorw. Rueck. i
A E —_— —LLLI_‘ — E A

Das Verfahren sieht irgendwie “magisch” aus — warum soll ardeedie Inverse rechts voistehen?
.., X, die

Fur gegeben@ x n Matrix A, gesucht ist ein@ x n Matrix X mit A- X = E. Sindxg,.
Spalten vonX, so miissen wir die Gleichungssysteme

1 0 0

0 1 0
AX]_ - ’ AX2 - . ’ ’ AXX =

0 0 1

l6sen. Und das GauR—Jordan Verfahren Iost einfach dieseh@fegssystemsimultart Da am Ende
links von | die Einheitsmatrix steht, missen die Spalten der rechteistien Matrix die gesuchten

Lésungen, d.h. Spalten vot = A sein.

> Beispiel 5.33 Gesucht ist die Inverse zu

1 2
3 4

Az [
A mit EinheitsmatrixE nach rechts erweitern:

1 2|1
3 4

o
= O
1

Ziehe 3-faches der ersten Zeile vonZzile ab:

1 2 10
0 -2 -3 1

{l 2‘1 O}
3 1
0113 -3

Ziehe das 2-fache der Zeile von der ersten ab:

Teile 2 Zeile durch-2:

[1 0| -2 1]
3 _1
0 1] 3 -3
Also ist
Al= ‘§ iL dielnversezu A= | & 2
> -3 3 4
2 T2
Probe:
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> Beispiel 5.34 Gegeben sei die Matrix

Gesucht ist eine MatriX mit
1

A-X=E=1|0
0

o r o
= O O

Schritt @ A mit Matrix B nach rechts erweiterrA — [A|E].

Schritt 1 Vorwartselimination mit elementaren Zeilenumformundsa zur Zeilenstufenform

links von |

2 0 1 1 0 O

31 2 0 1 0|-3/27
01 1 0 0 1

2 0 1 1 0 O

01 12}-3/2 1 O

01 1 0 0 1 -2
2 0 1 1 0 O

01 12}-3/2 1 O

0 0 12| 32 -1 1

Schritt 2 Invertierbarkeitstest. Links vohsteht keine 0 in der Hauptdiagonate= A st inver-
tierbar.

Schritt 3 Ruckwartselimination mit elementaren Zeilenumformundpés links die Einheitsma-
trix E steht. Rechts vohsteht dannA™.

1 1 0 O
Yy2,-32 1 0| -z
2, 32 -1 1

1 0 0]-2z

-1 2 -2|.12

=
cogor
w
~
N
|
=
=

=2
N
w
~
N
|
=
=
N

O rIOONMNOODNMNOCODN
O OoOFr,r OOk Oor o

o} -1 1 -1
o} -3 2 -1
0 0 1 3 -2 2

Jetzt steht auf der linken Seite die Einheitsmatrix, alsbtedie Losung

-1 1 -1
Al=]-3 2 -1
3 -2 2
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5.10 Orthogonalitat

Die Vektorenx undy hei3enorthogonal falls (x,y) = 0 gilt. Wenn A C V eine Teilmenge eines
VektorraumsV ist, dann ist

At ={xeV : (xy)=0furalley € A}

dasorthogonale Komplemenbn A.

Satz 5.35.Fur alle A C V ist A* ein Vektorraum.

Beweis. Ubungsaufgabe. ]

SeiV ein endlichdimensionaler Vektorraum UBRrund seivy,...,V, seine Basis. Die Basis heil3t
orthonormal wenn

ST 00 fallsio# .
In anderen Worten eine Basis ist orthonormal, wenn seinéoviek die Lange 1 haben und senkrecht

zu einanderem liegen. Die Frage, ob jeder endlicherzeuggktorraumV eine Orthonormalbasis
bezitzt lasst siclpositivmit folgendem Satz beantworten.

Satz 5.36. Jeder endlicherzeugter Vektorraum besitzt eine Orthoaltrasis.

Dies ist eine direkte Folgerung aus dem folgenden Satz.

Satz 5.37. (Gram—-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahrepn SeiwW c V ein Unterraum vorv und
Wi1,...,W,, Orthonormalbasis vow. IstW # V, dann gibt es ein € WT, so dassvs,...,W,,,V eine
Orthonormalbasis von spany{,...,w,,,V) ist.

Beweis.Wahle zuert einen beliebigen Vektar V \ W, setzel; := (a,w;) und betrachte den Vektor

Dafir jededg € {1,...,m} qgilt:

<b’Wio>

Il
0
2
|
[]:
>
=
2
Il
0
=
>
s
s
O

<a’Wio> - <a’Wio> =0,

der Vektorb auf allenws,. . .,w,, senkrecht steht (und damit sind die Vektoren...,w,,, b linear
unabhangig (siehe Aufgabe 36), und Vektos ﬁ leistet das Gewtinschte. ]
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Satz 5.38. Seivy,. . .,V, eine Orthonormalbasis voh. Dann gilt fir jedex € V:

n
X = Z(x,vi>vi.
i-1

Dieser Satz erklart, warum ist es gut, eine Orthonormadbasi . .,v, zu haben: Dann kann
man namlich sehr einfach die Kidienten der Koordinatendarstellung von Vektorer V
bezliglich dieser Basis bestimmen!

Beweis.Seix = Y ; 1;v; die (eindeutige, siehe Satz 5.5) Darstellung xoDie KoefizientenA;
sind dann leicht zu bestimmen:

X,V;) = /liivi\’,viz-’- Z/lj éVj,ViZ =
-1 J#i :6

O

SeiV ein Vektorraum. Eine Teilmendé C V hei3tUntertraumvonV, falls U selbst ein Vektorraum
ist.

Satz 5.39.IstU C V ein Unterraum, so gilt
dim(U) + dimU~) = dim(V)
und jeder Vektor € V lasst sicheindeutigals die Summe
V=U+W mitu € U undw € U+

darstellen. Vectou = v — w heisst dann di@rthogonale Projektionvon v aufU und ist mitu =
proj;, (v) bezeichnet.

Beweis.IstU = {0} oderU =V, so ist die Aussage trivial. Nehmen wir deshalb an, ¢@sg U C V
ein echter nicht trivialer Unterraum vanist. Sei{uy, .. .,u,} eine orthonormale Basis vah. Wende
das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren an umditare sie bis zu einer othonormalen Ba-
sis{us,...,U,,V1,...,Vs} vonV. Wir behaupten, dass daBn= {vs,...,Vs} eine (auch orthonormale)
Basis vonJ- ist.

Zu zeigenU~* C span). Istx € U+, so gilt

=0 s s

r ~ 3
X = Z?x,uﬁu,- Y (Vv =D (V) v
i=1 j=1

J=1

Zu zeigen:B ist unabhéangig. IsEj.:l A;v; =0, soqilt fir jedes = 1,...,s

0= <O,V,’> = Z/lj <Vj,V,'> =A; <Vi,Vi> = A;.
j=1
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U={(©y):y in R}

; U={(x0):xin R}
u

Abbildung 5.2:u = proj;, (v)

Projektionen haben die Eigenschaft, dass proj;, (v) derjeniger Vektor inJ ist, der diekleinste
Abstand zu Vektow hat.

Satz 5.40.SeiU C V ein Unterraumy € V undu = proj;, (v). Dann gilt: ||v — x|| > ||[v — u]| fur alle
xeU,x #u.

Beweis.Dau = proj;, (v), muss es einv € U+ mit v = u + w geben. Dies bedeutet insbesondare,
dass der Vektov — u = w in U+ liegen muss. Andererseits, liegt der Vektor x in U, da beide
Vektorenu undx in U liegen. Damit wissen wir, dass die Vektorer u undu — x orthogonal sind,
d.h.¢<v —u,u - x) = 0 gilt. Mit der Anwendund des Pythagoras-Theorems erhalien
IV =X = 1I(v = u) + (u=x)|?
= ||v—=ull?+ |Ju - x||? (Pythagoras)
> |lv—ul? (dax # u)

O

IstU C F" ein Unterraum, so wissen wir bereits (siehe Satz 5.39), j@aes Vektorv € V sich
eindeutig als die Summe
V=U+W mitu € U undw € U+

darstellen lasst. Der Vector= v — w heisst dann dierthogonale Projektiorvon v aufU und ist mit
u = proj; (v) bezeichnet. Nun wollen wir die Projektionen auch berenhki@nnen. D.h. wir wollen
eine Matrix A finden, so dass prgj(v) = Av gilt.

Satz 5.41. Fir jeden Unterraurtd C F” gibt es einen x n Matrix A, so dassA = AT (Aist symme-
trisch), AA" = A (Aist idempotent) und fiv € F”

projy, (v) = Av
gilt.

Beweis.SeiB = [by,...,bt] mit k = dim(U) die n x k Matrix, deren Spalteibs,...,b; eine Basis
vonU bilden. Betrachte die folgendex n Matrix

A=B(B"B)!B.
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Aus (X-Y)T =YT.XTund (XT)" = X folgt, dassA eine symmetrische und indempotente Matrix
ist.

Sei nunu = proj;, (v). Dann gibt es ein (eindeutiger) Vektare U™ mit v = u + w. Wir kdnnen den
Vektor u als eine Linearkombination = Bx = Zf.‘zl X;b; der Basisvektoren darstellen. Wir wollen
den Vektorx = (Xy,...,X;) der Kodtfizienten bestimmen. Da= u + w, wissen wir, dass

k
V= (Z Xibi> + W
i=1

gilt. Wir betrachten nun die Skalarprodukte wvomit Basisvektoren:

>~
=~

(bj,v) =D xi (bjbi) + (bj,w) = > xi (by.by)

i=1 i=1

In der Form von Matrizen konnen wir dies als

(by,b1) (bg,bp) - (bg,by) X1 (by,v)
(b2,b1) (bo,bp)y ---  (boby) X2 | (b2,v)
(br,b1) (br,bzy -+ (bg,by) Xk (br,v)

umschreiben. Dies ist in der Form
(B"B)x=BTv.

Da B undv gegeben sind, reicht es diesen Gleichungssystem auflossen. Da die Spalten vah
linear unabhéngig sind, hat die Matiix= BT B den vollen Rank. (Warum? Ubungsaufgabe!) Damit
ist diese Matrix invertierbar und wir kdnnen das Gleichuweygsem oben nackauflossen, indem wir
beide Seiten mi€~1 = (BTB)~! multiplizieren

x=B(B"B) BT -v=A-v.
Zusammen miti = Bx folgt daraus die Behauptung:

proj,; (V) =u = Bx = B(B"B)'B"v = Av.

5.11 Determinanten

In diesem Abschitt betrachten wir nur quadratische Matrizeh.n x n-Matrizen. Mit jeder solchen
Matrix A kann man eine Zahl — sogenannte “Determinante’Adiet Verbindung bringen. Se, die
Menge aller Permutationen: {1,2,...,n} - {1,2,...,n}. Ist

ajr A2 ... aip
Ap; Ay ... Qayu

A1 A2 ... Qup

© 2003 by S. Jukna



286 KAPITEL 5. LINEARE ALGEBRA

einen x n-Matrix UberF, und inFF gilt 1 + 1 # O, so ist ihreDeterminantedetA definiert durch:

detA = Z o (m)a (@) - - A (n) (5.8)

eSSy,

wobeio () das Signum+{1 oder—1) von H1<i<j<n(7f(j) — n(i)) ist. Die Determinante kann man
auch rekursiv wie folgt ausrechnen:

n=1. detA:=a;
n>1 detA:=) (-1)*"a. - detAq (Entwicklung nach der 1. Spalte)
k=1
Hier ist A¢; eine (— 1) x (n — 1)-Untermatrix vonA ohne ersten Spalte urkdten Zeile.
Die Determinante voi\ bezeichnet man mit

aj; A2 ... aAip

Ap; Ay ... Ay
detA=| . ) )

Au1 2 ... Qun

Zum Beispiel, istA = [a,b mit Spaltena = [ :1 } undb = { by ],so ist
2

b,
ar by a by
det =
[ a b } a b
die Determinante voa undb. Die Vektorena undb sind genau dann linear abhéngig, wenn sie auf

einer Geraden liegerkglinear sind). Anderenfalls spannemb ein Parallelogramm auf; dieses hat
die Flache

= ajhy — apby

F =llall- h=all - |Ib]| sina
wobeia der Winkel zwischerm undb ist.

t=1lb Il cosbr )

Wenn wir nun das Quadrat vdn betrachten, erhalten wir:

F2 = Jla®-|Ib||?-sifa = ||al|?- ||b]|?- (1- cog @) (Pythagoras)
b)?
= Jlal?- b2-<1—L> 5.4
llall? - [Ib] o) 64

= |lall®- Ibl|* - (a,b)?
= (a2 +ag)(b: + b3) — (auby + axby)?
= (aghy — aghy)?.
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Also ist F = | det @ b)|. Fazit: Determinante vor gibt uns die Flache des von den Spalten von
ausgespannten Parallelogramms. Daraus folgt auch:

det@b) =0 < aundb linear abhéngig sind.

Behauptung 5.42. SeienA, B beliebigen x n-Matrizen undk eine Einhatsmatrix. Dann gilt:

detE = 1.

detA = 0, wennA eine Nullzeile enthalt.

det1 A = 2" detA.

detA” = detA.

EntstehB ausA durch Vertauschung zweier Zeilen oder zweier Spalten, Iso gi

ok W N =

detB = — detA. (5.9

6. 2detA- B = detA- detB.
aDie “Regel” detA + B = detA + detB ist fir n > 2 falsch!

Die ersten vier Eigenschaften folgen unmittelbar aus déinidien 5.8. Die letzten zwei sind weniger
trivial.

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Determinante ietlihearitat.

Satz 5.43. (Linearitat von Determinanten) Die Determinante ist linear in den Zeilen, d.h. wenn wir
dier-te Zeile als Vektol; = (a;1,. . .,a;,) abkirzen und wena; = Ab; + uc; ist, so gilt

det| Ab; + uc; | = Adet| b; | + udet| ¢

wobei hier die Punkte andeuten sollen, dass dieser Teil des Vektors bei der Reghmwverandert
bleibt. Dasselbe gilt auch fur Spalten.

Ist die Matrix A bereits in einer Zeilenstufenform

ajp  * * R

0 gk Lo %
A=|0 0 a3 *

(0 0 0 ... aum |

dann gilt dfensichtlich:
detA=aj1-az--- a,,.

Eine natlrliche Frage deshalb ist, ob (und wenn ja, dannsiél)die Determinante verandert, wenn
man die Matrix mit Hilfe von Elementartransformationen meg Zeilenstufenform tberflihrt?
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Elementartransformationen sind zwei: (i) Permutation ¥&ilen und (ii) Addition eines skalaren
Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile. Wir wissereit® dass die erste Transformation nur
die Vorzeichen der Determinante verandern kann: Ent&etisA durch Vertauschung zweier Zeilen
oder zweier Spalten, so gilt dBt= — detA. Was aber mit der zweiten Transformation? Uberaschen-
derweise ist diese (zweite) Transformation noch harmfo&e verandert nicht mal die Vorzeichen!

Satz 5.44. EntstehtB ausA durch Addition einer mit multiplizierten Zeile zu einer anderen, so gilt
detB = detA.

Beweis. Sei A einen x n Matrix. Da durch das Transponieren einer Matrix Spalteneilefi umge-
formt werden und deA™ = detA gilt, geniigt es den Spaltenfall zu betrachten.

Wird ein A-faches deij-ten Spaltea; zu deri-te Spaltes;, i # | addiert (also wirdy; durcha; + 1a;
ersetzt), so erhalt man die Matrix

A =lag,....,a +18;,...,8;,...,8,]

Aufgrund der Linearitat (Satz 5.43) kann die Determinanifgeteilt werden in

detA’ detfay,....&;,...,a;,...,a,] +detfa,...,1a;,...,a;,...,8,]

detA+ Adetfa,....a;,...,8;,...,3,]

Die zweite Matrix enthalt zwei identische Spalten und hatis®eterminante Null. Warum? Da nach
(5.9) muss ja
detfay,...,a;,...,8;,...,8,] = —detfas,...,a;,...,a;,...,a,]

gelten. m|

Als Korollar bekommen wir einen einfachen Algorithmus zwr8chnung der Determinante.

Korollar 5.45. Wird einen x n Matrix A = (a;;) durch Elementartransformationen mit insgesamt
Zeilenvertauschungen zu einer Dreiecksmalix (b;;) gebracht, so gilt
detA= (1) b1 - bpp- - - by
Insbesondare gilt fir den Betrag:
| detAl = |byg - bp2 - - - byl
Im Falle einer singularen MatriA (rk(A) < n) enthalt die ZeilenstufenforrB = (b;;) wenigstens

eine Null an der Diagonalleb{; = 0 fir mindestens eii). Damit erhalten wir den folgenden Singula-
ritétskriterium:

Korollar 5.46.
detA=0 < rk(A) <n

INur um die Schreibweise zu vereinfachen.
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Ausser das Determinanten die Singularitéat bzw. Regutaillid#é Matrizen wiederspiegeln, kann man
sie auch fur die Losung linearer Gleichungssystem&n= b mit regularen Ko#izientmatrizenA
benutzen. In diesem Fall existiert fa! und Ax = b ist dann universell und eindeutig I6sbar und die
Lésung istx = A 1b.

Satz 5.47. (Cramer'sche Regellst A eine reguléren x n-Matrix, so werden die Komponenteq
der eindeutig bestimmten Losung véx = b gegeben durch

~ detA(b)
"7 detA

wobei A; (b) die durch ersetzen detten Spalte vorA durchb enstandene Matrix ist.

5.12 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition: Sei A einen x n-Matrix UberR. Ein Skalara € R ist ein Eigenwertvon A, falls es ein
Vektorx € R” mit x # 0 und Ax = Ax gibt; der Vektorx selbst heil3Eigenvektorzum Eigenwertl.

Wegenix = 1Ex kann man das Systedx = Ax auch in der FormA — AE)x = 0 mit

a1 — A4 a2 R a1
aoy ao—A ... auX,
A-AE = . .
an, ;2 R

schreiben.

Man kann leicht zeigen (siehe Aufgabe 41), dass Eigenvektpu verschiedenen Eigenverten linear
unabhéangig sein missen. Daraus unmittelbar folgt, dagsjedernx n Matrix h6chstens verschie-
dene Eigenwerte gibt. (Warum? Siehe Korollar 5.8)

Um Eigenverte einen x n Matrix A zu bestimmen, kann man Determinanten benutzen. Namlich, is
A Eigenwert vonA genau dann, wenn die Gleichungssystei+-(1E)x = 0 eine nichtriviale Lésung
x # 0 hat, und das ist genau dann der Fall, wenn

det(A—-AE) =0 (5.10)
ist (siehe Korollar 5.46). Das Polynom
p(1) = det (A- AE) (5.11)

hei3t dascharakteristischen Polynom®n A. SindA4,...,4, die Eigenwerte vorA, so sind sie die
Nullstellen dieses Polynoms und es gilt

det(A— AE) = (=1)" (1 = A1) - (1 = A,). (5.12)

Daraus ergeben sich einige Verbindungen zwischen Eigéeweand der Determinante wie auch der
“Spur” einer Matrix. DieSpur(engl. “trace”) einen x n Matrix A = (a;;) ist die Summe

Tr(A) = Z ;i
i=1
der Diagonalelemente.
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Satz 5.48.Ist A einen x n Matrix mit Eigenwertemy,. .., 4,, so gilt:

detA

|
=
los

Tr(A)

Il
NIRRT
ot

Beweis.Um die erste Gleichung zu erhalten, setze einfach0 in (5.12).

Um die zweite Gleichung zu beweisen, schreibe die rechte Sen (5.12) als ein Polynom (in)
und beachte, dass der Kbeient zua~1 ist gleich

1D i =17 - A = (F) A+ o+ ),
wobei das Koffizient zu1"~t in det (A— AE) ist gleich 1) (ai1 + ax + ... + 8,p). O

Da wir uns nur tber Nullstellen des charakteristischen iatys det A — AE) kimmern, reicht es die
Matrix A— AE zu einer Zeilenstufenforr® = (b;;) zu reduzieren (Anzahl der Zeilenvertauschungen
ist dabei uns absolut unwichtig!) und die Gleichung

b11-bp2---b,, =0

nachA auslésen. Da de®y— AE) ein Polynom (mit1 als seine Variable) des Gradesst, so kannA
hochstens verschiedene Eigenwerte haben. (Wir haben diesen Faktdeben erwahnt.)

> Beispiel 5.49
3 -1
e
det(A— 1E) = ‘3_‘11 3_-14 ':(3—/1)(3—/1)—(—1)(—1):(/12—6/1+9)—l
= (1-2)(1-4)

Somit sind2 = 2 undA = 4 die Losungen von def— AE), also - die Eigenwerte voA.

> Beispiel 5.5Q
011 -2 1 1
A=|{1 0 1}, A-1E=| 1 -1 1
110 1 1 -2

Um | det (A — AE)| auszurechnen, transformieren wir die Mathx- AE auf einer Zeilensten-
form. Zuerst vertauschen wir die 1. und 3. Spalten :

1 1 -2

1 -2 1
-4 1 1
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Danach ziehen wir die 1. Zeile aus der 2. Zeile und addierem eache von der 1. Zeile zu der

3. Zeile:
1 1 -1
0 -2-1 A+1

0 A1+1 -212+1

AnschlieRend addieren wir die 2. Zeile zu der 3. Zeile unélkeh die Matrix, die bereits in einer
Zeilenstufenform ist:

1 1 -1
0 -1-1 A+1
0 —“2+2+1

Daraus ergibt sich die Gleichung:
|det(A— AE)| = |1- (1 + 1) (-2 + 1+ 2)| = 0.

Aus dieser Gleichung erhalten wir, dass die Matixlie beiden Eigenwertel und 2 besitzt,
wobei-1 zweifacher Eigenwert ist.

Zwein x n MatrizenR ynd S hei3endhnlich falls es eine invertierbare MatriR mit
R=P ISP

gibt.

Satz 5.51. Ahnliche Matrizen besitzen denselben Spektrum, d.h. diadda ihrer Eigenwerte sind
gleich.

Beweis.

detR—1E) = det(PlSP-aPlp)
= det(P}(S-1E)P)
= detP!.det(S- AE) - detP
= det(S— AE) - det P1P)
= det(S- AE).

O

Eine Diagonalmatrixist einen x n Matrix D = (d;;) mit d;; = O fur allei # 0, d.h.D = E - d mit

d = (d11,d22,...,d,n).

Eine n x n Matrix ist diagonalizierbar falls sie zu einer Diagonalmatrix &hnlich ist. Solche Matr
zen sind gut, da sie hanbare Dartellungen haben. Leideictst jede Matrix diagonalizierbar. Daflir
braucht man, dass Eigenwerte linear unabhéngig sind. Dentgitoren zu verschiedenen Eigenver-
ten linear unabhangig sein missen (siehe Aufgabe 41)tresctfir die Diagonalizierbarkeit), dass
alle Eigenwerte verschieden sind.

Satz 5.52. Sei A einen x n Matrix. Sind die Eigenvektoren voA linear unabhangig, so it& diago-
nalizierbar.
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Beweis.Sei A einen x n Diagonalmatrix, deren Diagonaleintrdge die Eigenwaste .., 1,, von A
sind, und seV = [va,...,V,] die nx n Matrix, deren Spalten die Eigenvektoren sind. A = A,V;
fur allei folgt

AV = A-[vy,...,.Vu] =[A1V1,.. ., 4, Vu] = [V1,...,Vu] A=V - AL

Die inverseV ! existiert genau dann, wenn iKY = nist, d.h. wennvy,...,v, linear unabhangig
sind. Und in diesem Fall haben wir= V~1AV. O

Mit der Induktion kann man leicht zeigen, dass
A = VARV

fur alle k = 0,1,... gilt. AuRerdem istA* eine Diagonalmatrix mift%,. .., A% auf der Diagonale.
Diese Beobachtungen geben uns eine geschléf3ene Form Riotdiezers, .

5.13 Einige Anwendungen des Matrizenkalkuls

Im diesen Abschnitt werden wir auf ein paar Beispiele derti@ien, wie Matrizenkalkil in manchen
Situationen helfen kann.

5.13.1 Matrizenkalkil unf komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen bilden einen Ring, indem die Gleichudg= —1 eine Lésung = V-1 hat, d.h.
i2 = —1 gilt.

Tatséchlich kennen wir schon einen anderen FRny dem die Gleichung? = —1 I6sbar ist! Das ist
der Ring von 2x 2-Matrizen mit tiblichen Matrizenaddition und Multiplikah. Setzen wir nun

| 0 -1
o 1 0
L 10
E = [0 1}
so erhalten wir
|2—0_1-0_1—10—E
|1 o0 1 0| |0 1| —
Der RingR enthalt zwarR nicht direkt, aber die MatrizeaE = gg mit a € R verhalten sich

beim Rechnen wie die reellen Zahlen selbst, ¢&lz : a € R} ist ein zuR isomorpher Unterkorper
in R. FUr diesen konkreten Ring besteht also die vorhin ausgewéhlte Teilme@ggenau aus allen

Matrizen
a -b
aE+ bl = [ b a ]

mit a, b € R. Mit der IndentifikationE — 1 undl — i sind wir wieder bei der Ublichen Schreibweise

) a -b
a+|br—>[b a}
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Wozu ist diese Matrixdarstellung der komplexen Zahlen @i&?erleichtert die Additions- und Mul-
tiplikationsregeln solcher Zahlen zu erinnern:

a -b N c —d

b a d c

[ a+c —(b+d) }

(a+ib) + (c+id)

b+d a+c
(a+c)+i(b+d)

HEI Rt

[ ac—bd —(ad+ bc) ]

und

(a+ib) - (c+id)

ad + bc ac- bd
(ac—bd) +i(ad+ bc)

Ist die komplexe Zah = a +ibalsz = aE + bl = [ a

b _2 ] dargestellt, so stellt die Matrix

z:=aE-bl = [ a b}
. - a -b .
die konjugierteZahl dar. Istz = [ b a],so ist

a_ _b_ -
7= | Ef _ 7z
_|Z|2 | |Z|2

mit |z = Va2 + b? die multiplikative Inverse vorz, da

- b A 0 -1
Z‘21:|: a :| |ZL 1] :|: :|:|
-b a “ZE T 1 O

5
™

~N
ol

5
Nl

N
Nl

gilt.

5.13.2 Diskrete Fourier-Transformation

Wie kann man zwei Polynome vom Gradiber einem KoérpelF moglichst schnell multiplizieren? Es
ist klar, das€O(n?) arithmetischen Operationen reichen aus. Geht es abeeltatthAuf dem ersten
Blick sollte es nicht gehen, da jedes Paar von fkeenten multipliziert sein muss. Wie wir bald
sehen werden, triigt der Schein! Wenn man diese Frage geaas@raut, reichen sog@nlogn)
Operationen vollkom aus!

Zunachst machen wir ein paar Bemerkungen tber Polynome.

1. Jedes Polynoma(x) = ag + aiX + axx? + --- + a,_1x" " kann man als Ka@zientenvektor
a = (apg,ay,...,a,_1) betrachten. Damit ist fiir jedese F der Werta(x) nichts anderes als das
Skalarprodukt des Kdkzientenvektora mit dem Potenzenvektor = (1, x, X2, .., x"‘l).
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2. Jedes Polynoma(x) vom Gradn — 1 ist durch seine Werte, = a(x1),...,y, = a(x,) auf
beliebigenn verschiedeneRunktenxy,. . ., x,, eindeutigbestimmt.

Das Ziel der sogenannten “diskreten Fourier Transformaist das Rechenen mit Polynomen durch
effiziente Matrix-Operationen zu ersetzen. Man will nahmliaireen x n Matrix M,, bestimmen, so
dass

1. Die Matrix-Vektor ProdukteM,, - x und M - x viel weniger alsn? arithmetische Oprationen
brauchen.

2. Firein Polynona(x) = ag + a1X + axX? + - - - + a,_1 X" Listy = M,, - a die Auswertung

y1 = a(xl),yz = a(Xg),. s ¥Vn = a(x,,)

von a(x) aufn verschiedeneRunktenxy,. .., X,.

In der diskreten Fourier-Transformation wahlt man diesalwungspunkte;,. . ., X,, sehr spezifisch
aus. Man nimmt n&dhmlich die sogenanmidge Einheitswurzelnd.h. die Losungen der Gleichung
X" =1 UberF.

Eine primitive n-te Einheitswurzekt eine Zahlw,, € F \ {0}, so dassv)! =1 undwﬁ # 1 fur alle
k=12,...,n-1qilt.

> Beispiel 5.53 Der KorperF = R der reelen Zahlen hat nwl als Einheitswurzeln, weil aug' = 1
auch|x| = 1 folgt.

> Beispiel 5.54 In dem KorperC der komplexen Zahlen sind die primitivete Einheitswurzeln
genau die Zahlen?,w?,. .. ot mit

2in 2rk . . 2«
w, = €n =CoS— +isin—.
n n

Die Wertew?,w?,. . .,w" ! liegen auf dem Einheitskreis und bilden beziiglich der Npiikation
eine Gruppe mit Elementen. Die Abbildung 5.3 zeigt die primitive 8-te Eiitberurzelwg :=
e’s" und ihre Potenzen. Man rechnet leicht nach, dass i eine primitive 4-te Einheitswurzel
ist.

> Beispiel 5.55 IstFF = I, einendlicherKorper mitqg Elementen, so gibt es (nach dem sogenannten
Satz von Artin) eine primitiver-te Einheitswurzel genau dann, wemein Teiler vong — 1 ist.
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Abbildung 5.3: Die primitive 8-te Einheitswurzel

Lemma 5.56. Seiw,, eine primitiven-te Einheitswurzel in einem Korpét.
1. Die Zahlen lw,,w?,...,w" ! sind verschieden und es gilt:

2 n-1 _
ltw,+w, +...+w,  =0.

2. Istd = ggT(k,n) der groRter gemeinsammer Teiler viomndn, so ist
wﬁ = Wn/d

eine primitive (1/d)-te Einheitswurzel. Insbesondare, dsf* eine primitiven-te Einheitswurzel.
3. Isn=2m, so gilt

k _ _, m+k
n

W, = —W,

furallek =0,1,...,m.

Beweis.Zu (1): Angenommen gebe esOs <r < n-1 mitw) = w),. Dann sollte auckw’ ™ =1
gelten, was aber unmaglich ist, dg # 1 furallek = 1,2,...,n - 1 gelten muss.

Da Z,’j;é wk eine geometrische Reihe ist, erhalten wir

n
k_wn_l_o
(l)n—w _1— .
k=0 n

Zu (2): Seim = n/d. Wegenn | kmhaben wir %)™ = 1. Nehmen wir an, dassof)’ = 1 fiir
einj € {1,...,m- 1} gilt. Dann mus | durchn teilbar sein und damit muss auck/@)j durch
m = n/d teilbar sein. Da abem = n/d und k/d teilerfremd sind, muss (nach Lemma 2.8) aych
durchm = n/d teilbar sein, ein Widerspruch.

Zu (3): Es gilt @k*™)? = (wk)? - (w)? = (W¥)?, daw? = 1 gilt. Weiter istwX*™ # wk, denn sonst
warew” = 1 was der Tatsache widerspricht, dasseine primitiven-te Einheitswurzel ist. Da die
Quadrate voX*™ undwk Ubereinstimmen, abes**™ # wk gilt, musswk*™ = —wk gelten.
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Man will nun ein gegebenes Polynom

a(X) = ag+ a1 X+ aX> + - + @, 1 X" !

auf n verschiedenen Punkten
1,a)n,wfl,. LW

auswerten, d.h. alle Werte
yi = a(wy,) i=01,...,n-1

bestimmen. Die Hauptidee der sogenanntieskreten Fourier-Transformatiomeriht sich auf der
Gleichung

a(x) = @even(X?) + X - ogd(X%) (5.13)
mit
Bever(X) = ap+aX+ agx?+apX + -+ ag Xk + - +a, x"/21
Bodd(X) = ag+aX+agX? +apxS + -+ ag Xk -+ a, XML

Will man nun ein Polynoma(x) auf deri-ten Potenzw!, der n-ten primitiven Einheitswurzel,,
auswerten, so reicht Bglie Polynomeagyen(X) und agqq(X) auf deri-ten Potenzl)fl/2 der (h/2)-ten
primitiven Einheitswurzel,, /> auswerten:

a(w},) = aeVen(wil/Z) + W), - aodd(w;/z) (5.14)

D.h. anstatt ein Polynom des Grades 1 ann Punkten an,(ufl,. .. ,wﬁ‘l auszuwerten, reicht es
zwei Polynome des Gradeg2 — 1 ann/2 Punkten ;Iwn/g,wfl/z,. .. ,w%%‘l auszuwerten.

Diese Beobachtung liefert uns einen rekursiven Auswegvugigahren, den kann man auch als ein
Matrix-Vektor Produkt kurz beschreiben. Dazu betrachténdie Matrix (die sogenannte Fourier-
Matrix)

11 1 1
1 w, w? wh1
1 wZ (.04 wZ(n—l)
DFT, = | 1 ¢F b 30D
S .
1 ot W20 D

Die diskrete Fourier-Transformatiorines Vektorsx € F" ist durchy = DFT, - x definiert. Oft
bezeichnet man diese Operation als
y = DFT,, (X).

Beachte, dass dann = DFT,(a) genau die Auswertung des Polynoméx) auf n verschiedenen
Punkten

2 n-1
Lwp,wy,...,w

ergibt.

12Daw£ = wy 2 gilt.
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Fur einen Vektox = (Xg, X1,. .., Xu—-1) S€iXeven = (X0, X2,. .., Xu—2) UNd Xogd = (X1,83,...,%Xn-1).
Aus der Beobachtung (5.14) — zusammen mit der (aus Lemm#&3).tsigender) Beobachtung, dass
fir 2 <i < ndie Gleichheitw!, = w{="/2*1/2 = —¢i=1/2 gilt — bekommt man unmittelbar die
folgende rekursive Gleichung fuir die Berechnung der digkré&ourier-Transformation DFETX):

Satz 5.57. Sein gerade. Dann gilt

_( DFT,;2  A,2-DFT,)2 Xeven
DFT, (x) = ( DFT,2 ~Anj2-DFTaz )\ Xodd

wobeiA, ;, die (n/2) x (n/2) Diagonalmatrix mit den Eintragend,,,w?, . .. ,w"/?>~1 auf der Diago-
nale ist.

Sei nunT (n) die Anzahl der arithmetischen Operationen, die man fluBdieechnung der diskreten
Fourier-Transformation DF]J(x) braucht. Da sich die Vektorlange in jedem Schritt halbigitt

Tn) <2-T (g) +0(n)

woraus nach Masters-Theorem (Satz 3.34)) = O(nlogn) folgt. Also ist dieses Verfahren um
Q(n/logn) schneller als die trivialle Berechnung von DFX) mit O(n?) Operationen.

Die Matrix DFT,, hat einige sehr interessante Eigenschaften, die die Bauaghvon DFT, (a) wie
auch die Berechnung von der Inverse DFTsehr erleichtern.

Lemma 5.58. Die Inverse DFTJ,~* von DFT,, ist gegeben durch

1 L.
(DFT, )iy = = -,

Beweis. Wir multiplizieren diei-te Zeile von DFT, mit der j-ter Spalte von DF;J~! und erhalten den
Skalarprodukt

n-1 w_k] 1 -1 (l ]) n-1
ik Wn © i—j)k _ _ k

pOIT R ST Rk )

k=0 k=0 k=0

Wenni = j, dann ist dieser Skalarprodukt glei%m +1+---+1)=1undwenn # j, dannist er
gleich 0 nach Lemma 5.56(1). m|

Wir wissen bereits, dass die diskrete Fourier-Transfaanat = DFT,,(a) schnell berechenbar ist.
Diese Eigenschatft ist in vielen Anwendungen benutzt. Wigeze nur, wie man damit Polynome
schnell multiplizieren kann. Sei

c(X) = Cp+ C1X + CX2 + - - + Cppy_2X?" ™% = a(x) - b(X)
Produkt zweier Polynome

Ao+ agX + apXZ + -+ + a, 1 X" L
bo + by X + boX? + - -+ + b, _ X'~

a(x)
b(x)
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Um das Produktpolynoms(x) = a(x) - b(x) zu bestimmen, reicht es den Kaegienten-Vektorc zu
bestimmen. Wir kdnnen 0.B.d.A annehmen, dass alldikaenten-Vektorera, b undc die Lange 2
haben — dazu reicht es die Vektoren nach rechtwiNitillen zu erweitern.

Satz 5.59.
¢ = DFTy, ! (DFTy, (@) - DF Ty, (b))

wobei- die komponentenweise Multiplikation der Vektoren bezeéth

Beweis. Vektoreny = DFT5,, (a) undz = DFT,, (b) geben uns die Auswertunge der Polynoa(®)
undb(x) auf 2n verschiedenen Punkten — den Potenzesp,l w3, ,. . .,w5" ! eines primitiven (R)-
ten Einheitswurzelnw,,,. Damit ergibt das Vektow = y - z die Auswertung des Produktpolynoms
c(x) = a(x) - b(x) auf diesen & verschiedenen Punkten. Da der Grad e(x) kleiner als die Anzahl
dieser Punkte is, muss der Koeienten-Vektorc eindeuting durchw bestimmt sein, und kann als
c = DFT,, ! - w berechnet sein. O

5.13.3 Fehlerkorrigierende Codes

Fur die Frage, wozu es denn gut ist, die VektorrAume auchermiichenKorpern zu haben, ist die
Codierungstheorie ein wichtiges Beispiel. Da dies Gegekseiner eigener Vorlesung ist, besprechen
wir hier nur Grundfragen zur AnknUpfung an lineare Algebra.

Nun werden an jede Art der Nachrichtibertragung zwei gegelishe Forderungen gestellt: Sie soll
einerseits so wirtschaftlich (d.h. schnell) wie mdglicmaend andererseits so sicher wie moéglich sein.
Mit Sicherheit ist dabei die Vermeidung von Ubertragungkfn gemeint, nicht die Abhdérsicherung,
letztere ist das Feld der Kryptographie, die spezielle dder Codierung verwendet (wir haben bereits
ein solches Verfahren — die RSA-Codes — im Abschnitt 2.4ldrgg.

Die allgemeine Situation besteht aus zwei Spielern: Aldie Senderin) und Bob (der Empfanger).
Alice will Nachrichten an Bob verschicken. Dazu wéhlen Alignd Bob eine geeignete Teilmenge
der binaren String€ c {0,1}" aus;C nennt man da€ode Dann kodiert Alice ihre Nachricht als ein
Stringy = (y1,...,y,) ausC. Wahrend der Ubertragung kénnen einige Symbalegeandert sein.
Wirde man davon ausgehen, dafie n Symbolen geandert sein kénnten, wéare dann nichts mehr
zu machen — keine Kodierung kénnte dann helfen. Also geht daaon aus, dass hdchtens bis zu
irgendwelcher Anzahl von Symbolen im String geandert sein kénnten.

Bob bekommt nun einen String= (Xy,...,X,), der sich moglicherweise in bis zUPositionen von
der Originalnachrichy unterscheidet. Es soll Bob mdoglich sein, die Originalnetttry ausx wieder
(eindeutig!) zu rekonstruiren.

Um die Situation genauer zu beschreiben, brauchen wir dgrifBder “Hammingdistanz” zwischen
Strings. DieHammingdistanz ¢k,y) zwischen Stringx,y ist die Anzahl der Stellen, in der diese
Strings sich unterscheided(x,y) = [{i : X; # y;}|. Das CodeC heif3tt-fehlerkorregierendfalls die
minimale Distanz

d(C) := min{d(x,y) : x,y € Cundx # Yy}

mindestenst2-1 betragt. Die Bedeutung hier ist klar: {C) > 2t + 1, dann kann dielammingkugel
B(x,t) ={z: zeF3 mitd(x,z) <t}

nur einenCodewort enthalten.
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@® Das Codewort selbst
© Worte mit 1 Fehler

® Worte mit 2 Fehler

Da wahrend der Ubertragung hochsteBits vony (Alices Nachricht) gedandert wurde, mugslas
einzigeCodewort inB(x,t) sein. Das Problem dabei ist, dieses einzige Codewort zarfind

Eine Moglichkeit wére fualle Vektorenz € B(x,t) zu testen, olz in C liegt. Es sind abefB(x,t)| =
Moo (’;) ~ n’ solchen Vektoren, und jeder von ihnen muss|@jtvektoren au< verglichen werden.

4

Das braucht insgesamt n’|C| Vergleiche. Wenn Alice viele verschiedene Nachrichterseeicken
will, dann musgC| grof’ sein (da jede Nachricht ihr eigenes Codewort braueht) die Dekodierung
wird dann sehr zeitaufwandig!

Man muss also einen Co@zfinden, so dass:

1. Cgrol3 genug ist

2. d(C) > 2t + 1 qilt

3. Dekodierung (wie auch Kodierung) relativ leicht sind.

Um diese Ziele zu erreichen, betrachten wir die Strings algdren in dem Vektorraury, wobei

F, = GF(2) der Kérper von Charakteristik 2 ist (Addition und Mplikation modulo 2). Als Code
wahlen wir einen Vektorraur@ c F7, so dass:

(i) die Dimension dimC) = k groR genug ist (und dami€| = 2¢ auch groR ist), und
(ii) jeder Vektorx € C, x # 0 mindestens 2+ 1 von Null verschiedene Bits hat.
Das (ii) &quivalent zw(C) > 2t + 1 ist, folgt aus dem folgenden Behauptung. Fir ein VektarC

sei
X| = X1+ Xo+...+ X,

die Anzahl der Einsen ir.
Behauptung 5.60. SeiC c F” ein linearer Code/C| > 2 und sei
w(C) = min{|x| : x € Cundx # 0}.

Dann gilt: d(C) = w(C).

Beweis. C) < w(C): Seix € C,x # 0mit [x| = w(C). Da0 € C undx # 0, haben wir:
d(C) < d(x,0) = [x| = w(C).

d(C) > w(C): Seien nunx undy zwei verschiedene Vektoren a@smit d(x,y) = d(C). DaC
ein Vektorraum ist, gehort auch der Vektérx & y zu C. Dax @y # O (die Vektorenx,y sind ja
verschieden), haben wit(C) = d(x,y) = [x®y| > w(C). i

BWie es Ublich ist, bezeichnen wir die Addition in GF(2) dusehd.h.x & y = X + y mod 2.
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Es bleibt also nur zu zeigen, wie man mit Hilfe eines lineatadesC effizient kodieren und deko-
dieren kann. Dazu benutzt man sogenannte Generator- urtdoioratrizen.

1. EineGeneratormatriXoderErzeugermatrix G des Codes ist einlex n-Matrix, deren Zeilen eine
Basis vonC bilden; also giltC = {y'G : y e F¥}.

2. EineKontrollmatrix (oderPrifmatriY) H des Codes ist einen(- k) x n-Matrix, deren Zeilen eine
Basis vonC+ bilden; also giltC = {x € F"* : Hx = 0}.

Die Zeilen vonG und die Zeilen vorH sind also paarweise orthogonal. Der Natvigontrollmatrix”
erklart sich von selbst: D&O*)+ = C ist, gehort eirx € F" genau dann z@, wennH - x = 0 gilt. Es
gilt also: IstC C F” ein linearer Code mit der Kontrollmatriid, so gilt fur allex € F”

XeC < H-x=0

D.h. Codeworte sind genau die Vektoren, die senkreclallen Zeilen vonH liegen.

Sind die MatrizerG undH gegeben, so ist die Kodierung (fur Alice) sehr einfach: Ure iRachricht
V € IE"§ zu kodiern, multipliziert sie die Generatormati@ von links mitv™ und verschicht das
Codeworty =v' - G.

Bob bekommt einen Vektax, der sich moglicherweise in bis 2uBits von der Originalnachrichy
unterscheidet. Um ihm zu dekodiern, berechent Bob den ¥ekt) := H-x (das sogenann®yndrom
von x) und benutzt den folgenden Fakt. S€k,C) = min{d(x,y) : y € C}.

Lemma 5.61. Fur jedes< € F5 mit d(x,C) < t gibt esgenau eineivektora € B(0,t) mit s(x) = s(a)
undx @ a e C.

Beweis. Da wir < t Fehlern haben kénnen, wissen wir, dassaglestens eia € B(0,t) mitxeéa € C
gibt. Dann ist0 = H(x @ @) = Hx @ Ha und, da wir in dem KdérpeGF(2) arbeiten, die Gleichheit
Hx = Hafolgt.

Um die Eindeutigkeit vora zu beweisen, nehmen wir an, dass es auch ein antleee8(0,t) mit

b #aundxeb e C gibt. Seienu = x® aundv = x @ b. DaC linear ist, muss auch der Vektor
uev =hbaoainCliegen. Da abeb® a # 0,0 € C undC t-fehlerkorregierend ist, muss dann
d(b ®a,0) > 2t + 1 gelten Andererseits gilt:

d(b® a,0) = d(b,a) < d(b,0)+d(0,a) < 2t,
ein Widerspruch mid(C) > 2t + 1. O

Also reicht es Bob in einer (im voraus vorbereiteten) Liktelen einzigen Stringr € B(0,t) mit
s(a) = s(x) zu finden: Dann ist®a derx am nachsten ligendes Codewort und deshalb musgda
genau die von Alice geschickte Nachricht sein.

Zusammengefasst lauft die Kommunikation folgendermaf®en a

1. Alice kodiert ihre Nachricht € {0,1}* alsy = vT G und verschickt sie.

2. Bob bekommt einen Vektot, der kann vory in bis zut Bits unterscheiden. Er sucht dann den
einzigen Vektora € {0,1}" mit |a] < t Einsen, fir derH -a = H - x gilt. Dann isty = x @ adie von
Alice geschickte (kodierte) Nachricht.

1“Auf englisch “parity-check matrix”
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3. Bob weiss, dass die von Alice geschikte Originalnachratine Losung des Gleichungssystems
z"G = yist. Er l0s# also dieses Gleichungssystem, um eine Losamgbekommen. Da die Zeilen
von G eineBasisvon C bilden, weiss Bob (nach Satz 5.5), dass dana v geltem muss. Er hat
also die von Alice geschickte Nachricht rekonstruiert.

> Beispiel 5.62 F = GF(2)
C = span( (00000) (11010)(01101) (10111))

d(C) = 3 = Cistt-fehlerkorregierend mit = 1. Kontrollmatrix:

1 0010
H=|101 011
00101

Die folgende Tabelle gibt alle Vektoren aB¢0, 1) und die zugehdrigen Syndrome wieder:

a s(a)
00000| 000
10000| 100
L =| 01000| 010
00100| 001
00010| 110
00001| 011

Ist etwax = (11110) die eintrende Botschaft, so gehort hierzu das Syndsfr) = H - x =
(001) mit dem eindeutigea = (00100) und wir erhalteg = x & a = (11010) als Nachricht.

> Beispiel 5.63 Das sogenanntelammingcode GC GF(2)" ist ein lineares Code mit = 2" - 1
und Dimensionk = n —r. Seine KontrollmatrixH ist einer x (2" — 1) Matrix, deren Spalten
alle binare Codes der Zahlen2l...,n sind. Dieses Code ist 1-fehlerkorregierend. (Warum?
Ubungsaufgabe.) In diesem Fall €] = 2"~ = 2% -1 —r aber die Syndrom-Listé ist sehr
kurz:|L| < n+1=2". Furr =3ist|C| > 2¥1-3=2"-3=124-3 =121 und|L| < 2 = 8.

Die entsprechenden Generator- und Kontrollmatrizen siadfiziere, dass die Zeilen vda und
die Zeilen vonH paarweise orthogonal sind!)

17000011 0111100
01 00101

G= H=|1011010
0010110 1101001
0001111

5.13.4 Expandergraphen

Eigenwerte haben viele Anwendungen in der Diskreten Ma#tiénand in der Informatik. Und der
Grund dafir ist, dass die Eigenwerte der Adjazenzmatrizeyetichteter Graphe@ = (V, E) einige

15Zum Beispiel mit dem GauB-Verfahren (siehe Abschnitt 5.8).
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wichtige Eigenschaften (wie der “Expansionsgrad”) wisgergeln. Graphen mit grol3em Expansi-
onsgrad sind in vielen Gebieten anwendbar: Kodierungsthén.B. Tornado Codes), Komplexitats-

theorie (z.B. gute Zufallsgeneratoren), Schaltkreiskemif@t (um gute untere Schranken zu bewei-
sen), Konstruktion von WWW-Suchmaschinen, usw.

SeiG = (V,E) ein ungerichteter Graph urslc V. Mit
IrS={veV: uweEfireinue s

bezeichnen wir die Menge aller Nachbarn v8nd.h. die Menge aller Knoten, die mit mindestens
einer Knoten au$ benachbart sind. Ein graph wtregulér, falls jeder Knoten genadiNachbarn hat.

Definition: Sei G ein d-regulérer GraplG = (V,E) mit [V| = n Knoten. Dann isG ein (n,d,c)-
Expandey falls
TS\ S = clS

fir jede TeilmengeS € V mit | < 3|V| gilt.

Naturlich ist jeder zusammenhangenderegulérer Graph einn(d, c)-Expander fir irgendein > 0.
Andererseits, der vollstandiger Grapl, ist n-regular und sehr stark expandiert, d4S) \ § >

n — | gilt. In Anwendungen aber braucht man, dass der Graph son"ditre moglich ist, d.h. die
Anzahl|E| der Kanten muss so klein wie méglich sein. InsbesonderechtanarexplizieteFamilien
von (n,d,c)-Expandern min — oo, wobei beide Parametel und ¢ > 0 konstanf!) sind. Diese
“Expansionseigenschaft” (jede Menge hat viele echten hiach obwohl der Graph sehr dinn ist)
spielt eine wichtige Role in verschiedenen Feldern derdisk Mathematik und Informatik.

Die Existenz von Expandergraphen kann man relativ leicliteilsi sogenannter “probabilistischen
Methode” nachweisen (siehe Abschnitt 4.17). Es gibt aunigeiexplizite Konstruktionewon Ex-
pandergraphen. Hier wir erwéahnen nur zwei davon.

Konstruktion 1: Als Knotenmenge nehmen wir die Menye= Z,,, X Z,,,. Jeder der Knotenx( y) ist
verbunden mit 4 Knotenx(+ y,y), (X — y,y), (X,y + ¥), (X, X — y) (alle Operationen sind modulo).

Konstruktion 2: Als Knotenmenge nehmen wif = Z,,, wobeip eine Primzahl ist. Jeder der Knoten
x ist verbunden mit 3 Knote + 1, x — 1,x~* (hier wiederum istx + 1 modulop und x! ist die
multiplikative Inverse vorxin Z,); der Knotenx = 0 ist mit den Knoterp — 1,0 und 1 verbunden.

Es ist aber oft sehr schwiaeachzuweiserdass eirbestimmteiGraph auch ein Expander ist. In einem
solchen Nachweis spielen die Eigenwerte der Adjazenzneitie grof3e Rolle.

SeiG = (V,E) ein ungerichteter Graph mit der KnotenmengeV| = n, und seiA = (a,,) seine
Adjazenzmatrix, d.h.

_ | 1 fallsuveE
"7 0 fallsuv¢E.

Da der Graph ungerichtet ist, gilly € E <= vu € E. Also ist die Adjazenzmatrix symmetrisch
(AT = Aqilt). Fur solchen Graphen gilt folgendes (ohne Beweis):
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Satz 5.64. Sei A eine symmetrischa x n-Matrix tberR. Dan gilt:

1. Ahatnreellen Eigenwerta; > 1, > ... > 4,,.

2. Es gibt Eigenvektoren, die eine Orthonormalbasiskbrbilden, wobei der Eigenvektor ziy ist
PP S

= Sm e m)

3. Die ersten zwei Eigenwerte sind gegeben durch:

A1 = max{<)|(|’x'ﬁ>2(> ; xeR"\{O}},

V1 =

1 = max{oﬁ’x/a‘;o : xeR"\{O}und(x,D:O}.

FUurST C V sei
e(ST)=|{fuv : ue SveT unduv € E}|

die Anzahl aller Kanten, die Knoten Bmit Knoten inT verbinden. Beachte, dass die Mendggund
T nicht unbedingt disjunkt sein mussen.

Lemma 5.65. SeiG = (V,E) ein ungerichteted-regularer Graph auf = |V| Knoten. Seil = A,
der zweitgrof3te Eigenwert vad. Dann gilt firjedeZerlegungV = SUT:

e(ST) >

(d- /lerSI Il (5.15)

Beweis.Seis = |§ undt = |[T| = n— s. Betrachte den Vektor : V — R mit

. = -t fallsues§
‘o s fallsueT.

Der Vektorx hat also die Form:

isimal 7 mal
N
x=(Ct,—t,...,-1.55...,9

Daraus folgt, dass Vektorsenkrecht zum Vektat steht: Dann ist

XDy=> () + > s=s(-t) +ts=0.
ues ueTl
Ausserdem gilt
IX|1% = (X, X) = Z:(—t)2 + Z & = st +ts% = st(s+1t) = stn,
ues uel

woraus nach Satz 5.64 die Ungleichung

(X, AX) < A||Ix||? = Astn (5.16)
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folgt. Andererseits, gilt

(X, AX) = qu< Z XV)ZZZXMXV.

ueV viuveE uvekE

Nach der Definition vorx gilt fir jede Kanteuy € E:
t2  fallsuves,
Xy Xy = £ fallsu,veT,
—-st fallsue Sundv eT.

Daraus folgt:

22 Xy X, = 2[t?-es+s*-er —st-e(ST)]

uvek

2. (2e5) + §°- (2er) — 2st- e(ST),

wobeieg bzw. er die Anzahl der Kanten bezeichnet, deren beide Endknot&biw. inT liegen.

Wir wollen nun die Termees und ey durche(ST) ersetzen, und dazu benutzen wir die Regularitat.
Wenn wir die Grade aller Knoten i§ aufsummieren, dann kommeg2 + e(ST) raus (wir missen
2eg anstattes nehmen, da jede Kante niieidenEnknoten inS nicht 1 sondern 2 zu dieser Summe
beitragt). Andererseits, ist diese Summe glailt§] = ds da der Grapld-regular ist. Deshalb gilt
2e5 + ¢(ST) = dsoder aquivalent: & = ds— e(ST). Genauso gilt & = dt — e(ST). Wir setzen
diese Werte in die obige Gleichung und erhalten

t2. (2e5) + & - (2er) — 2st- e(ST)

= t2.(ds—e(ST))+ - (dt—e(ST)) — 2st- e(ST)
= (t?ds+ s°dt) — e(ST) - (t? + 2st+ )

= stdt+s)-e(ST): (t+59)?

= stdn-e(ST)-n?,  (das+t=nagil).

(X, AX)

Zusammen mit (5.16) ergibt dies

e(ST) =

dstdn-(x,Ax) _ dstdn—Astn (d - 1)st

wie erwinscht. O

Eine wichtige Konsequenz aus Lemma 5.65 ist, dassgulare Graphen mit < d auch gute Expan-
dern sind.

Korollar 5.66. SeiG = (V, E) ein ungerichteted-regularer Graph mith Knoten, und seil = 1, der
zweiter Eigenwert seiner Adjazenzmatrix. DannGsein (n, d, c)-Expander mit
c> it

~o2d
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Beweis.SeiS C V mit |S < n/2 und seiS =V \ S. Eine Kanteuv € E mit u € Skann zwischers
und Sliegen, nur wenn der andere Endpumkh I'(S) \ Sliegt. Deshalb gile(SS) < d - |T'(9)\ .
Zusammen mit (5.15) ergibt dies

r(9\ g > G=VSO=IS) S d=1 g <1—§> >4 s

dn d 2d

5.13.5 Expander-Codes

Expandergraphen erlauben uns seffiziente fehlerkorrigierende Codes zu entwerfen (sogeeannt
“Tornado Codes”). Hier beschreiben wir nur die Hauptidesser Codes.

SeiG = (LUR,E) ein bipartiter Graph mitL| = n, |R| = mundE € LxR. Der CodeC ¢ {0, 1} zum
GraphenG ist wie folgt definiert. Jedem Knotane L ist eine Variablex,, zugeordnet. Ist € {0,1}"
eine Belegung dieser Variablen, so heil3t der KnetenR zufrieden mik, falls

Z x,, mod 2= 0
uel'(v)

gilt (siehe Abbildung 5.4). Dann ist der Code zum Grap@etefiniert durch:
C ={x€{0,1}" : alle Knoten inR sind mitx zufrieden.

Es ist klar, dass das Co@Hinear ist, d.h. der Vektoxay fir allex,y € Cin Code liegt. AuRerdem ist
das Code durch eine lineare Gleichungssystenmmtiieichungen unch Variablen definiert, woraus
IC| > 2"~ folgt.

L R
1(e]
Vi
0| e
V.
1| & 2
ol¢

)

Abbildung 5.4: Vektoix = (1010). Knoterv; ist mit x zufrieden, Knoterv, aber nicht.

Sei distC) der minimale Hamming-Abstand zwischen zwei verschiedérektoren inC. Ein bipar-
titer GraphG = (L U R E) heif3tlinks d-reguldr, falls jeder Knoteru € L denselben Grad hat.

Lemma 5.67. SeiG ein links d-regulérer &, c)-Expander mit > %d und seiC ¢ {0,1}" der Code
zu G. Dann gilt:
dist(C) > an.

Beweis.Wir nehmen an, dass di€€] < an gilt. Dann muss es einen Vektare C mit |[x| < an
Einsen geben (siehe Behauptung 5.60). Sei®unu e L : x, = 1}. Dann gilt|§ < dist(C) < an.
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DaG ein (a,d/2)-Expander ist, gilt damit aucli’(S)| > %d|S|. Wir behaupten, dass es mindestens
einen Knotenyg € T'(S) mit genau eineMachbar inS geben muss. Ware das nahmlich nicht der Fall,
SO hatten wir

2-F(S)>2-g|S|=d|S|

Kanten zwischers undI'(S), was unmdoglich ist, da jeder Knoten $1Gradd hat.

Da aberx, = O fur alleu ¢ S, ist genau einvon der Bitsx, mit u € T'(vg) gleich 1. Deshalb ist
> _uer(ve) Xu = 1 und der Knoteryg kann nicht zufrieden mit dem Vektersein, ein Widerspruch mit
xeC. O

Nach Lemma 5.67 konnen Expander Codes ziemlich viel (bisrz2) Ubertragungsfehler korregie-
ren. Viel wichtiger aber ist, dass der Dekodierungs-Algponius fir solche Codes verblifend einfach
ist.

Wir sagen, dass ein Knotane L von x kritisch ist, falls mehr als die Halfte der Nachbarn von
unzufrieden mit dem aktuellen Vektarsind.

WHILE du e L undukritisch DO ersetze das Bit, durchx, & 1.

Im Verlauf des Algorithmus werden verschiedene Bits geflifigs ist klar, dass in jedem Schritt
(falls er unternomen wird!) wird sich die Anzahl der unzatténen Knoten iR verkleinern. D.h. der
Algorithmus wird bestimmt terminieren. Das Problem abgrdass der resultierender Vektomuss
nicht unbedingt irC liegen! Zum Beispiel, wens der im Abbildung 5.4 dargestellter Graph ist und
x = (1010) ist, so wird der Algorithmus keinen Bit vorflippen, da keiner der Knoten ib kritisch
ist. Der Vektorx aber gehoéhrt nicht zur@ (dav; unzufrieden mitx ist), aber der Algorithmus gibt
aus.

Es ist deshalb interessant, dass der Algorithmus beraitskdunktionieren wird, wenn der gragh
ein Expander ist!

Lemma 5.68. Sei G ein links d-regularer &,c)-Expander mitc > %d und seiC < {0,1}* der
Code zuG. Seieny € C undy’ € {0,1}". Ist distfy,y’) < an/2, so wird der Algorithmus die
Originalnachrichty aus dem (beschadigten) Vekigrin hochstengR| = m Schritten rekonstruieren.

Beweis. Wir betrachten den allgemeinen Schritt. Sader bis zum diesen Schritt vom Algorithmus
erzeugte Vektor,und sé={ue L : x, # y,} die Menge der aktuellen “Fehlerbits”. Ausserdem,
sei Z bzw. U die Menge aller Nachbarn von Knoten 8) die zufrieden bzw. unzufrieden mit dem
(aktuellen) Vektorx sind!e

Zuerst zeigen wir, dass jeder Nachbarn Wrder mit dem Vektox zufrieden ist, muss mindestens
zwei Nachbarn irS haben, d.h
ISNT(v)| =2 (5.17)

fur allev € I'(S) gilt. Angenommen, es gibt einen Knotere Z, der nur einen Nachbaunin S hat.
Day € C, muss der Knotem zufrieden mity sein, d.h. die Anzahl der Einsen {m, : u e I'(v)}
muss gerade sein. Aber auf diesen Bits unterscheideiny angenau eineiStellex, . Deshalb kann
v nicht zufrieden mik sein, ein Widerspruch mite Z.

16Beachte, dass der Algorihmus nur die Mengiennd Z in jedem Schritt kennt, die Menggist ihm unbekannt.
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Wir behaupten nun folgendes:

Solange Ok |§ < an gilt, wird der Algorithmus mindestens ein Bit flippen.

Da|S < an, mussSum Faktor> %d expandieren, woraus die Ungleichung

3
121+ U= 0(S)] > ZdIS (5.18)

folgt. Betrachte nun die Menge alldfS| Kanten zwischersundI'(S) = Z U U. MindestengU | von
diesen Kanten sind inzident mit den KnotenUn und nach (5.17) mindestens$Z2 diesen Kanten
mussen inzident mit den Knoten ihsein. Deshalb gilt

21Z| + U] < d|S. (5.19)

Aus (5.18) und (5.19) folgt
3
diS - Ul >2Z|>2 (ZdISI - |U|>

oder aquivalent
1
U] > §d|S|. (5.20)
Also, mehr aIs%d|S| der Nachbarn deS| Knoten sind unzufrieden. Deshalb muss es einen Knoten

u € Sgeben, so daasmehr alsd/2 unzufriedenen Nachbarn hat, und der Algorithmus flipptBlign
Xy -

Es bleibt also zu zeigen, dass die Invariaf8e< an stets gilt (bisSleer ist). Am Anfang haben wir
IS = dist(y,y’) < an/2, und deshalb auch

U] < IT(S)| < %adn. (5.21)

Ausserdem, muss diese UngleichungeilemSchritt gelten, da sich in jedem Schritt (falls er geschiet)
die MengelJ verklienert. Warum? Durch Flippen eines BXs sind nur die Nachbarn vambertdten
und nach dem Flippen haben wrehrzufriedene davon als unzufriedene. Also muss d&tk< an

in jedem Schritt gelten, denn sonst (weliSh > an) hatten wir nach (5.20J| > 3d|S| > Zadn, ein
Widerspruch mit (5.21).

Damit ist Lemma 5.68 bewiesen. O

5.13.6 Markov-Ketten

In diesem Abschnitt betrachten wir eine Situation, wo dres bereits bekannte Gebiete — Stochastik,
Matrizenkalktl und Analysis — sich zusammen trefen.

Man hat ein System, das in jedem Zeitpunkt in einemmd&ustandeV = {1,...,m} sein kann. Sei
p;; die Wahrscheinlichkeit, dass das System im nachsten Sztnit Zustand bergeht, falls es jetzt
in Zustand ist. Da diep;;'s Wahrscheinlichkeiten sein sollen, mussi(Q;; < 1 fir allei, j und

Z pij =1
j=1
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fur alle i gelten. Wir haben also eine unendliche Folge der Zufalislben <X,,>, die Werte in
{1,2,...,m} annehmen. Der Index entspricht den Zeiteinheitea-$chritten) undX,, stellt den Zu-
stand des Systems nanfSchritten dar. Der wichtigste Unterschied der Markov-&ettvon allge-
meinen stochastischen Prozessen ist ihre “Gedachtgk&st In jedem Schriti hangen die Ereig-
nisse ‘X,,+1 = j” nur von der EreignissenX, = i” ab. D.h. die Wahrscheinlichkeit, in welchen
Zustand das System (unser Experiment) mmt(1)-ten Schritt Ubergehen wird, h&ngt nur von dem
Zustand ab, in dem das System sich gerade (im Sefriiefindet (und hangt nicht von der Vergan-
genheit ab). Mathematisch I&sst sich diese Eigenschafisaudrucken:

PriXps=j1 Xy =i, Xn1 =Ko, Xo =1} = Pr{Xp1 = JI Xy =1} = ;.

Das System kann man auch als garichtetenGraphG = (V, E) darstellen, wobei die Kante van
nachj (falls sie vorhanden i#{) ist mit der Wahrscheinlichkeip;; markiert; die Zahlp;; ist also die
Wahrscheinlichkeit, dass beginnend in Knoterz{ustand) das System in einem Schritt zum Knoten
(= Zustand)j tbergehen wird. Die Matrix

P11 P12 ... Pum
b le Pzz e p2m
Pm1 Pm2 --- Pmm

heiRt dieUbergangsmatrixEin solches System heiRtarkov-Kette

Satz 5.69. Ist P die Ubergangsmatrix einer Markov-Kette, so i} die Wahrscheinlichkeit, im
Schritten den Knoteip aus Knoten zu erreichen.

Beweis. Vollig analog mit dem Beweis vom Satz 5.17. ]

> Beispiel 5.7Q Ein Land irgendwo am Rande der Welt ist durchaus schon, itudem Wetter haben
die Einwohner Pech gehabt: sie haben nie zwei Tage naclieindie Sonne. Falls sie die Sonne
haben, dann wird bestimmt am nachsten Tag keine Sonne saafers es wird entweder regnen
oder schneien, und zwar mit gleicher Wahrscheinlichk&t Wenn es gerade regnet oder schneit,
dann gibt es eine/2 Chance, dass genau so auch am nachsten Tag sein wird. Weatenarag
schneit oder regnet, dann ist die Chance, am nachsten Tag Sarhaben, nur/4:

1/4 12 1/x1/4

Regen Schnee
112 14 112

7Engl. Markov chains
Die nicht vorhandene Kantem, () tragen also die Wahrscheinlichkeit; = 0.
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Damit haben wir drei mdgliche Zustande=Tregnet”, 2= “sonnig”, 3= “schneit” und die Uber-
gangsmatrix sieht folgender Maf3en aus:

regnet 1/2 1/4 1/4
P = sonnig 1/2 0 1/2
schneit | 1/4 1/4 1/2

Wenn man die Potenzd®i fir n = 2,3, . . . betrachtet, bekommt man sehr bald (bereitabei7)

die Matrix
0,4 02 04

P'=104 02 04
04 02 04

D.h. langfristig gesehen (mit Abstand von mindestens avmhe) wird sich das Wetterverhalten
stabilisieren: egal welches Wetter heute ist, wird in eiveiche nur mit Wahrscheinlichkeit, P
sonnig sein, und mit gleicher Wahrscheinlichkei @vird entweder regnen oder schneien.

Eine interessante Klasse sind Markov-Ketten mit sogerantabsorbierenden” Zustanden. Ein Zu-
standi ist absorbierend falls p;; = 1 gilt. D.h. kommt einmal das System in Zustaindso kann
es den Zustand nicht mehr verlassen. Wenn zum Besipiel maaimeir Markov-Kette ein System
von Lebenswesen modeliert, dann hat dieses System einerbevenden Zustand “Tod” (wie in
dem Beispiel mit dem Frosch und dem Storch im Abschnitt 4.8 nicht absorbierende Zustange
heiRen auclvoriibergehend@usténde.

Eine Markov-Kette heil3bsorbierendwenn sie folgenden zwei Bedingungen erfiillt:

1. Die Kette hat mindestens einen absorbierenden Zustand.

2. Esist mdglich, aus jedem nicht absorbierenden Zustarasheibsorbierenden Zustand zu erreichen
(vielleicht in mehr als einem Schritt).

1

- 0.3 0.6 0.
: 0.2

p= | 0 1 0

0.6 0.2 02

0.6
a3<;J 0.1 #:>02

Abbildung 5.5: Eine absorbierende Markov-Kette mit 3 Zodtn und seine UbergansmatRx Der
Zustand 2 ist absorbierend.

> Beispiel 5.71 (Spaziergang eines Betrunkenenitin stark betrunkener Man spaziert entlang des
aus vier Strecken bestehenden Park Avenue:

1
(@@
1/2 1

/ 1/2 1/2

2
o ):

1/2

/
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Wenn er an einer der Ecken 2, 3 oder 4 ist, so geht er nach ladsrmach rechts mit gleicher
Wahrscheinkichkeit /2. Er bewegt sich so bis er entweder die Ecke 5 (das ist eineddar die
Ecke 1 (da ist seine Wohnung) erreicht; falls er eine dieaei Ecken erreicht, bleibt er da. Wir
konnen dieses System durch folgende Ubergangsmatrietiarst

1 0 0 0O O

/2 0 12 0 O

P= 0O Y2 0 12 O
0 0O 12 0 Y12

0 0 0 0 1

Die Kette ist absorbierend, da von nicht absorbierendenéndsn 2, 3 und 4 kann man die
absorbierende Zustande 1 und 5 erreichen.

Typische Fragen fur gegebene absorbierende Markov-Ketle s

1. Ist das System im nicht absorbierenden Zusiamde langewird es durchschnittlich dauern bis
das System in einen der absorbierenden Zustande tbergeht?

2. Ist das System im nicht absorbierenden Zustanut welcherWahrscheinlichkeitwird dann das
System in einen absorbierenden Zustaridbergehen?

Diese Frage kann man mit Hilfe der Matrizenalgebra relaietit beantworten.

SeiP die Ubergangasmatrix einer absorbierenden Markov-KBiitenmeriere die Zustande so, dass
nicht-absorbierende Zustande zuerst kommen. Falls die Kebsorbierenden urghicht-absorbierenden
Zustande hat, dann sieht dianonische Fornder Uberhangsmatrix wie folgt aus:

P=[Q R} (5.22)

Hier ist E dier x r Einheitsmatrix und ist dier x s Nullmatrix. Beachte, dass diete PotenzP"
von P die folgende Form hat (nachrechnen!):

n_ | QU
P = [%E}
Damit istQ;; die Wahrscheinlichkeit, im Schritten den vorlibergehenden Zustgralis vortiberge-

hendem Zustandzu erreichen. Zunachst zeigen wir, dass diese Wahrsattgmiten mit wachsen-
demn gegen Null strebeH.

Lemma 5.72. In einer absorbierenden Markov-Kette gilt li@* = 0. D.h. mit Wahrscheinlichkeit 1

n—oo

wird die Kette aus jedem voribergehendem Zustand zu eingorl@brendem Zustand tibergehen.

¥Den Begrif der Konvergenz kann man leicht auf die Folgen von Matrizegtriglgen. Dazu reicht es dieUmgebung
Ue(A) einer MatrixA = (a;;) als die Menge aller MatrizeB = (b;;) mit |b;; — a;;| < e fir allei, j definieren.

© 2003 by S. Jukna



5.13. EINIGE ANWENDUNGEN DES MATRIZENKALKULS 311

Beweis.Aus jedem voriibergehenden Zustandt es moglich einen absorbierenden Zustand zu er-
reichen. Set; die minimale Anzahl der Schritte aus Zustanginen absorbierenden Zustand zu er-
reichen. Sep; die Wahrscheinlichkeit, dass das System aus Zustantt Schritten einen absorbie-
renden Zustandicht erreichen wird. Dann gilp; < 1. Seit die gro3te Zahl aus, . .. ,tg und p die
grol3te Zahl aug,. . ., ps. Die Wahrscheinlichkeit, im Schritte nicht absorbiert zu sein, ist p; fr

2t Schritten ist diese Wahrscheinlichkeit p?, usw. Dap < 1, strebt die Folge@ : i = 1,2,...)
gegen der NullmatriX und damit mus® auch die Folge@" : n=1,2,...) gegen der NullmatriX
streben. ]

Satz 5.73. Sei P die Ubergangsmatrix einer absorbierenden Markov-KettenrZiustanden und sei
Q die nicht absorbierende Teilmatrix véh Dann hat die Matrixe — Q die InverseN = (E — Q)1
und es gilt:N = E + Q + Q% + .. .. Sei weiterhin {1,. . .,vy) diei-te Zeile vonN. Dann gilt:

A
> vj = dieerwartete Anzahl der Schritte bis die Kette in einen
j=1

absorbierenden Zustand landet, wenn sie in Zustaiattet

Die Matrix N = (E — Q) nennt man didundamentale Matrixler Markov-Kette.

Beweis.Sei (E-Q)x =0, d.h.x = Q- x. Daraus folgtx = Q"xfirallen=1,2,....Da Im Q" =0

n—oo

ist, muss limQ"x = 0 und somit auckx = 0 gelten. D.h. das Gleichungssystef { Q)x = 0 kann

n—oo

nur triviale Lésungk = 0 haben woraus folgt, dass die MatixQ invertierbar ist. SeN = (E-Q)*
die inverse Matrix vore — Q. Beachte dass

(E-Q)E+Q+Q%*+...+Q") =E-Q"*!
gilt. Multiplizieren wir beide Seiten miN = (E — Q)~%, so erhalten wir
E+Q+Q%+...+Q"=N(E-Q"1).

Strebt num gegenco, so strebt nach Lemma 5.72 die Folge der Matri@émn' gegen der Nullmatrix
0. Somit gilt:
N=E+Q+Q%+...

d.h. die Reihe®+Q+Q?%+... mit Q° = E konvergiert (und sogar absolut, da Eintréage nicht-negativ
sind) gegen den GrezweN:

N:Hmié@
nee k=0

Es bleibt zu zeigen, dads;; genau die erwartete Anzahl der Besuche des Zustpislswenn dass
System in Zustand startet. Somit ist die Summg;_;v; = >77_; N;; die erwartete Anzahl der
Schritte bis die Kette in einen absorbierenden Zustancelameenn sie in Zustandstartet.

Seien nuri, j beliebig (aber fest) und s&; die Indikatorvariable fir das Ereignis, dass das System
den Zustand in genauk Schritten erreicht, wenn es im Zustanstartet. Die Zufallsvariabl¥,, :=

20Dje Folge Q" : n=1,2,...) ist monoton fallende Folge von Matrizen.
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X1+ Xo+...+ X, beschreibt also die Anzahl der Besuche des Zustamderstemn Schritten, wenn
dass System in Zustandtartet. Dann gilt PpX; = 1} = Qf;, Pr{X; = 0} = 1-Qj}; und

ij
n

D> X

k=0

Andererseits ist der Grenzwert li&[Y,] genau die erwartete Anzahl der Besuche des Zustands
n—oo
wenn dass System in Zustanstartet. Nach der unendlichen Linearitat des Erwartungeagjilt:

E[\%] =E

n n
=Y EDX] =) PriXe=1 = Q) +Qy+Qf+...+ Q.
k=0 k=0

lim E[Y,] = E

Zvn] =D EM]=Qf+Qh +Qf+...= Ny

n=0 n=0

O

Die nachste Frage ist, mit welché/ahrscheinlichkeitvird das System aus einem voriibergehenden

Zustand in einen absorbierenden Zustapdbergehen? Die Antwort ist im folgenden Satz gegeben.
21

Satz 5.74.SeiB = N - R Dann istB;; die Wahrscheinlichkeit, dass das System im Zustand
absorbiert wird, wenn es in voribergehenden Zusiastdrtet.

Beweis.DaN = E+Q+Q?+..., haben wirB = NR= ER+ QR+ Q?R+.. .. Es gilt also??

> Qk Ry

NE

Bij =

S
1l
o
>~
1l
=

NE
[

Qi * Rej

>~
Il
i
1l
o

n

NE

Nix - Re;

1
Rij.

I
ZT

> Beispiel 5.75 (Geometrische Verteilung)Wir wiederholen das Bernoulli-Experimed, Xo, . ..
mit Erfolgswahrscheinlichkeip # 0 vielmals und wollen die Erwartete Anzahl der Mil3erfolge
(= Anzahl der Nullen) vor dem ersten Erfolg (vor der ersten Hirestimmen. Die entsprechende
Zufallsvariable isty = min{T : Xy = 1}. Das Experiment kann man als die folgende absorbie-
rende Markov-Kette darstellen:

1-p C@p_@g )

2iHjer ist Rdie s x r Teilmatrix aus der kanonischen Form (5.22) der Ubergantysaia.
2DaQ’=E
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Die entsprechende Ubergangsmatrix (bereits in einer kaclogr Form) ist

_[2-plp
Slaah

SomitistQ =1-pE-Q=1-(1-p) =pundN = (E-Q)! = %. Ausserdem gilt:

N-R= % -p = 1, d.h. dass System wird mit Wahrscheinlichkeit 1 den Zubkthr{Erfolg)
erreichen.

> Beispiel 5.76 (Runs)Wir wiederholen wiederum das Bernoulli-Experimefit, X», . . . mit Mi3er-
folgswahrscheinlichkeit g 0 vielmals und wollen die Erwartete Anzahl der Versuche vamd
ersten Erfolg bestimmen. Versuche sind Zahlen 0 und 1, waiheiNull mit Wahrscheinlichkeit
p kommt. Als Erfolg nehmen wir ein Run 111 aus drei nacheinendelgenden Einsen. Das
Experiment kann man als die folgende absorbierende MagtteKlarstellen:

@

Erfolg

Die entsprechende Ubergangsmatrix (bereits in einer kaclogr Form) ist

p l1-p O 0
P p O 1-p| O
p O 0O |1-p
0O O 0 \ 1
Die Matrix Q ist also
p 1-p O
Q=|p 0 1-p

p O 0

Nun benutzen wir das Programaple um die InverseN = (E — Q)~! auszurechne®

F 1 N 1 1
-1+3p-3p2+p3 1-2p+p2 -1+p
N = p(P—2) N 1 1
-1+3p-3p?+p> 1-2p+p? -1l+p
3 p N P 1
| -1+3p-3p2+p> 1-2p+p? -1+p |

2\Wir kdnnen das tun, da wir bereits wissen, wie man die Invetmgechnen kann, und wir kdnnen diese Routinearbeit
dem Computer Uberlassen.
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und

_ p?-3p+3
(-1+p)(1-2p+p?)

p-2

(-1+p)(1-2p+p?)

~ 1

L (-1+p(1-2p+p?) |

Somit ist die erwartete Anzahl der Versuche (beginnend istahd 0), bis ein Run 111 kommt,

gleich (die erste Zeile voN - 1):

_ pP-3p+3 1-(1-p)p
(-1+p)(1-2p+p>) p(l-p)°°

eine Formel, die wir bereits mit Hilfe von Wald’s Theoremr(fieliebig langen Runs) bewiesen
haben (siehe Beispiel 4.94).

> Beispiel 5.77 (Spaziergang eines Betrunkenen — Fortsetzund@ie kanonische Form fir die Ma-
trix dieser Markov-Kette ist:

0O 12 012 O
/2 0 12| O 0

P= 0O 12 0| 0 12
O O o1 O
0O 0 ©O ‘ 0 1
Also ist
0 1/2 0
Q=1 1/2 0 1/2
0 1/2 0
und
1 -1/2 0
E-Q=| -1/2 1 -1/2
0 -1/2 0
Berechnet man nurE~Q) ! (z.B. mit GauR-Jordan Verfahren, siehe Abschnitt 5.9) e@hmt
man
3/2 1 12
N=(E-Q)'= 12 1
1/2 1 32
Damit ist
2 [ 32 1 12 1 3
N-1= 3 1 2 11-|1(=1|4
4 | 12 1 32 1 3

Wenn der Betrunkene in einem der Zustande@ler 4 startet, dann wird er im Durchschnit# 3
oder 3 Schritte machen, bis er absorbiert (in der Kneipe ndétause) wird.

/ 1/2 1/2

1/2
1 @ m— —) 1
CECD 1/2 1/2 1/2 <5>Q
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Und mit welchen Wahrscheinlichkeiten wird der Betrunkebsaabiert? Aus der kanonischen
Form der Ubergansgsmatrix fiir diese Markov-Kette haben wir

2 [12 O
R= 3 0O O
4 0 1/2
Dann ist das Produk® = N Rgleich
3/2 1 12 1/2 0
B=NR = 1 2 1 |- 0O O
1/2 1 32 0 1/2
2 | 3/4 14
= 3|12 12
4 | 1/4 3/4

Diese Matrix gibt uns die Wahrscheinlichkeiten, mit deren Berunkene im Zustand 1 (zu Hau-
se) oder im Zustand 5 (die Kneipe) absorbiert wird, wenn eeinen der Zustande, 2 oder 4
startet. Startet er z.B. im Zustand 2, so wird er nur mit Wetheslichkeit 34 (und nicht mit
Wahrscheinlichkeit 12, wie man vermuten koénnte!) nach Hause kommen und immerfitin m
Wahrscheinlichkeit 24 die Kneipe erreichen.

5.14 Aufgaben

5.1. SeiV ein Vektorraum tUber einem Korpé&r mit char(®) # 2. Seienu undv zwei linear unabhéngige
Vektoren inV. Zeige, dass dann auch die Vektosea u — v undy = u + v linear unabhéngig sind.

5.2. Es seilF ein Korper undA eine (beliebige) Menge. Die Mend® aller Funktionenf : X — F mit der
Addition

(f +8)(x) = F(x) + f(y)
und der Skalarmultiplikation mit einer reellen Zahgemar

Af(x) =2 f(X) ¥x € X
bildet einen Vektorraum tiber dem Korgér

(a) (Unabhéangigkeits-Kriterium) Seien nunfy,..., f,, : A— F Funktionen, fur die es Elements, .. ., a,,
mit den folgenden Eigenschaften gibt:

() fi(a;) #0furallel<i <m,
(i) fi(aj)=0flrallel<j<i<m

Zeige, dass danfy,. . ., f,, als Vektoren inf4 linear unabhangig sind.
(b) Zeige, dass fie Funktionehg, h linear unabhangig (in VektorrauR®) sind, wobei

f(x) =€, g(x) = x4 h(x) = 4x

5.3. Beweise oder widerlege: Die drei Vektorenvi2, V3 im VektorraumR (iber dem Karpef) sind linear
unabhéangig. Sind die drei Vektoren linear unabhangig tber érperR?
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5.4. Sei A einem x n Matrix, undb € R™ ein Vektor,b # 0. Ist dann die Meng®) = {x :
ein Vektorraum? Ist dann die Menlyfe= {x : x € R", Ax = b} ein Vektorraum?

5.5. Seil : R® — R3 die Abbildung definiert durch die Matrix

x € R", AX =0}

1 2 -1
A=|10 1 1
11 -2

BestimmeBasen und Dimensionen von lmund KerL.

Hinweis Im L ist der Spaltenraum voA = dim(ImL) ist der Zeilenrang von der transponierten MatiX;
diese Matrix bekommt man, wenn man die Spalten ®oals Zeilen schreibt. Um den Zeilenrang (und damit
auch den Rang) einer Matrix zu bestimmen, transformiert diaMatrix zu einer Zeilenstufenform.

5.6. Die AbbildungL : R® — R sei definiert durch

X X+2y-2
Ll vy | = y+z
z X+y—-2z

Bestimme Basen und Dimensionen der Untervektorraumnie bmd KerL.

5.7. SeiL : V — W eine lineare Abbildung. Dann giltftensichtlich:L ist surjektiv <= ImL = W. Zeige,
dass
L istinjektiv < KerL = {0}

5.8. Ein Vater und seine beide Séhne sind zusammen hundert Jahderavater ist doppelt so alt wie sein
altester Sohn und dreissig Jahre &lter als sein jungsteralist der Vater?

5.9. Wir wollen einen Obstsalat aus Apfeln, Bananen und OranD@n Narstdfanteile seien in folgender
Tabelle angegeben:

Eiweil3 | Fett | Kohlenhydrate
Apfel 0,3 | 0,6 15
Bananen| 1,1 0,2 22
Orangen|| 1,0 0,2 12

Stelle einen Obstsalat zusammen, der insgesamt 9 g EiwgiBe& und 194 g Kohlenhydrate enthalt.

5.10. Lose die folgenden Gleichungssysteme:

5.11. Lose die Gleichung:

1 2 0 X 4
31 1|-|y|=1]0
|11 2] | z] | 3]
6 0 1] [ x 1 (1]
3 20 y|=10
|1 0 1] | z] | 2 ]
o 2 27 [ x] [ 1]
2 10 y =11
|4 2 0] | z] | 2
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5.12. Fur welche Werte vora hat das folgende Gleichungssystemk@inebzw. (ii) genau einébzw. (iii)
mehrere Losungéh

n
5.13. Berechne{ é i ] , wobein eine natirliche Zahl sein soll.

5.14. Bestimme die inverse Matrizen von:
-1 1 0
Az{; é],B: 0O 1 -1/, C-=
0O 1 O

1 3]
4 -3 |
5. 16. Ermittle den Rang folgender Matrizen:

1 2
2 4
3 5

3

5

6
1

5.15. Gegeben ist die MatriA = [ . Gesucht ist ein Vektax = [ iz } , SO dass giltAx = x.

1 -1 3 2 [ 1 5 3 4 2 é i (2) é 11
A_—2—143 B_21O31 c—-l2 2 10 3
-1 0 -3 10 7 1 1 14 9 9 5 _42142
-7 1 -1 0 | -1 4 3 11 o 412 6
. 1 2
5.17. Es selA = . Berechne
3 4
(a) A2 +3A-10E
(b) 2A2 - 3A+5E
5.18. Es selA = 1 Berechne
.18. =12 3|

(@) A2+2A-11E
(b) 2A% —4A+5E

5.19. Bestimme die Invers& 1 von

>

Il
RO
o N
N RO

falls sie existiert.
5.20. SeiB = PAP 1, wobei A undP invertierbaren x n Matrizen sind. Find81.

5.21. SeienA und B invertierbaren x n Matrizen iibeR. Zeige, dass dann die Spalten van'B den ganzen
VektorraumR" erzeugen.

5.22. Nehmen wir an, dass die letzte Spalte vAB eine Nullspalte0 ist, aber die MatrixB selbst keine
Nulspalte enthalt. Was kann man dann Uber die SpalterAsagen?

5.23. Zeige: Wenn die Spalten vddlinear abhéngig sind, dann sind auch die SpaltenABiinear abhéngig.

5.24. SeiCA= E, (dien x n Einheitsmatrix). Zeige, dass dann die Gleichungssy#&rma 0 nur die triviale
Lésungx = 0 haben kann.
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5.25. Sei AD = E,, (die m x m Einheitsmatrix). Zeige, dass dann die Gleichungssysten= b fir alle
b € R™ losbar ist.

5.26. Sei B - C)D = 0, wobeiB undC mx n Matrizen sind, und die Matrif invertierbar ist. Zeige, dass
dannB = C gelten muss.

5.27. Berechne die Inversa1 von

0o 1 -1
A=| 4 -3 4
3 -3 4
falls sie existiert.
5.28. Berechne die Eigenwerte von
1 -3 5
A=|0 10
0 -2 2

5.29. SeiG = (V,E) ein ungerichteter Graph mit = {1,...,n}. Ein Dreieckin G ist eine Mengsi, j, k}
aus drei Knoten die paarweise adjazent sind, fi.i} € E, {i,k} € Eund{j,k} € E. Sei A = (a;;) die
Adjazenzmatrix vorG und A% = (b;,;) Zeige, das$ ein Dreieck genau dann besitzt, wenn es ein Paaii k

j < nmita;; # 0undb;; # 0 gibt.

Fazit: Da die Multiplikation zweier Matrizen relativ scHh@usgerechnet sein kann (in Zeit ungeféafy, haben
wir damit einen Algorithmus zur bestimmung der Dreieckisfeé von Graphen, der wesentlich schneller als
der trivialer Algoritmus (der allegg) ~ n® Méglichkeiten ausprobiert) lauft.

5. 30. Definiere die MatrizerH,,,,, m = 2,4,8,. .. rekursiv wie folgt:

1 1 Hn Hm
H2:|:1 _1:|, H2m=|:H _H :|

Zeige, dass die Matrizel,,, regular sind, d.h. vollen Rang haben.

5.31. SeiF ein Korper undM,, die Menge allen x n-Matrizen Ubell. Zeige, dass dann\l,,,+,-) ein Ring
ist.

5.32. Die Disjunktheitsmatrixengl. disjointness matrixist eine 2 x 2" 0-1 Matrix D,,, deren Zeilen und
Spalten mit Teilmengen einerelementigen Menge markiert sind, und

D.(AB)=1 < ANB=0.

Zeige, das®,, Uber jeden KorpeF den vollen Rang2hat. Hinweis Benutze die Induktion ilberzusammen
mit der folgender rekursiver Konstruktion vapy, :

11 D1 Dn-
Dlz[l 0}, Dnz[D_i 01}

5. 33. Die “Schneidungsmatrix” (engintersection matrixist eine (2 — 1) x (2" — 1) 0-1 MatrixQ,, deren
Zeilen und Spalten miticht leerenTeilmengen einen-elementigen Menge markiert sind, u@g (A,B) = 1
< AN B # 0. Zeige, dass diese Matrix auch den vollen Rang Uber jedepef@rhat. Hinweis Seil,
die 2" x 2" Matrix, die nur aus Einsen besteht. Dannlist- D,, genau die MatrixQ,, mit einer zusatzlicher
Nullzeile und einer zusétzlicher Nullspalte.

5.34. Sei A einem x n Matrix Uber dem KérpeF = GF(2) (nur zwei Elemente 0 und 1 mit der Addition und
Multiplikation modulo 2) und spar¥) sei ihr Zeilenraum. Ein Vektor € F" heiRtgeradebzw. ungeradefalls
die Anzahl|x| = X1 + ... + X,, der Einsen inx gerade bzw. ungerade ist. ek (1,...,1). Zeige folgendes:
1 ¢ span@) genau dann, wenn es einen ungeraden Veki" mit A- x = 0 gibt.
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5.35. (Putnam Exam, 1991) Seighund B zweiverschiedene r n-Matrizen iibefR mit A% = B3 und A’B =
B2A. Zeige, dass dann die Matr¢ + B2 keine Inverse haben kaniinweis Betrachte A2 + B%) (A— B).

5.36.Seienvy,...,vx € V \ {0} mit {v;,v;) = O fur allei # j. Zeige, dass damwy,. ..,v, linear unabhangig
sind.

5.37. Zeige, dass fur allg,y € R" gilt:

@) X+ Y117+ lIx = ylIZ = 2(1IXII* + Iy lI?).

(b) Ist||x]| = |lyll, so sind die Vektorer + y undx —y orthogonal.

5.38. Benutze die Cauchy—Schwarz Ungleichung um folgendes ayebfeistu = (ug,...,u,) ein Vektor in
R", danngilt:ju| < +/n-|ju|l, wobeilu| := |uz|+...+]|u,| und|u;| der Betrag vony; ist. Hinweis Betrachte den
Vektorv = (vi,...,v,) mity; = Lfallsu; > 0, undv; = —1 sonst. Beachte, daig = (u,v) und|v|| = v/n.
5.39. Seienxy,...,X, reelle Zahlen und- : [n] — [n] sei eine Permutation vofi,...,n}. Zeige, dass dann
S X Xeny) < Doy X2, Hinweis Cauchy—Schwarz Ungleichung.

5.40. SeiV von den Vektorew; = (1,1,-1),v, = (-1,2,2) undvs = (1,4,0) erzeugter Unterraum vdR3.
Wende den GauR—Schmidt-Orthogonalisierungsverfahrewlie Orthonormalbasis vovi zu bestimmen.

5.41.Zeige, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenvenearlunabhangig sein musseinweis Als
erstes zeige folgendes: bst= ay, so kdnnerx,y nicht Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sein.

5.42. Beweise oder wiederlege: Wenn alle Eintrage einer quaditatin MatrixA nicht negativ sind, dann sind
auch alle Eigenwerte voA nicht negativ.

5.43. Sei A eine reelwertige x n Matrix und seiB = A- AT. Zeige, dass alle Eigenwerte v8micht negativ
sind.

5.44. Eine n x n Matrix hei3tsymmetrischfalls AT = A gilt. Zeige, dass Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten einer symmetrischen Matrix orthogonal sind.

5.45. SeiC C F” ein lineares Code der Dimensi&n= dim(C). SeiG = [Ex|A] seine Generatormatrix. Zeige,
dass dann die Kontrolimatrix die Forkh = [-AT|E,_¢] hat.

5. 46. Die Vandermonde-Matrigengl.Vandermondenatrix) ist einen x n Matrix X,,, dereri-te Zeile die Form
(1,%;,%2,...,x?1) mit x; € F hat:

1 xg x2 ... xpt

1 xp x5 ... xgt
Xn = .

1 %, x2 ... xt

Zeige, dass

detX, = [ (x-x).

1<i<j<n

Hinweis Induktion Gibern. Multipliziere jede Spalte mik; und substragiere sie von der (ndchsten) rechten
Spalte, beginnend mit der rechten Spalte. Das solltexgete (X, — X1) - - - (X2 — X1) det(X,,_1) liefern.

5.47. SeiV ein Vektorraum der Dimension Uber einem Korpeff, und seiw C V. Man sagt, dass die
Vektoren audV in allgemener Lagéin general positiopsind, fallsjedg!) n = dim(V) Vektoren audV linear
unabhéangig sind. S& = F" mit |IF| > nund seiW die Menge aller Vektoren von der Form

m(a) = (La,a%...,a" ) eF" mit acF.

Zeige, dass die Vektoren aWéin allgemeiner Lage sind.
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5.48. Einen x n Matrix A = (a; ;) heiltstreng diagonal dominantvenn
;| > |yl + ... + & ;-1 + @42l + ... + |85 0]

fur alle Zeilemi = 1,...,ngilt. Zeige, dass soche Matrizen reguléar sind, d.h. deremdRang haben.
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