4. Sklaida sferiskai simetriSku potencialu. Skeidimas dalinémis bangomis
Lygtys radialiosioms banginéms funkcijoms

Potencialai, kuriems budinga sferiné simetrija, yra labiausiai paplite mikropasaulyje. Na-
grinésime, kaip sprendziamas sklaidos uzdavinys sferiskai simetriskiems potencialams. Sferiskai
simetriniame lauke iSlieka pastovus dalelés orbitinis judéjimo kiekio momentas pr=mvr. Jeigu
dalelés banginé funkcija isskleisime daliniy, bangu, kurios apraSomos tikrinémis fiksuoto orbi-
tinio judéjimo kiekio momento funkecijomis, tiesiniu dariniu (superpozicija), tai kiekviena daliné
banga jégos centro iSsklaidoma nepriklausomai nuo kitu daliniy bangu. Todél sklaidos uzdavinio
sprendimas pasidaro paprastesnis, nes, sprendziant lygtis kiekvienai dalinei bangai atskirai, ban-
ginés funkcijos kintamieji atsiskiria, o trimaté lygtis pavirsta trimis diferencialinémis ar inte-
gralinémis lygtimis.

Fizikiniu pozitiriu atsiranda naujas aspektas. Biitent, kyla klausimas, kaip tarpusavyje in-
terferuoja dalinés bangos, kai jos patenka i detektoriu. I §i klausima, atsakysime, kai iSspresime
uzdavinj ir surasime sprendinio asimptotika. Tuomet pamatysime, kad toli nuo sklaidos centro
kiekvienos dalinés bangos indélis i sklaidos amplitude, tuo paciu ir i diferencialini bei pilnutinj
skerspjuvius, yra vienas realus parametras, vadinamas sklaidos faze. Sklaidos faziu diduma, ir
priklausomybe nuo dalelés energijos salygoja sklaidos potencialas V (r).

Dabar galime imtis nuoseklaus daliniy bangu metodo nagrinéjimo.

Prisitaikant prie potencialo simetrijos, bus naudojama sferiné koordinaciy, sistema. IS simetri-
jos seka, kad sklaidos sferiskai simetriniu potencialu atveju sklaidos amplitudé f(k’, k) priklauso
tiktai nuo perduotojo judéjimo kiekio modulio k& = |k| = |k’|, t.y. nuo dalelés energijos, ir nuo
sklaidos kampo 6,., kuris lygus kampui tarp k ir k’ vektoriu,.

Sklaidos uzdavinio funkcija dabar tenkina lygti:
W@ = et [ G0 (B ) Vi (1)

kurioje vietoje V (r’) stovi V(r'). Todél (1) funkcija dabar irgi priklauso tiktai nuo r ir kampo
0,. Ji nepriklauso nuo azimutinio kampo ¢. Patogu (1) funkcija vietoje sferiniy funkciju skleisti

Lezandro polinomu, eilute:

b (r) = i Ry(r)Py(cos 6,). (2)
=0

Funkcijas R;(r) vadinsime sklaidos uzdavinio radialiosiomis funkijomis. Jos tenkina ta pacia is

kvantinés mechanikos gerai zinoma, (Bandzaitis ir Grabauskas, 119p.) Sredingerio lygti suristu



busenu, radialiosioms funkcijoms:

d*(rR 2p P21+ 1
- |E - v em) =0 @)

Zinant, kad sklaidos uzdavinys sprendziamas atsizvelgiant i daugiau papildomu salygu nei
suristy biisenu uzdavinys, biituy tikslinga surasti ir integraline lygti, kurios sprendinys biity
atitinkanti (1) radialioji funkcija R;(r). Tam tikslui irasome (2) i (1) ir ploks¢ia banga taip pat
iSskleidziame dalinémis bangomis:

ek = ;il(Zl + 1)ji(kr)P(cos 6,.), (4)

kur j;(kr) — sferiné Beselio funkcija. Sios lygties kaire ir desing puses dauginame i§ Py (cos @),

panaudojame Lezandro polinomu, ortonormavimo salyga, (Bandzaitis ir Grabauskas, 306p.,(P.26))

T 2
P T Pl r QT = ’
/0 ) (cos 6,.) Py (cos 0,)d o ST (5)
ir gauname Sitokia, iSraiska:
20+1
Ri(r) = i (20 + 1)ji(kr) + Z / d),dQ, Py (cos 6,)
L=
X G(()Jr) (E,r,r")Py(cos 0,)V (") Ry (') dr’. (6)

Gryno funkcijai i§ antrosios paskaitos (2.35)
L eik(r—r’)

G(+) E7 ) N=-
o (Brr) onh? |r — 1|

pritaikysime specialiuju funkciju teorijoje gerai zinoma, skleidini:

eik(r—r’)

e -
QW Z 2)\ + 1 J)\+1/2(k"f'<) )\+1/2(k7“>)P>\(n . Il,)

v — /|

= ik 3 (27 + Dja(kr B (krs ) Pa(a - 1)
A

. 1 . A
=~k YA+ Djalkr [ (krs) = iga(krs)| Pr( - 7). (7)
A
Cia r- ir 7~ — mazesnioji ir didesnioji 7 ir 7 vertés, fi ir i — r ir r’ krypéiu vienetiniai vektoriai,

hg\l) — sferiné Neimano funkcija. Irase (7) i (6) ir pritaike

P ) = 2;‘11 ZY;M(ﬁ)YM(ﬁ’), (8)
- 11/2
Py (cosf) = [2>\4+ J Y20(0,0) 9)
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formules, gauname integralinés lygties radialiajai funkcijai galutine iSraiska:
Ri(r) = i(20 + 1)y (kr) + /O GSD (B, v, )V () Ry(r' "2, (10)

kur

2k .
GE (B, r.1") = S gulhr ) [bf") (k) = i (kr) ()

yra laisvosios dalelés l-osios dalinés bangos Gryno funkcija.
Norint surasti dalinés bangos sklaidos amplitude, reikia surasti R;(r) asimptotine israiska,,
kai r — oo. Is (10) ir (11) formuliy matyti, kad yra reikalingos sferiniuy Beselio ir Neimano

funkciju, asimptotikos israiskos:

_ sin(z — Ir/2)

]l(x) ) (12)

T—00 x

_ _COS(JZ—Z?T/Q)’ (13)

r—00 x

hi()

kurias perraséme i§ specialuju funkciju zinyno. Irasome (12) ir (13) formules i (11), apsiri-
bojame baigtinio veikimo spindulio potencialu (r' = ro, r = r~ — o0) ir gauname galuting
iSraska:

eZ

ikr o
. /0 jl(kr’)V(r')Rl(r')r'er'. (14)

) sin(kr — lw/2 2 .
R =iy St —im/2) = ™/2) —h—’g(—z)l

Dabar galima pazymeéti

filk) = — (=i /0 )V ) Re( (15)

ir (14) perrasyti sitaip:

sin(kr — I /2) etkr

Ry(r) =20 +1) + fi(k) .

00 kr

(16)

Belieka (16) irasyti i (2) ir panaudojus (4) surasti dar viena iSraiska:

s )| =4 f: #, Py(cos er)efT. (17)
r—00 1=0
Sulygine (17) su antrosios paskaitos
WO = 4 0100
matome, kad amplitudéje .
Fe,K) = S fy Pi(cos,) (18)

=0



yra amplitudés skleidinio Lezandro polinomais koeficientai f;, vadinami dalinémis sklaidos

amplitudémis.

Sklaidos fazés

Sklaidos fazei surasti patogesné asimptotiné israiska (16), uzraSyta sueinancios ir iSeinancios

sferiniy bangu pavidalu (sin z = (1/2i)[exp(iz) — exp(—iz)]:

zl(QZ + 1) ez’(kr—lw/Q) e—z’(kr—lw/2) %k etkr
R - =% T T Taman
] —i(kr—In/2) i(kr—lm/2)
_ i (21'+ 1) |e B [ fl] e . (19)
2ik r 2l +1 r

Kai potencialas, kuriame juda dalelé, yra realus dydis, daleliy skai¢ius yra pastovus, t.y.
nesikeicia. Tai reiskia, kad dideliame atstume nuo jégos centro (r > d) daleliu, sueinanciy i
centra, ir iSeinanciy, i$ jo, intensyvumai tarpusavyje lygus. IS Sios salygos seka, kad koeficientas

pries iSeinancia sfering banga, yra lygus vienetui:

fil =

‘ 2ik (20)

20+ 1

Si salyga mums leidzia vietoje kiekvienos dalinés sklaidos amplitudés, kuri yra kompleksinis

dydis, ivesti realia funkcija, kuri vadinama sklaidos faze:

2ik

e2i0u(k) —
2l+1fl( )= Sy. (21)

S; vadinama sklaidos S matrica. Kadangi (20) formuléje yar absoliutinis didumas, todél, at-
sisakius absoliutinio didumo, reikia ivesti fazini daugikli. IS (21) surandame daling sklaidos

amplitude:

20+1

%;1(622‘51 -1)= Tei‘sl sin 0;. (22)

k) =
fi(k) 2k

Kiekvienai energijos (judéjimo kiekio) vertei sklaidos fazé 0; pilnai apibrézia radialiosios
funkcijos R;(r), aprasancios daline banga,, asimptotika. [rasome (21) i (19) ir surandame asimp-

totikos iSraiska:
20+ 1) i sin(kr — lr /2 + &)

r—00 k r

Ry(r)

(23)

Kai V' — 0, visos dalinés sklaidos amplitudés f;, o tuo paciu ir visos sklaidos fazés taip
pat pavirsta nuliais. Tuomet (23) asimptotikos iSraiska pereina i laisvos dalelés dalinés bangos
asimptotika:

l .

) ) (20 + 1) sin(kr — I /2

=i(20 + 1)5i(kr) = ( ) sin( / ) (24)

7r—00 r—00 k r

Réaisv (T)

4



Palyginus (23) ir (24) israiskas matyti, kad jos skiriasi fazés priedu §; sinuso argumente, kas
leidzia geriau suprasti, kodél §; vadinama sklaidos faze.
Zinant sarysi tarp dalinés amplitudés (is (18) ir (22) formuliu) ir dalinés sklaidos fazés,

galima uzraSyti sklaidos amplitudés, diferencialinio ir pilnutinio skerspjuviuy iSraiskas su sklaidos

fazémis:
£(6) =" fiPfeos8) = 5o S (21 + (e — 1)Afeosh), (25)
=0 =0
9 _1FOF = 3 fifiRlcos)Pr(cos), (26)
1,I'=0
o= i—g i(% + 1)sin? 8. (27)

o~
Il
o

(27) formulé gauta pasinaudojant Lezandro polinomu ortonormavimo salyga (5). I8 (26) for-
mulés matyti, kad iSsklaidytu daleliu, kampinis pasiskirstymas priklauso nuo skirtingu orbitinio
judéjimo kiekio momento daliniu, bangu interferencijos. Tuo tarpu pilnutinis sklaidos skerspjuvis
nepriklauso nuo interferencijos, nes, suintegravus visuy dalelés islékimo kampu atzvilgiu, inter-
ferencija pranyksta. IS (27) matyti, kad pilnutinis sklaidos skerspjuvis negali buti didesnis uz
(47 /k?) 3520 (21 + 1), o dalinis pilnutinis sklaidos skerspjiivis o; < 47(21 + 1)/k2.

Sulyginus (25) ir (27) israiskas 6 = 0 atveju, galima pastebéti jdomu sarysj tarp sklaidos
amplitudés pirmyn menamosios dalies ir pilnutinio sklaidos skerspjuvio o:

k
Im f(O) = EU’

(28)
nes P;(0) =1, o o nuo kampo 6 nepriklauso.
(28) sarysis vadinamas optine teorema ir yra labai svarbus. Jis galioja bet kokiam poten-

cialui ir nepriklauso nuo artinio, todél yra naudojamas ivertinant rezultatu, gautu apytiksliais

sklaidos teorijos metodais, tiksluma,.
Sklaidos faziu priklausomybé nuo energijos mazu energiju srityje

Daznai buna naudinga zinoti sklaidos fazés priklausomybe nuo energijos. Kai sklaidomos
dalelés judéjimo kiekis (energija) mazas (kd < 1), sklaidos fazés priklausomybei nuo energijos
budingas universalus pobudis. Siai priklausomybei surasti sulyginsime (15) ir (22) formuliu

desines puses

" sin §; = —(—i)l% /0 - Ji(kr) E—’;vm} Ry(r)r2dr. (29)



Panagrinékime (29) israiskos desing puse sklaidos potencialo daliai srityje r < d. Joje yra sferiné
Beselio funkcija. Mazoms kr vertéms zinomos Sitokios Beselio ir Neimano funkciju israiskos:

!

Ol .
mi)|  ~-EE (31)

Jas panaudoje Gryno funkcijos iSraiskoje (11) gauname:

T (32)

o) E rr - =
0,0 ( ) P h2 21 + 1 Tl>+1

Kai k& — 0, i$ (10) matyti, kad R;(r) ~ k', nes j;(kr) ~ k'. Irase &ia priklausomybe i (29),
gauname, kad

(k’) ~ k2l+1 ~ El+1/2. (33)
k—0

0y

Si sklaidos fazés priklausomybé nuo energijos, kai k — 0, yra universali ir tinka visiems baigtinio

veikimo spindulio potencialams.
Sklaidos faziu skaic¢iavimo metodai

Sklaidos faze tiksliai galima surasti tiktai atskiriems dirbtinai sugalvotiems potencialams.
Praktiskai naudojamiems potencialams sklaidos fazé apskai¢iuojama apytikslai. Yra keletas
budu, sklaidos fazei apskaic¢iuoti:

1) sprendziant radialiaja Sredingerio lygti;

2) taikant perturbaciju teorijos metodus;

3) taikant faziniy funkciju metoda,.

Placiausiai naudojami du pirmieji metodai.

Radialiosios Sredingerio lygties sprendimo metodas.
Iveskime pazyméjima,

w(r) =rR(r) (34)
ir (3) lygti perrasykime Sitaip:

2 2
Puy 2 [E_hl(lﬂ)

P - V(r)] u; = 0. (35)

2ur?

Sios lygties sprendinys mazoms r reikmeéms elgiasi Sitaip:

~ it (36)

r—0

ul(r)




Dideléms r reiksméms u(r) asimptotikos iSraiska surandame i§ (23) formules:

uy(r)

l
~ sin (k:r - g + 51) . (37)

Paprastai (35) lygtis integruojama skaitmeniskai. Funkcijos u(r) pirmieji du taskai ap-
skai¢iuojami pagal (34) formule. Skai¢iavimo detaliy nenagrinésime. Svarbu zinoti, kad, inte-
gruojant (35) lygti, funkcija surandama visoje srityje nuo 0 iki asimptotikos (37), atsizvelgiant
i funkcijos u(r) ir jos iSvestinés u'(r) tolydumo salyga visoje 0 < r < oo srityje.

Kai potencialo veikimo spindulys baigtinis (r < d), uzdavinyje yra du atstumo matavimo
masteliai: diametras d ir dalelés De Broilio bangos ilgis A = 1/k. (37) salyga galioja, jeigu
patenkinamos dvi nelygybés: kr > 1 ir r > d. Jeigu fiksuotai dalelés energijai F potencialo
veikimo atstumas d toks, jog salyga kd >> 1 nepatenkinama, tai funkcija u(r) asimptotika, (37)
pasiekia toli uz potencialo veikimo ribu. Siuo atveju netikslinga (35) integruoti tol, kol bus
pasiekta asimptotika, t.y. 7 > 1, nes, jau esant r > d, dalelé juda laisvai, ir (3) lygtis pereina i
laisvos dalelés judéjimo radialiaja lygti.

d*(rRy) L2 lE R+ 1)

2z 72 (rR;) = 0. (38)

2pur?
Kai E > 0, sios lygties tiesiskai nepriklausomi sprendiniai yra sferinés Beselio j; ir Neimano h;

funkcijos. I$ ju sudaromas bendrasis (35) lygties sprendinys:

@ = Ayji(kr) + Bihy(kr); r>d. (39)

Ry(r) =
Vietoje integravimo konstanty patogu parinkti Sitokias:

Al = Cl COS 5l§ Bl = —Cl sin (Sl. (40)

Tuomet

Ry(r) = “’y) = Cy {cos du(kr) — sin &y (kr)}; v > d. (41)

Irasius i (41) sferiniy Beselio ir Noimano funkciju asimptotikas (11) ir (12), lengvai galima
isitikinti, kad (39) tenkina reikiama, asimptotikos salyga.

Taigi, reikia surasti (35) lygties sprendini vidinéje potencialo veikimo srityje 0 < r < d ir
ant ribos r = d ji sudurti su laisvos dalelés sprendiniu (41), kai > d. Sprendinj vidinéje srityje

pazymeékime RY*(r). Jo sudiirima su (41) sprendiniu galime ugrasyti sitaip:

RY(d) = C; {cos &; ji(kd) — sin & hy(kd)}, (42)

vid
RIT(T) = kCy {cos d; j;(kd) — sind; hy(kd)} .
T r=d



Cia ji(z) = d(ji(x))/dz. Tveskime RY(r) funkcijos logaritming isvetine:

1 dRY(r)

fr= Rfid(r) dr r—d

(43)

ant potencialo veikimo ribos r = d. Surandame konstanta C; i$ (42) formulés ir iSreiskiame
sklaidos faze logaritmine iSvestine f;:

Ji(kd) — & ji(kd)
hy(kd) — 2 hy(kd)

tand; = (44)

Reikia atkreipti démesi, kad konstantoje C; yra is laisvai parenkamas sprendziant (3) lygti
funkeijos RV (r) normavimo daugiklis.

Pavyzdziai

Pirmasis pavyzdys. Surasime sklaidos faze, kai dalelé sklaidoma staciakampés duobés po-

tencialu:

_‘/07 S d7
V”):{ 0. >0, (45)

Sitokiam potencialui nereikia skaitmeniskai integruoti (3) lygties, norint surasti RY(r), nes

sprendinys zinomas i§ kvantinés mechanikos vadovélio:

Ry(r) = Cji(Kr), (46)
kur
h
o logaritminé iSvestiné yra:
J'(Kd)
= K= ) 48
Ji Ji(Kd) )

kuria irase i (44) formule surandame sklaidos faze:

ki K d)jj(kd) — Kjj(Kd)ji(kd)
ki (K d)ji(kd) — K ji(Kd)hy(kd)

tan §; =

Antrasis pavyzdys. Tegul dalele sklaido absoliuciai kieta sfera. Tada jos viduje Rfid(r) =0,

o sferos pavirsiuje (r = d) dalelés laisvo judéjimo sprendinys turi buti
R;(d) = 0. (50)
Irasome (50) i (41) ir gauname, kad

tan ; = jl(kd)/hl(kd) (51)



Dalelés mazu, energiju atskiru atveju tinka (30) ir (31) Beselio ir Neimano funkciju israiskos,
kurias irase i (51) surandame Sitokia sklaidos faze:

(k’d)2l+l
Ot paec1= RCESTE

(52)

Perturbaciju teorijos metodas.
Jeigu potencialas V (r) mazas, srityje r < d radialiosios funkcijos israiskoje (10) galima palikti
tiktai pirmaji nari, nes antrasis narys bus daug mazesnis. Tuomet R;(r) = ‘(2] + 1)j;(kr)

irasome i (29) ir surandame sklaidos faze ir sklaidos amplitude;:

. 00 9
¢ sin §) ~ —k /0 h—‘;V(r)[jl(kr)]2r2dr, (53)

£~ —(20+1) /0 ;—‘;V(r)[jl(kr)]%?dr. (54)

Matome, kad f; (54) yra reali. Menamoji dalis yra lygi nuliui, kas pazeidzia optine teorema,.
Toks rezultatas néra geras. Taciau, kai sklaidos fazé §; maza, tai sklaidos amplitudés menamoji
dalis Imf; = (21 + 1)k~ 'sin?§; ir sklaidos pilnutinis skerspjivis o; = (47/k%)(2l + 1)sin? 4,
priklauso nuo sklaidos fazés kvadrato (512. Todeél galima teigti, kad optiné teorema tenkinama
apytikriai, t.y. iki nariu, proporcingy 5l2.

Taigi perturbaciju teorijos taikymo sklaidos fazéms surasti salyga yra sklaidos faziu mazumas
0] < 1. (55)

(53) artinys sklaidos fazéms apskai¢iuoti, kai galioja (55) salyga, vadinamas Borno artiniu
sklaidos fazéms. Siame artinyje sklaidos fazés skai¢iuojamos pagal formule (panaudota
Sin 0y 5,1~ 1)

P —" / i (k) 2r2dr (56)

B <.

Is (56) matyti, kad, jeigu V(r) < 0 (traukos potencialas), visos Borno sklaidos fazés § l(
Is (23) seka, kad r > d srities radialiosios banginés funkcijos tarsi prisitraukia prie potencialo
veikimo ribos (osciliuoja tankiau). Kai V(r) > 0, 5Z(B) < 0, ir iSorinés dalies radialiosios funkcijos
osciliacijos tarsi atsistumia toliau nuo r = d srities (osciliuoja reciau).

Kada sklaidos fazé buna maza? Atsakymo ieSkosime dviem ribiniams atvejams, kai dalelés
bangos ilgis (A =1/k) A > dir A < d.

Kai A > d, t.y. kd < 1,1 (56) irasome (30) artini (k — 0) ir gauname, kad
E2+1

T BN 7 cas 14
[(20 + D2 "

6% = ~
[0+ D220 +3) Rr>

l

(57)




kur d — potencialo veikimo vidutinis atstumas, o V' — vidutiné saveikos amplitudé. Kai sferinis
potencialas pakei¢iamas staciakampe duobe, i§ kvantinés mechanikos zinome, kad suristu biisenuy
egzistavimo salyga yra:

2uVod? /h? > w2 /4. (58)

Jeigu potencinéje duobéje yra du ar trys lygmenys, tuomet parametro 2u|V|d?/ 2, kuris pro-
porcingas |67|, reikimé siekia keleta, vienetu. I8 (57) formulés matyti, kad (55) salyga gali galioti
dideléms [ reikSméms, bet negalioti mazoms [ rekSméms. Taigi Borno artinys blogiausiai tinka
s (I = 0) bangai. Is (25) matyti, kad s bangos indélis sklaidos amplitudéje maziausias, kai
sklaidoma mazais kampais. Galime padaryti Sitokia, iSvada;: jeigu dalelés energija ir potencialo
veikimo spindulys tokie, jog galioja salyga kd < 1, tai Borno artinys geriau tinka sklaidai mazais
kampais, nei sklaidai dideliais kampais.

Jeigu A\ < d, t.y. kd > 1, tai sklaidos fazei ivertinti reikia i (56) formule irasyti (12) iSraiska

(k — 00). Tuomet sklaidos fazé yra sitokia:

sm l7r/2) wlV]d
Siuo atveju Borno artinio galiojimo salyga yra:
1 h°k?
V| < Td . (60)

Ji visai nepriklauso nuo [ ir sutampa su trecioje paskaitoje surasta salyga (3.16), kuri reiskia,

kad Borno artinys galioja, kai arba dalelés energija didelé, arba saveika yra silpna.
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