Trupmeninio Gauso triukSmo salygoti taskiniai procesai
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Modeliuojant daugelj sistemy daroma Markovo prielaida. Tariama, kad sistemos ateiciai svarbi tik
dabartiné sistemos busena. Visgi yra sistemy, kuriy dinamikai jtakg turi ir sistemos trajektorija
(ankstesnés busenos). Sakoma, kad sistema turi ilga atmintj, jei jos dinamikg nusakanciy laiko eiluciy
autokoreliacijos funkcijos gesta laipsniSkai létai. Tai byloja apie tai, kad sistemos dinamikai jtakg turi
labai tolima praeitis. Jdomu tai, kad Sia savybe pasiZymincCiy sistemy sutinkame tiek fizikinése, tiek
kitokiose sistemose.

Egzistuoja modeliai (pvz., ARCH modeliai ar trupmeninis Brauno judéjimas) kurie ilgg atmintj
jskaito tiesiogiai. Tuo tarpu musy grupés kuriami modeliai ilga atmintj atkuria nepazeisdami
Markovo prielaidos [1]. Pirmieji musy grupés modeliai buvo paremti tasSkiniu procesu, kuris buvo
pasiulytas [2] darbe. Veéeliau Sis modelis buvo apibendrintas ir uzraSytas kaip netiesineé stochastiné
diferencialiné lygtis, kurios laipsninés statistinés savybés buvo detaliai iSanalizuotos tiek analiziskai,
tiek skaitmeniSkai [1]. Siame darbe mes apibendriname §j taskinj procesa paZeisdami Markovo
prielaida.

Ilga atmintis Markovo taskiniame procese

Taskinj procesg sudaro tam tikrais laiko momentais, ¢;., jvyke jvykiai (pvz., fotono kontaktas su
detektoriumi ar sandoris finansy rinkose). Ivykius nusako jy profiliai (pvz., sistemos atsakas), A;.().
Taigi taSkinio proceso laiko eiluté yra gaunama sumuojant visy jivykiy profilius:

o(t) =Y Ap(t—tp). (1)
k

Paprastumo délei tarsime, kad musy nagrinéjami jvykiai turi Kronekerio delta funkcijos profilius,
Ap(t) = 6(t). Tokj taskinj procesg pilnai nusako tarplaikiy rinkinys {7;. = ¢;.,; — ¢;.}. Bendresniu
atveju jvykiy profiliai gali buti sudétingesni ar turéti jvairias formas.

[2] darbe pasiulyta tarplaikius modeliuoti naudojant Brauno judéjima:
Th+1 = Tk T 0 " €k, (2)

Cia g, yra standartinis nekoreliuotas Gauso triukSmas. Parametro o verté turéty buti mazas teigiamas
skaicius, prieSingu atveju iteraciné lygtis neapraso Brauno judéjimo.

Zinoma, tarplaikiai negali biiti neigiami, o pats tarplaikiy procesas turéty biti stacionarus. Tad
iteracine lygtis (2) yra sprendziama naudojant krasStines sglygas iS mazy ir dideliy verciy puses. Tegu
;. gali jgyti vertes intervale 7,55, Tmaz|, jei T palikty §j intervala, tai naujoji 7;. verté yra prilyginama
apatinei arba virSutinei intervalo ribai.
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1 pav. TasSkinio proceso, (2) lygtis, (a) laiko eilutés fragmentas, (b) tarplaikiy skirstinys ir (c) laiko eilutés galios
spektrinis tankis. Modelio parametrai: o = 0.1, 7, = 0, Ty = 1.

Sis elementarus taskinis procesas pasiZymi tolygiu tarplaikiu skirstiniu, o §io proceso laiko eiluté z(#)
pasiZymi ilga atmintimi (S(f) ~ 1/f), nors Markovo prielaida néra paZzeidziama.

Trupmeninis taskinis procesas

Mes apibendrinome (2) iteracine lygtj nekoreliuota Gauso triukSma pakeisdami trupmeniniu Gauso
triukSmu:

H
The1=Tp+ 0 e, (3)
Cia H yra triukSmo Hursto rodiklis. = 0.5 atvejis yra ekvivalentus originaliam taskiniam procesui.
H < 0.5 atveju triukSmas yra anti—koreliuotas, o 4 > 0.5 atveju — koreliuotas. Sios koreliacijos turi
jtaka tiek tarplaikiy skirstiniui, tiek jvykiy skaiciaus skirstiniui, tiek laiko eilutés spektrui.

Tarplaikiy skirstinj ganétinai gerai nusako simetriSkas Beta skirstinys, kai triukSmas yra
antikoreliuotas tarplaikiy tikimybés tankis tampa iSgaubtas, kai triukSmas yra koreliuotas tarplaikiy
tikimybés tankis tampa jgaubtas. Sis pastebéjimas yra suderinamas su kity autoriy darbais [3]. Jvykiy
skaiCiaus skirstinys keiCiasi nezymiai, bet pastebimas jo plokstejimas didéjant /. Galios spektrinis
tankis panaSéja j baltg triukSma didejant H.
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2 pav. TaSkinio proceso, (3) lygtis, (a) tarplaikiy skirstinys, (b) jvykiy skaiCiaus per vienetinj laiko langg skirstinys ir
(c) laiko eilutés galios spektrinis tankis. Modelio parametrai: o = 1072, 75, = 0, Tinae = 1 (visi atvejai), H = 0.35
(raudona taSkuota kreive), 0.5 (zalia kreive) ir 0.8 (mélyna bruksSniuota kreive).

Mes galime iSvesti taSkinj procesa, kurio tarplaikiai irgi buty pasiskirste pagal simetriskg Beta
skirstinj, bet kuris buty Markovo procesas. Tokiy procesy yra be galo daug, bet mums tinka tik tas,
kurio triukSmo (difuzijos) narys nepriklauso nuo tarplaikio:

9 1 1
=70~ — + oep, 4
Tht1 = Tl 07 5 <Tk 1-%) OE}; (4)

Cia parametras o nusako tarplaikiy skirstinio forma, Be(o + 1, + 1). Siy dviejy taskiniy procesy
tarplaikiy skirstiniai turéty sutapti, kai « = 1/H — 2.

Trupmeninio triukSmo jtaka

Taskiniy procesy, kuriy iteracinés tarplaikiy lygtys yra (3) ir (4), lyginimas leidzia mums suprasti kiek
netrivialios jtakos turi proceso trupmeninis triukSmas. Sie taskiniai procesai turi tuos pacius tarplaikiy
skirstinius, bet jy kitos statistinés savybés turéty skirtis.

Yra zinoma, kad abiems lyginamiems taSkiniams procesams trumpiems tarplaikiams, 7 << 702

1
~— — 2. 5
p(r) o7t am (5)
Jei taskinis procesas yra Markovo procesas, tai peréeje prie realaus laiko ir atlike kintamyjy pakeitima
N = 1/7 galime jvertinti jvykiy skai¢iaus skirstinio ir galios spektrinio tankio formas. Jei tarplaikiai
kinta pagal (4), tai jvykiy skaiCiaus skirstinys bus laipsninis tam tikroje verciy srityje:
1

p(N) < N, A=a+3=—+1. (6)
Galios spektrinio tankio jvertinimas yra sudétingesné procedura, bet (4) lygtis yra iS esmeés panasi j
jau iSnagrinétg (2) lygties apibendrinima [4]. IS Sio panaSumo seka, kad galios spektrinis tankis tam
tikroje dazniy srityje:
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3 pav. TaSkiniy procesy, (3) lygtis (raudoni skrituliai) ir (4) lygtis (mélyni kvadratai), statistiniy savybiy laipsnio
rodikliy priklausomybé nuo Hursto rodiklio ((a), (b) ir (c)) ir tarpusavio sarySiai ((d), (e) ir (f)). Pilkos kreivés
analiziSkai gaunamus sgrySius. Taskiniy procesy parametrai: H = {0.35,0.4,0.45,...,0.95},a = 1/H —2,0 = 1077,
Tmin — 10_6, Tmaxr — 1 — Tmin-

3 pav. matome, kad Markovo taskiniam procesui, (4) lygtis, gauti skaitmeniniai rezultatai ganétinai
gerai atitinka analiziSkai numatytus sarysius, (5), (6) ir (7). Trupmeninio taskinio proceso, (3) lygtis,
atveju sutapimas yra blogesnis, bet esmingesnis iSsiskyrimas matomas tik galios spektriniam tankiui.

ISvados

Matome, kad trupmeninio Gauso triukSmo jvedimas turi pastebima jtaka taskinio proceso statistinems
savybéms. Dalj pokyciy, tarplaikiy ir jvykiy skaiCiaus skirstinius, galima sékmingai atkartoti ir
Markovo taskiniu procesu papildytu dreifo nariu. Taciau dreifo jvedimas neatkartoja pokycio galios
spektriniame tankyje, kurj sukelia trupmeninio Gauso triukSmo jvedimas.

Paveikslas 3(f) sufleruoja, kad pokycCius galios spektriniame tankyje galima buty paaiskinti kitu budu
- { Markovo taskinj procesg jvedus netiesiSkumo laipsnj, kuris priklausyty nuo /. NetiesiSkumo
laipsnio jtaka Markovo taskinio proceso galios spektriniam tankiui jau anksCiau buvo tirta
skaitmeniSkai ir analiziskai [1]. Visgi toks tolesnis apibendrinimas leisty geriau suprasti sgveika tarp
lygCiy netiesiSkumo ir tikros ilgos atminties, kurig Sio darbo kontekste atspindi trupmeninio Gauso
triukSmas.
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