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Algoritmai ir duomeny
strukturos

10 paskaita

2026-04-21



10 paskaitos tikslas

Susipazinti su trumpiausiy taky paieskos
algoritmais grafuose ir digrafuose:
Trumpiausi takai tarp pradinés virsineés ir kity
likusiy:
* Dijkstros algoritmas,
* Belmano—Fordo algoritmas.
Trumpiausi takali tarp visy virsiiniy poru:
 Létas trumpiausiy taky paieskos algoritmas,

» Greitas trumpiausiy taky paieskos algoritmas,
* Floido—Varsalo algoritmas.
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Tako ilgis svoriniame (di)grafe

« Tako ilgiu svoriniame grafe arba digrafe vadinama takui
priklausanciy briauny svoriy suma.

« Jei grafas néra svorinis, tako ilgiu arba atstumu tarp
virsuniy laikomas briauny, priklausanciy takui, skaicius.

. }—87 - _)@
4@

N\

v
B\
)

-~

3




e

Trumpiausiy taky algoritmai
taikomi

Roboty navigacijai.
Kelionés marsrutams sudaryti.

Mikroschemuy architektiroje.
Gamybos optimizavimo uzdaviniuose.
Transporto uzdaviniams spresti.
Tiesiniy funkcijy rinkinio (lauzCiy) aproksimavimui.
Skaitmeniniy modeliy apdorojimui (pvz.: texture mapping).
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Trumpiausio tako savybé

« Teorema. Jei p yra trumpiausias takas nuo virsinés u iki
virstinés v, tai kiekvienas kitas potakis priklausantis takui
p irgi yra trumpiausias pradzios ir pabaigos virsiniy
atzvilgiu.

 Jrodymas. Tegu q yra takui p priklausantis potakis. Jei
egzistuoty trumpesnis potakis uz q, tai takas q irgi baty
trumpesnis.




Trumpiausi takai nuo saltinio virstinés

« Uzduotis. Svoriniame grafe ar digrafe reikia rasti
trumpiausius takus nuo Saltinio virsStnés s iki likusiy
virsaniy.

« Pastaba. Trumpiausias takas tarp virstniy u ir v negali

blti rastas asimptotiskai greiCiau nei trumpiausias takas

tarp u ir likusiy (di)grafo virStniy.




Trumpiausiy taky paieskos idéja (1)

« Uzduotis. Rasti trumpiausig takg (ne tik jo ilgj).
« Sprendimas. Sukonstruoti jungiantj medj (di)grafe, kuriame
egzistuoty vienintelis takas nuo saltinio iki tikslo virStnes.

« Klausimas diskusijai. Ar Sis medis yra minimaliai jungus?
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Trumpiausiy taky paieskos idéja (2)

Tegu 6(u,v) — trumpiausio tako ilgis tarp virStniy u ir v.
Visi trumpiausiy taky (nuo Saltinio virstinés) algoritmai
turi kiekvienai virstnei u turi atributg d[u], kuris apytiksliai
lygus 6(s,u).
Algoritmo vykdymo metu d[u] kaskart atnaujinamas, kol
galiausiai d[u] =é6(s,u).
d[u] kaskart iS naujo perskaiCiuojamas, jei teisinga
nelygybé

d[u] = §(s,u).
Tuo tikslu naudojamas virstinés u tevystés atributas Tr[ul],

kuris parodo trumpiausig atstumag nuo s iki u. T[u] IS
naujo perskaicCiuojamas tada, kai atnaujinamas d[u].
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Inicializacija ir briaunos relaksacija

INIT(G,s): RELAX (uv,w) :
1. for each v eV 1. If dv] > d[u] + w(uwv)
2. do d[v] «— > 2. then d[v] — d[u] + w(uv)
3. mlv] = NIL 3 ] — u
4. d[s] — 0
alu] alv]

(D)

« Atributai d[v] ir T[v] — kintantys.
« Po briaunos uv relaksacijos bus teisinga nelygybée
d[v] < d[u] + w(uv).



Dijkstros algoritmas

DIJKSTRA (G, w,s) :
. INIT(G,s)
S —
Q—V
while Q # ()
do u — "isskirk min(Q)”  (ir v iSmetama is Q)
S — Su{u}
for each v € Adj|u]
do RELAX(uv,w)

© 0 N> e

. END

« Algoritmas pasidlytas 1956 metais ir publikuotas 1959
metais olando W. Dijkstra.

« Algoritmo vykdymo eigoje formuojamas virSuniy aibés
poaibis S.

|8 likusiy vir§tiniy sudaroma prioritetiné eilé Q pagal d[u]
didéjimo tvarka.
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Dijkstros algoritmo sudétingumas

IS vienmacio masyvo Q =V — S minimalus
elementas iSrenkamas per O(|V|) zingsniy.
Sj isrinkima galima pagreitinti masyva Q
suvedus | dvejetain] paieskos medj, tada
maziausio elemento paieska uztrukty O(log |V|)
zingsniy.
ISrinkimy skaicCius lygus O(|V]) .
Gretimumo sgrasas nuskaitomas O(|E|) karty.
ISvada: Dijkstros algoritmo sudetingumas
asimptotiskai lygus

O((IVI + [E|)log [V]).




Dijsktros algoritmo savybée (teorema)

min(4+2, 6+1) =6

min(4+8, 6+3) =9

* Tegu kontlru pazymeétoje srityje yra zinomi trumpiausi
atstumai nuo saltinio virsines s.
« Atnaujinus gretimy (bet ne kontlru pazymétoje srityje
priklausanciy) virsuniy atributus d[u], bus teisinga lygybé
d[u] = é(s,u).
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Dijkstros algoritmo pavyzdys
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Dijkstros algoritmo pavyzdys




Dijkstros algoritmo pavyzdys
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Dijkstros algoritmo pavyzdys




Dijkstros algoritmo pavyzdys
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Dijkstros algoritmo pavyzdys
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Dijkstros algoritmo pavyzdys
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Dijkstros algoritmo pavyzdys




Dijkstros algoritmo pavyzdys
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Dijkstros algoritmo pavyzdys
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Belmano—-Fordo algoritmas

« Tinkamas svoriniam (di)grafui su neigiamais
briauny svoriais (skirtingai nei Dijkstros algoritmas).

* Aptinka neigiamus ciklus.
» Létesnis uz Dijkstros algoritma.

Pt
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Belmano—Fordo algoritmo idéja (1)

Kaskart atnaujinti atributg d visoms virstniy
poroms, Kurias jungia briauna.

Teorema. Jei virStines u ir v jungia briauna (digrafo
atveju kryptisiS u j v), s = u — v yra trumpiausias
takas ir d[u] = 6(s,u), tada d[u] + w(uv), yra
trumpiausias atstumas nuo s iki v.

Jrodymas. Kadangi s = u — v yra trumpiausias
takas, jo ilgis lygus §(s,u) + w(uv) = d[u] + w(uv).
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Belmano—Fordo algoritmo idéja (2)

IS pradziy apskaiCiuojami atributai 6(s,u) visoms
virsinéms, kurios gretimos saltinio virstnei s.

Po to apskaicCiuojami d[u] = §(s,u) atributai
virsiinéms, kurios nutolusios 2 briauny atstumu nuo
saltinio virsinés sir t. t.

Kadangi joks trumpiausias takas negali turéti
daugiau nei |V|-1 briaung, po baigtinio zingsniy
skaiCiaus d atributai bus teisingi.

Pastaba. Nepasiekiamy virsuniy is s atributas d
lygus begalybei.
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Belmano—Fordo algoritmas

BELLMAN-FORD(G, w, s)

1 for each v eV do

2 d[v] ¢«

3 n[v] <~ NIL

4 d[S]. <0 Algoritmo
5 for1< 1tolVI-1do sudétingumas O(VE).
6 for each uv € E do

7 RELAX(uv, w)

8 for each uv € E do

0 if d[v] > d[u] + w(uv) then

10 return FALSE

11 return TRUE




Neigiamy cikly aptikimas

Tarkime lygybés teisingos:

d[A] < d[B] - 9, °

d[B] = d[C] + 3, 9 3
d[C] < d[A] + 4.

Jas sudéjus gaunama A
priestara: 4
0<-2.

Vadinasi, bent vienai briaunai uv galios teisinga nelygybé
d[v] > d[u] + w(uv).

8—10 Belmano—Fordo algoritmas eilutése tai yra tikrinama.
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Belmano—Fordo algoritmo pavyzdys
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Belmano—Fordo algoritmo pavyzdys
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Belmano—Fordo algoritmo pavyzdys
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Belmano—Fordo algoritmo pavyzdys
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Belmano—Fordo algoritmo pavyzdys
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Belmano—Fordo algoritmo pavyzdys
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Trumpiausi takai tarp visy virsiniy

Uzduotis. Svoriniame grafe ar digrafe reikia
rasti trumpiausius takus tarp visy virstniy poruy.

Pastaba. Bendruoju atveju (kai leidziami
neigiami svoriai), tai galima padaryti taikant
Belmano—-Fordo algoritmg |V| karty, todel
algoritmo sudétingumas tampa O(VZE). Jei
grafas G tankus (turintis daug briauny),
trumpiausiy taky paieskos algoritmo
sudétingumas artéja j O(V4).




Trumpiausi takai tarp visy virsiniy

Pazymekime maziausig svorj d;; tako (i virsinés i |
virsane j), kuriame yra ne daugiau m briauny:

0 { 0, jeii=j,

K o, jeii # j.

ApskaicCiavus d}’}‘l, teisingos lygybeés:

. m—1 . m—1
A7 =minsd" ", min (d)T " 4+ wp.

o m—1 .
= min (47" +wi) )
Tikslas — apskaiciuoti iteracijy sekg (matricas D):

w=pmb . p2 ... pn-1)




Trumpiausi takai tarp visy virsiniy

* Pagrindiné algoritmo procedira — is dviejy zinomy matricy D ir
- W apskaiciavimas tre¢ios matricos D’ (algoritmas labai panasus
= matricy D ir W daugybai):

= Tr-T (D.W):

— 1. n < eilutes[D]
= 2. Tegu D" = (dj;) — n x n matrica
3. for i+ 1ton

. A do for j— 1ton

- D. do d;;j — X

E 6. for k— 1ton

= 7 do d}; — min{d;.. dy. +wp;}

- 8. return D’

- * Rezultatai gaunami tokia tvarka:

=Tr-T(Dy. W) =D, Te-T(DW, W) =D? | Tr-T (DWW W) = D*+Y
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Leétas trumpiausiy taky paieskos algoritmas

Létas Tr-T(W):

1. n — eilutés[W]

3. for m—2ton—1

4 d() D(-ﬂl) - 'I‘r _ T(D(Tn—l) ‘. IIT)
5)

_return D=1

 Algoritmo sudétingumas O(n*). Kodél?
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Leétas trumpiausiy taky paieskos algoritmas
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Leétas trumpiausiy taky paieskos algoritmas
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Leétas trumpiausiy taky paieskos algoritmas




Leétas trumpiausiy taky paieskos algoritmas

o 0 1 7 o 14 o 14
16 16 0 6 18 13 o 13

7 4 3 3 0 5 3 4
o 3 4 10 e 0 o o
4 1 2 8 6 11 0 1
39 8 8 5 10 8 0
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Leétas trumpiausiy taky paieskos algoritmas

0 9 10 16 o 23 o 23
17 0 1 7 19 14 o 14
16 16 0 6 18 13 21 13
10 10 11 0 12 7 15 7

7.4 3 3 0 5 3 4
oo 3 4 10 o 0 o 17
4 1 2 8 6 11 0 1
3 9 8 8 5

10 8 0
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Leétas trumpiausiy taky paieskos algoritmas
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Leétas trumpiausiy taky paieskos algoritmas
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Leétas trumpiausiy taky paieskos algoritmas
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Greitas trumpiausiy taky paieskos algoritmas

Greitas Tr-T(W):

. n «— eilutes|W]

DWW — W

m «— 1

. while n—1>m

do D®™) — Ty — T(D™), D(™))

m «— 2m

return D™

SO U W

 Algoritmo sudétingumas O(n? log n). Kodél?
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Greitas trumpiausiy taky paieskos algoritmas
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Greitas trumpiausiy taky paieskos algoritmas
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Greitas trumpiausiy taky paieskos algoritmas




BEEBBEEBEBEREBEREBEERBEEREREREBEEREBEEBEBRE

Greitas trumpiausiy taky paieskos algoritmas
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Greitas trumpiausiy taky paieskos algoritmas
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Floido—Varsalo algoritmo idéja

Floido—Varsalo algoritmas iSnaudoja kitokig tako struktiirg
nei Kiti trumpiausiy taky paieskos algoritmai.
Algoritmo vykdymo metu klasifikuojami takai pagal tai,
kokios yra tarpines virstines v, ... v,_, take p = iv, ... v,_4J.
Tegu p,_, — takas, kurio tarpinés virsunes priklauso aibei
{1, ..., k=1}ir p, — takas, kurio tarpinés virStneés priklauso
aibei {1, ..., k—1, k}.
Jei k nebuvo tarpine virstine take p,, tai p, = p,_4- Kitu
atveju

P:i= k=],
Cia esantys daliniai takai priklauso takams p,_;.

N ,-/_®- \\\/__" ‘D:

P Y, )3 a

QAN LW
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Floido—Varsalo algoritmas

PaZzymékime maziausig svorj d}; tako (i§ virstnes i |
virsane j), kuriame yra k tarpiniy virsaniy {1,..., k}.
Jei tarpiniy virsuniy néra (k=0), tai
0
Apibréziant rekursyviai:

o Wiy, jei k= 0.
Y] min {dit di—t + di:j._l . Jel k=1
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Floido—Varsalo algoritmas

F1-W (WW):

1. n < eilutes|W

2. DO — W

3. for k —1ton

4. do fori+—1ton

5 do for j— 1ton

6 df:"j — min {dﬁj_l, d,ﬁf_l — d’;::j_l
7. return D)

 Algoritmo sudétingumas O(n3). Kodél?
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Floido—Varsalo algoritmas
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AcCil uz demesij.

Klausimai?
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