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/ paskaitos tikslas

» Susipazinti su:
Dvejetainiais paieSkos medziais,
AVL medziais,
Raudonais—juodais medziais.
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Dvejetainis medis

« Dvejetainis medis (binary tree) — tai toks medis, kurio kiekviena
virstneé turi ne daugiau kaip 2 vaikus:

kairiojo pomedzio Sakniné virstne __ Saknis

kairysis pomedis \
W

- desSinysis pomedis



Dvejetainis paieskos medis

« Dvejetainis paieSkos medis (binary search tree) — tai toks
dvejetainis medis, kurio virstniy reikSmés iSdéstytos tokia tvarka:
— VirStnés reikSmé yra didesné uz visas reikSmes jos kairiajame pomedyje.
— VirStnés reikSmé yra mazesné uz visas reikSmes jos deSiniajame pomedyje.
— Kairysis ir desinysis pomedziai yra dvejetainiai paieSkos medziai.
— VirSuniy reikSmés negali kartotis.




Operacijos dvejetainiame paieskos
medyje

Medzio apgjimas
ReikSmes paieska
Elemento jterpimas
Elemento salinimas




Dvejetainio paieskos medzio apéjimas

Apéjimo strategijos:

« V-K-D: aplankyti Virsline, apeiti Kairjjj pomed;|, apeiti Desinjjj pomed;.
« K-V-D: apeiti Kairjjj pomedj, aplankyti VirsStne, apeiti Desinjjj pomed;.
« K-D-V: apeiti Kairjjj pomedj, apeiti Desinjjj pomedj, aplankyti Virsine.

Apéjimo pavyzdziai:

e V-K-D: CBADE
9 G K-V-D:ABDCE
e Q K-D-V:ADBEC
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Reiksmés paieska dvejetainiame
paieskos medyje

leSkomos reikSmeés 7 ir 38:
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Elementy jterpimas dvejetainiame
paieskos medyje

insert (10) insert (12) insert (5)

« Jei jterpiama reikSmé
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lygi virsuneés reikSmei,

Lo insert (4) insert (20) insert (8
darbas baigiamas
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Elemento salinimas dvejetainiame
paieskos medyje

Virsiinés su reikSme 4 iSmetimo pavyzdys:

« Reikia rasti virStine su
iISmetamais duomenimis.

« Jeita virsuné — lapas, jis
iStrinamas.

« Jeita virSiné néra lapas,
jos reikSme galima
sukeisti su didziausia
kairiojo pomedzio arba
maziausia desiniojo
pomedzio reikSme ir
iSmesti tg virsune.




Subalansuotas medis

e Subalansuotu medziu vadinamas toks medis, kurio Saknis
priklauso to medzio centrui, taip pat ir kiekvieno pomedzio
sakniné virsuné priklauso to pomedzio centrui.

2 (8, 9 @ @6
5 @@ 5 @

Nesubalansuotas medis Subalansuotas medis

« Pomedzio aukstis atitinka ilgiausio tako briauny skaiCiy tame pomedyje.

B



Kokia prasmeé balansuoti medzius?

* Dvejetainis paieskos medis gali iSsibalansuoti atliekant
virsuniy jterpimo ar salinimo operacijg, todel paieska
jame gali tapti neefektyvi, t. y. isaugti algoritmo
sudétingumas.

. Sios problemos sprendimo badai:
— Medzio subalansavimas.
— NeiSsibalansuojanciy medziy naudojimas (pavyzdziui,
AVL medziy).
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AVL medziai

 AVL medziu vadinamas dvejetainis paieskos medis,
kurio kiekvienos vidinés virstinés desiniojo ir kairiojo
pomedziy auksciai skiriasi daugiausiai vienetu.

» |Svada: visi AVL medzio pomedziai yra AVL medziai.

 AVL medis — pirmasis besibalansuojantis medis, kuris
1962 m. buvo pasitlymas autoriy G. M. Adelson-Velsky
ir E. M. Landis, todeél ir gavo varda

AVL.
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Pavyzdziai

« Zemiau pateikti AVL medziai. Kodél?
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Pavyzdziai

. Zemiau pateikti ne AVL medziai. Kodél?
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« Elementy (virsuniy) jterpimas.
* Elementy (virsiniy) salinimas.
* AVL medzio balansavimas:

— Pomedzio sukimas | kaire puse.

— Dvigubas pomedzio sukimas.

Pt

— Pomedzio sukimas | desine puse.

AVL medziuose atliekamos operacijos
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Virsdnes jterpimas AVL medyje (1)

lterps‘ 9
reikSme 6
Q 8) /

Medis subalansuojamas

° ° G atliekant desinjjj posuk|
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Virsines jterpimas AVL medyje (2)
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Jterpimas pomedyje 3 e
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Virsines jterpimas AVL medyje (3)
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Virsines salinimas AVL medyje (1)
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Virsines salinimas AVL medyje (2)
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Virsinés salinimas AVL medyje (3)
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AVL medziy pavyzdziai (1)

Jterpiama Jterpiama
Jterpiama virstine 2 virstine 1 AVL
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medis




AVL medziy pavyzdziai (2)

- Jterpiama lterpiama AVL
— virsiine 4 virsune >
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AVL medziy pavyzdziai (3)

Jterpiama Jterpiama
virsiné 6 virsiné 7

Bhodh A
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ne AVL ne AVL
medis medis




AVL medziy pavyzdziai (4)

Jterpiama Jterpiama
virsiné 16 virsiné 15
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AVL medziy pavyzdziai (5)
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AVL medziy pavyzdziai (6)
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virsiné 14
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ne AVL ne AVL

= medis medis
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Apibendrinimas

AVL medzio, turinCio n virstniy, aukstis yra O(log n).

Tegu n(h) — AVL medzio, kurio aukstis h, virsuniy

skaicius. leskosime minimalaus n(h):

Akivaizdu, kad n(1)=1 ir n(2)=2.

Kai n>2, tai AVL medis turi pomedzius, kuriy vieno

aukstis n(h-1), kito n(h-1) arba n(h-2).

Kal vienas IS pomedziy tures maziausiai virsiniy, jo

aukstis bus n(h-2), todel bus teisinga lygybe:
n(h)=1+n(h-1)+n(h-2).

AVL medziai, kuriy minimalus virstniy skaicius

fiksuotam aukSciui h, vadinami Fibonac¢io medziais.




Fibonacio medziy pavyzdziai
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AVL medzio didziausias aukstis

Abiejose lygybes n(h)=1+n(h-1)+n(h-2) puséese pridejus po 1,
gauname:

n(h)+1=n(h-1)+1+n(h-2)+1.
Kadangi n(h)+1 yra Fibonacio sekos narys, tai

N (1 +\/§>h+2 1 <1 —\/E)M
" “ L 2 2
arba
h+2
n(h) = \%(1 +2\/§> -1, kai h — o

IS Sios lygybes h=1,44 n(h). Tai reiskia, kad blogiausiu atveju
AVL medzio, turinCio n virsaniy, aukstis lygus O(log n).
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Raskite Fibonacio sekos bendraj) nary,

Fibonacio sekos bendasis narys

Sprendimas
'xn+2 _ l_+'x ‘:;rn
x —x-1=0,
1++/5 1-+/5
1 sy Xog = —(——
2 2

F =C{l+‘/§]n +C{ﬂ]”n
> )

s

F

C].1+\/§+C2.ﬂ=1’
2 2
C,-1+2‘/§+5+C2-1_2‘/§+5=

2 2

=F ,+F A6 F=F=1.

n+2 n+1

_{Cl-(1+\/§) ( ):
Rghapiacs o
-(1+I)+Cl-(f— ):23

1 1
C -2J5=2=C/=—,C,/ ===
V57 0 S

1 1+\/§n 1-— SH
=94




FEt e

Raudoni—juodi medziai

« Raudoniems—juodiems medziams formuluojamos Sios
struktlirinés savybés:

1. Kiekviena virsiiné yra raudona arba juoda.

2. Medzio Saknis visada yra juoda (jei Saknis néra
juoda, jg reikia padaryti juoda).

3. Jterpiamos virstnes yra raudonos.

4. Kiekvienas takas nuo virsines iki jos lapy turi
vienodai juody virsaniy.

5. Medzio lapai yra juodi (kartais zymimi NIL).

6. Joks takas negali tureti 2 is eiles einanciy raudony
Virsaniy.
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Raudono—juodo medzio pavyzdziai (1)
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Raudono—juodo medzio pavyzdziai (2)
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Operacijos su raudonais—juodais medziais

* Elemento jterpimas
* Elemento salinimas

* Medzio koregavimas:
— Virsuniy spalvy keitimas.
— Pomedzio sukimas | desine puse.
— Pomedzio sukimas | kaire puse.




Elemento (virsanes) jterpimas

 Jterpiamai virsiinei priskiriamas raudonos spalvos
atributas.

« Jel po virsunés jterpimo medis nebetenkina raudono—
juodo medzio apibrézimo, reikalinga medzio korekcija,
pavyzdziui:

Pt
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Elemento (virsines) jterpimas: 3 atvejai

Pazymeékime jterpiamo elemento X déde (angl. uncle)
raide U:

Senelis (tévo tévas)

Dédé Tévas

Vaikas (desinysis)

Galimos 3 situacijos:

1) F —raudonas ir U — raudonas

2) F —raudonas, U — juodas ir X — deSinysis vaikas
3) F —raudonas, U — juodas ir X — kairysis vaikas




e

1-0ji situacija

F — raudonas ir U — raudonas:

« X tévas ir U nudazomi juodai,

« X senelis nudazomas raudonai,

« X senelis tampa X,

» Jei senelis — medzio saknis, jis nudazomas juodai.

naujas X @N
JeiA |
Saknis




2-0fi situacija
— raudonas, U — juodas ir X — desinysis vaikas:
. X tévas tampa X,
« Atliekamas sukimas | kaire apie X virsiine (po sio
sukimo visada seka 3 situacija).




3-0ji situacija
— raudonas, U — juodas ir X — kairysis vaikas:
. X tévas perdazomas juodai,
« X senelis perdazomas raudonai,
« Atliekamas sukimas | desSine apie X teva.




Elemento jterpimo pavyzdys (1)

(1-0ji situacija)




El ]
emento jterpimo pavyzdys (2)

sukimas | kaire
apie X

(3-0ji situacija)




Ele ]
mento jterpimo pavyzdys (3)

i desing

sukimas

(3-0ji situacija)
Yp'\e F

F perdaiom
G perdaiom




Elemento (virsanes) salinimas

« Virstiné pasalinama kaip ir jJprastame dvejetainiame
paieSkos medyje (DPM), taCiau jei medis tampa ne
raudonai—juodas, reikalinga korekcija:

— Jei pasalinamas lapas arba raudona virstiné, nieko koreguoti
nereikia (pasalinimas kaip ir jprastame DPM).

— Jei pasalinama vidiné juoda virsuné, medis koreguojamas
artimiausig raudong virstine perdazant juodai, kuri pakeicCia
iStrintg virstine, pavyzdziui:

IStrinama virsuneé 4
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AcCil uz demesij.

Klausimai?
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