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Algoritmal ir duomeny
strukturos

6 paskaita

2026-03-17



6 paskaitos tikslas

Susipazinti su grafais ir jy uzrasymo budais.

|ISanalizuoti atskirg grafy klase — medzius.

Susipazinti su medziy vizualizacijos algoritmais.

Kaip blty galima pritaikyti off formatg grafy vizualizacijai?

Konigsberg in 1736 Euler's graphical representation




Grafy teorija

« Atskira matematikos sritis, grafy teorija, atsirado XVIII amziuje.

. = - Sios teorijos pradininku laikomas Leonardas Oileris, kuris,
vartodamas grafo sgvokg, 1736 m. pirmasis iSsprendé Septyniy
Karaliauciaus tilty uzdavinj:

= Tarkime, kad Priegliaus upe

— galima Kirsti tik pereinant kurj
— nors Karaliauciaus tiltg. Ar tada
— Jmanoma po vieng kartg pereiti
— septynis Karaliauciaus tiltus?

— Atsakymas: NE. Kodel?
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Grafo sgvoka

« Grafu G vadinama virsiniy ir briauny aibiy pora (V, E)
Ir zymima
G=(V, E).

« Pavyzdziui, G = ({1, 2, 3}, {{1, 2}, {2, 3}}):




Grafo eile ir dydis

« Grafo G = (V, E) eile vadinamas jo virsiiniy skaicius:
V] = n.

« Grafo G = (V, E) didumu (dydziu) vadinamas jo
briauny skaicius:
|E| = m.

Zymeéjimas |A| parodo aibés A galig (elementy skaidiy),
pavyzdziui, jei A = {2, 3, 5, 7}, tai |A| = 4.
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Gretimumo ir incidentumo sarysiai

 Virstinés grafe vadinamos gretimomis, jei jas jungia
briauna.

* Gretimumo sgrasu Adj[u] vadinamas virsunei u € V
gretimy virstiniy sgrasas, pavyzdziui:

1/2\3

Adj[1]=2, Adj[2]=[1,3], Adj[3]=[2].

e




Gretimumo ir incidentumo sarysiai

« Grafo G = (V, E) briauna zymima uv, Cia u, veE Vir
galioja sgrysis: v € Adj[u].

« Tokiu atveju sakoma, kad virstiné u yra incidenti
briaunai uv (analogiskai, v yra incidenti uv),

pavyzdziui:
1 3

Virstnes 1 ir 2 yra incidencios briaunai {1,2).
« Pastaba: briauna vv, v € V vadinama kilpa.
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Grafo uzrasymas gretimumo matrica

« Grafas G = (V, E) uzrasomas kvadratine n x n
gretimumo matrica A = (a;):

1,jei virsSunés i ir j yra gretimos,
Aif = 3 p rocotodm s s s .
H 0,jei virStneés i ir j néra gretimos.

A B C D E

s N
Al 0 1 1 1 0
] B|1 0 0 1 1
' c|l1 0 O 1 o
Bl 3 1 32 31
E| 0 1 0 1 O

| J

« Pastaba: kilpos atveju virsiné yra gretima pati sau.




Grafo uzrasymas incidentumo matrica

« Grafas G = (V, E) uzrasomas n x m incidentumo
matrica B = (by):

b — 1,jei virSuné i yra incidenti briaunai j,
Y71 0,jei vir$uné i néra incidenti briaunai j.

El E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8

s ™

Al'1 1 1 0 0 O0 0O
B| 1 0 0 1 0 1 OO
clo 1 o 01 o0 OO
D| 0 0 1 1 1 0 11
E| O O 0 O 0 1 1 0
\ y

» Pastaba: kilpos atveju tik viena virstne incidenti briaunai




Digrafai ir multigrafai

« Digrafu vadinamas orientuotas grafas G = (V, E), t. y. grafas, kurio
briaunos turi kryptis:

« Multigrafu vadinamas grafas (digrafas), kurio dvi virSGnes gali jungti
daugiau nei 1 briauna (tos pacios krypties briauna):

a b

0

d C




Digrafo uzrasymas gretimumo matrica

« Dirafas G = (V, E) uzrasomas kvadratine n x n
gretimumo matrica A = (a;):

g = 1, jei briaunos kryptis iS virsSunés i j j,
U0, kitu atveju.

A B C D E
r \
0O 1.1 0 O
O 0 0 1 1
O 0 0 1 O
1 0 0 1 1
O 0 0 o O
\ J

« Pastaba: kilpos atveju kryptis is virsines j pacia Jg




Digrafo uzrasymas incidentumo matrica

« Grafas G = (V, E) uzrasomas n x m incidentumo
matrica B = (by):

1,jei i yra pradiné briaunos j virSuné,

b;j =4 —1,jeiiyragaliné briaunos j virsune,

0, jei virsSuneé i néra incidenti briaunai j.

El E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8

r 3
1 1 -1 0 0 0 O0 O
-1 0 0 1 0 1 0O
O -1 0 0 1 0 OO
o 0 1 -1 -1 0 11
o 0 0 0 0 -1 -10

3 y

« Pastaba: kilpos atveju tik viena virsine pradine




Multigrafo uzrasymas gretimumo matrica

« Multigrafas G = (V, E) uzraSomas kvadratine n x n
gretimumo matrica A = (a;):

~_ |k, jeiper k briauny galima patekti is virSuneés i i j,
4ij =0, kitu atveju.

© ©
S') a b c de S’ a b cocde
€ a @120 3 S a@ 100 N
='| E'I
S bftoooo S b 1000
c (20011 S c|l0010
00101 d0oo1 0
3 0110, e\0 00 0 0/




Multigrafo uzrasymas incidentumo matrica

« Multigrafas G = (V, E) uzraSomas n x m gretimumo matrica B =

(by):

1, jeii virsiné yra incidenti j briaunai, kuri nera kilpa,
bij = 4 2, Jeli virsune yra incidenti j briaunai, kuri yra kilpa,

0, jel i virsuné néra incidenti j briaunai.

« Bekilpis multidigrafas G = (V, E) uzraSomas n x m gretimumo
matrica B = (by):

1, jei i yra pradiné j briaunos virsiine,
bij = —1, Jjeii yra galiné j briaunos virsune,
0, i virstiné néra incidenti j briaunai.




Svoriniai grafai

« Svoriniu grafu (digrafu) vadinamas grafas G = (V,E,w), kurio
briaunoms priskirtas svorio atributas (pavyzdziui atstumas tarp
virsniy).

» Svoriniai grafai (digrafai) dazniausiai apibréziami gretimumo
matricomis, kuriose reikSmeé 1 keiCiama briaunos svoriu,
pavyzdziui:

2 3 4 5
0 OO0 ]15120| 0
1jlo|0O|J0O0]|0O| 0|25
2l0(0]J0|O0O|O0O]O
3[]15(25| 0|0 ]Jo0 |0
410 |0 |30l 0] 0|10
50|25l 00|00




Kitos grafy teorijos sgvokos

Taku grafe (digrafe) vadinama virsiniy seka
Vi, Vo, eoesy V,
kurioje briauna galima nukeliauti iS v,virsinés jv,.,,i=1,..., n—1.

Grafas vadinamas jungiu, jei bet kurias dvi jo virStines jungia takas,
Kitu atveju grafas néra jungus.

N LN L

Jungus grafas. Nejungus grafas.




Pilnasis grafas

« Grafas vadinamas pilnuoju, jei bet kurias dvi jo virSlnes jungia
briauna. Pilnasis grafas zymimas K, ir turi n(n-1)/2 briauny:
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Kitos grafy teorijos sgvokos

« Digrafas vadinamas silpnai jungiu, jei, ignoruojant briauny kryptis,
bet kurias dvi jo virStines jungia takas:

R

» Digrafas vadinamas stipriai jungiu, jei egzistuoja takas tarp bet
kuriy dviejy jo virsiniy (neignoruojant briauny krypciy):

> > BB PP




Kitos grafy teorijos sgvokos

« Ciklu grafe vadinamas bent dviejy virsuniy takas, kurio pradzia ir
pabaiga sutampa.

« Cikliniu grafu vadinamas grafas, turintis bent vieng cikla.

« Cikly pavyzdziai grafe « « »:

O
iDvGGQ

 Medziu vadinamas jungus grafas, neturintis cikly.




Medziai
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Medziy uzrasymo budai

Gretimumo matrica.
Incidentumo matrica.
Briauny aibe.

Priuferio kodu.



Medzio uzrasymas gretimumo matrica
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Medzio uzrasymas incidentumo matrica

ooo0ao0
ooo0ao0
ooo0ao0

[ R e e e e e T — S == R = T = R I TR e R R T P = I = T = =
Lo e e e e e e e e e e e e e R = L = T == R [ e
[ e R e e R = R = = I = T =T = R = I T = R R =T =T =R = I =
[T T e R T e T e e Y = R e R T R Y R e R = R T R == R = T =
[ = R T — T = A = [ e Y o Y e e Y o Y I Y e O == Y e L e = = N
[ Y o e Y o e e o e e e T e R = R =T =
[ R e e e e e e . — =R = T = R R o T e R e I T = R O

[ T e T e R T T e R e T e R o R s . = T == T - T T e T e T
[ e e e e e e e = -~ — S == = TR e e R e Y e o T o Y e R [

o TR o T o T o Y o T s T o Y o T o T e R o R o = T = T o T o T e Y e Y e T e T
[ R e R e e L~ = R = [y = Ry e R e T e R e R e e R N = TR = R e B [
[ T e T e T e R e T e T e R s T s Y e B . R e = = T o T e T e Y o Y o T T o T
[ T o R e T o T o T T e B = R e R = R D= == R e R o Y e T e Y o Y e S N I
[ R e e e e R == SN = TR o T o Y o T e N o e Y o Y o N Y Y e e o I
[ B . R L = T == B o S o T o T o T e T o S o N Y Y o Y o Y o T o Y o Y o T .
[ T e T e Y T e T e R e R e R e R Tt = TR = T - R e T e Y e e T e Y e Y e IR e
[ Y o Y e T Y o R s T e o R == T R e Y o Y e e O Y e R e Y Y e e T
[ R e e e R e e e R = = ot~ T = J =T = T - T T e Y e Y e T e Y e Y e TR e
[ e e e R e . . — T == R e e o Y e Y S e Y e Y T e Y e R e [
[ R e R e = N = R = T = T e TR o Y e Y e Y I Y o Y e Y T e Y e R R
[T T = T = T = T e e R = R = - — T =T = TR = Y e R T e Y e e TR e Y . B e R o
[ =S = T T Y e T Y e Y R Y o e Y T o R R T e Y e Y T e Y e R [

7
[ e Y o I Y o Y e e Y e e e Y e e e e . — T = Ty = R




e

[

BIBBRBBRBREBEEEEBEREBEEREBEBE

l

Medzio uzrasymas briauny aibe

| T~ E = {1, 6}, {2, 12}, {2, 18}, {3, 7}, {3, 17},
__ 1|4 16 (4,6}, {4, 22}, {5, 8, {5, 17}, {6, 13}, {8, 15},
/ \13 {8, 20}, {9, 12}, {10, 14}, {11, 19}, {12, 21},

10 15
{13, 14}, {13, 16}, {14, 15}, {14, 18}, {15, 19},
8 - ‘}9\23 -.!_ {15, 23}, {20, 24}}
/N |
3 20 11 12
| /\
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Medzio uzrasymas Priuferio kodu

22 14 16 a=16,3,17,12, 14,19, 13,5, 8, 15, 12, 2,
10/1'5\13 18, 14, 4, 6, 13, 14, 15, 15, 8, 20]
N |
8 19 23 2
/N |
3 20 11 12
| /\
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj
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a=1[10]
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj
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a =110, 10]
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj
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110, 10, 9]
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj

11 8

. /
\\/
/\

J

— 10, 10, 9, 1]
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj

11 8
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a=1[10,10,9, 1, 9]
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj
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a=1[10,10,9,1,9, 7]
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj
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a=1[10,10,9,1,9,7,9]
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj

11

~~

a=1[10,10,9,1,9,7,9, 9]
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj
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a=110,10,9,1,9,7,9,9, 4]
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj
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a=110,10,9,1,9,7,9,9, 4, 12]
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj

11

~~

12

a=1[10,10,9,1,9,7,9,9, 4, 12]
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Priuferio kodas ir jo sudarymas pagal medj
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a=1[10,10,9,1,9,7,9,9, 4, 12]
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Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

a — [1929394759594939291]
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Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

a — [1929394759594939291]
V={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
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Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

a — [1929394759594937291]
V={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
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Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

a — [1929394759594939291]
V={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

E={1.6}}
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Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

O = [29394957594939291]
v={1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,12}
E={{1,6}, {2,7}}



Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

O = [394959594939291]
v={1,2,3,4,5,8,9,10,11,12}
E={{1,6}, {2,7}, {3,8}}




Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

a=1[4,554321]
V={1,2,3,4,5,9,10,11,12}
E={{1,6}, {2,7}, {3,8}, {4,9}}




Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

a=15,543.2.1]
V={1,2,3,4,5,10,11,12}
E={1,6}, {2,7}, {3,8), {4,9}, {5,101}




Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

a=[54321]
V={1,2,3,4,5,11,12}
E={1,6}, {2,7}, {3,8), {4,9}, {5,100},

{5,11}}




Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

a=1[4,3,2,1]

V={1,2,3,4,5,12}

E={{1,6}, {2,7}, {3,8}, {4,9}, {5,10},
{5,11}, {4,5}}




Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

a=1[3,2,1]

V={1,2,3,4,12}

E={{1,6}, {2,7}, {3,8}, {4,9}, {5,10},
{5,11}, {4,5}, {4,3}}




Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

a=1[2,1]

V={1,2,3,12}

E={{1,6}, {2,7}, {3,8}, {4,9}, {5,10},
{5,11}, {4,5}, {4,3}, {3,2}}




Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

o= [1]

V={1,2,12}

E={{1,6}, {2,7}, {3,8}, {4,9}, {5,10},
{5,11}, {4,5}, {4,3}, {3,2}, {2,1}}




Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

o= ]

V={1,12}

E={{1,6}, {2,7}, {3,8}, {4,9}, {5,10},
{5,11}, {4,5}, {4,3}, {3,2}, {2,1}, {1,12}}
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Medzio generavimas pagal Priuferio kodg

a=1[1,2,3,4,554321]
E={{1,6}, {2,7}, {3,8}, {4,9}, {5,10}, {5,11}, {4,5}, {4,3}, {3,2}, {2,1}, {1,12}}




Medziy vizualizacijos algoritmy raida

Binarieji medziai Numeruotieji medziai

Radialinis medziy vaizdavimas
Wetherell ir Shannon (1979) Walker (1990)

Eades (1992)

Ziediniai medziai Kaginiai medziai
Melancon ir Herman (1998) Robertson (1991)




Estetiniai reikalavimai medziy vizualizacijai

(remiantis Di Battista et al. (1994), Section 2.1.2, Aesthetics, pp. 14-16.)

Minimalus briauny susikirtimy skaicius
Tolygus virsuniy pasiskirstymas

Maza grafo briauny ilgiy imties dispersija
Simetrinis grafo vaizdavimas (jei yra galimybé)

AN

Pt
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Radialinis ir hierarchinis medziy vaizdavimas
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Radialiniu badu pavaizduoti medziai pagal
ciklinius Priuferio kodus
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Radialiniu badu pavaizduoti medziai
pagal ciklinius Priuferio kodus
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Medzio centro ir ilgiausiy taky paieska

Takasq = [31, 14, 20, 8, 1, 34, 16, 6, 26, 3, 5]
Takas, = [31, 14, 20, 8, 1, 34, 16, 6, 30, 17, 25]
Centras = [34]
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