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Paskaitos (diskusijos) tikslas

Matematiné klryba, kaip jg atrasti?

Mokyklinés matematikos zinios ir jy pritaikymas.
Funkcijos apibendrinimas: parametrine kreive.
Parametrinés kreivés pasukimas.

Parametriniy kreiviy kompozicijos.

Trimaté parametriné kreive, pavyzdziail.
Parametrinis pavirsius, pavyzdziai.

Parametriniy kreiviy ir pavirsiy taikymas:

— Bezjé kreives,

— Bezjé pavirsiai.

Panaudoti GeoGebra, Meshlab, Sketchfab jrankius
vizualizacijai.




Kur matematine karyba?

Ar matematika yra ,,sausas mokslas“?
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Atskiriejl Ir apibendrintie|i atve)al
Bendrumai ir atskirumai

Realus gyvenimas Matematika

Real Numbers

Realusis skaiCius —
Racionalusis skaicius —
Sveikasis skaifius —
Naturalusis skaiCius —
Teigiamas lyginis skaiCius — 72

Gérimas — Arbata — Juoda
arbata — Juoda arbata be
cukraus

Kaip abstrakcijos (apibendrintieji atvejai) pravercia gyvenime?




Kas yra funkcija?

= Funkcija — tai taisyklé, pagal kurig kiekvienai jos apibrézimo srities
= reikSmei priskiriama vienintelé reikSmé: f(x) =y.
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Funkcija ir jos apibendrinimas
f(x) =y, pazymeékime:

X =1,
y = f(t).

Bendruoju atveju:
X = X(1),

y = y(b),
t € [a, b].

t =time



Parametrines kreives sgvoka

» 2D parametrinés kreives uzrasymas:
X = X(1),

y = y(b).
» 3D parametrinés kreives uzrasymas:
X = X(1),
y = y(1),
Z = 2(1).

t — parametras, priklausantis intervalui [t .., t._.].
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Sinuso ir kosinuso apibréezimai

Parametrinés kreivés uzuominos mokykloje
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Apskritimo lygtis XY plokstumoje

X = r*cos(t),
y = r*sin(t),
t €[0, 2m).

<%
W,

Geogebra (r=1)?
Curve(cos(t), sin(t), t, 0, 21)

X = r*cos(t),
y = r*sin(t),
z =0,

t €[0, 2m).
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Elipses lygtis XY plokstumoje

4

X = a*cos(t),
y = b*sin(t),
t €[0, 2m).

|b

T x = 2*cos(t),
Ty =3*sin(t),
z=0,

Geogebra (a=2, b=3):
Curve(2 cos(t), 3 sin(t), t, 0, 2) t €[0, 2m).




Kity parameftriniy kreiviy
pavyzdziai

Geogebra:
Curve(t cos(t), t sin(t), t, 0, 20)




Kity parameftriniy kreiviy
pavyzdziai

X = cos(t),
y=1/5,

Z = sin(t),

t €[-20, 20].

OO0

Geogebra:
Curve(cos(t), t/ 5, sin(t), t, -20, 20)
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Koordinaciy sistemos pasukimas

A
Tasko (x, y) naujos Y
koordinatés (x*, y*) po
posutkio kampu a: .y
X,y )
X* = X cos(a) —y sin(a) / o
y* = x sin(a) + y cos(a) ! >
(0, 0) xy) X

Uzduotis: iSveskime funkcijos f(x) = x*2 parametrine kreive ir pasukime jg kampu a.
Pasitikrinkime gautg rezultatg su GeoGebra programa.




= Elipsines parametrines 2D kreives

-

x(1) =si11(31 1‘) b, cos(vl 1‘) + cos(sl z‘) a, sin(vl t) + sin(sz t) b, cos(v2 2‘) + cos(s2 1‘) a sin(vz t) + 51'11(53 t) b, cos(v3 1‘) + cos(s3 t) a, sin(v3 1‘)

2

y(t) =-a siu(vl f) siu(sl t) + b, cos(v1 t) cos(s1 f) —a, si11(v2 {) SiIl(.S‘Z t) +b, cos(v2 f) 005(5'2 t) —a, sin(v3 t) :sin(s3 f) + b, cos(v3 f) 005(5'3 t)

re [0,10m]
—_—
€7 trecios._eiles_vizualizacija_79.ggb - ] X
File Edit view Options Tools Window Help
—_—
A . 1 @ & o a=2 Move
. / ! :>' @ dl VIIEIN ABE —— ’%’ Drag or select object
- e ACY
rofational speeds ofthe ellipse a and paint A p,,,m Emm Trajctory of point A
onal speeds ofthe ellise b and point B Poin] | Eilpss] | Trajectoyorpoim
i eeds ofthe ellipse ¢ and point G
— Point|c Ewuse Trajectory of point C
s=2
® D Animation . Sta End
—_—
1=31.42
C—_ 1=-42
b1=-8.4
s1=-2.4
vi=1
——
p— a2=-72
b2=-10.32
- s2=-2.4
v2=48
p— a3=-12.36
bh3=-14.04
s3=2
— vI=-16
——
Input

https://www.geogebra.org/m/j6déws6ée



https://www.geogebra.org/m/j6d6ws6e

= Elipsines parametrines 3D kreives

w(
:(Z)=sin(5 ty b cos(v2 r) Jrcos(s2 r)

3 3

~

1

):sin(s 1) b,

x(17) :sin(s f) b. cos(v3 f) + cos(s
) b cos(vl r) + cos(sl r)

a, sin(v3 f) —a, sin(vz f) sin(sz f) + ‘bz cos(vz f) cos(sz t

~
S

a sin(vl r) —a, sin(v_ r) sin(53 I) + .7)3 cos(v_ r) cos(s

()

3

()

a si11(v2 r) —a sin(vl r) sin(sl I) + bl cos(vl r) cos(s r)

2 2 2 1 1
t € [0,10m]
—
C— € naujas_variantas8.ggb - [m] X
File Edit View Options Tools Window Help
A . . -2 Move
! / —r I>' @ @ 'é- "\ ABC) LL, '%' Drag or select object
~ Graphics " K[+ 3bGcraphics X
AC~ AC~
-
—
P— t= 3142
L]
al=-012
e
— h1=-23.
—®
S1=04
—— .
vi=-02
L
az=36
L
— uz:ga
s2=-3
— ®
W2=-12
®
p—
a3=g
L
— h3=0.36
®
s3=0
— L
¥3=-18
®
—

https://www.geogebra.org/m/bemyhdzw



https://www.geogebra.org/m/bemyhdzw

Parametrinés kreivés ir ,Math art”



Apskritimo lygtis erdveje

http://demonstrations.wolfram.com/
ParametricEquationOfACircleln3D/

B!yB!ZB)

Apskritimo (kurio spindulys r ir centrinis taskas B), A( )
ortogonalaus vektoriui AB, parametriné lygtis: XA, YA, Za

r cos(t)(yp — YA)\/(XB —x4)% + (yp —ya)? + (zg — z4)* +rsin(t)(xp — x4) (25 — z4)

x(t) =xg —
\[((XB —x4)%+ g — ya)* + (2 — ZA)Z)((XB — x4)* + (¥p _}’A)z)
e rcos(t) (xg — x4)y/ (xg — X4)2 + (Vg — ya)? + (25 — 20)? — rsin(t) (zg — 24) (V5 — Ya)
= VB
\[((XB —x2)%+ (g —ya)* + (25 — ZA)Z)((XB —x4)%+ (yp — YA)Z)
2(6) = 2, + rsin(t)\/(xg —x4)% + (g — ya)? ’ ¢ €[0,2m) 1x<0
V(g —x4)% + (yp — Ya)? + (25 — 24)° sen(x) ={ 0,x =0
73 1,x>1
x(t) = xg — % (sgn(zg — z4)sin(t) + cos(t))
Jeix, = xgiry, = yg, tai y(t) = yg — g(sgn(zf, — z,)sin(t) — cos(t))

z(t) = zp, t €[0,2m)



http://demonstrations.wolfram.com/ParametricEquationOfACircleIn3D/
http://demonstrations.wolfram.com/ParametricEquationOfACircleIn3D/
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Parametriniai pavirsiai

« Parametrinio pavirSiaus uzrasymas:

X = x(u,v),
y =y(u,v),
Z =2z(u,v).

u — parametras, priklausantis intervalui [U ., Uay],
v — parametras, priklausantis intervalui [V i\, Vinaxl-
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Cilindras

Parametrinis

cilindro pavirsius:

X=r*cos(u),

y=V,
z=r*sin(u),

u€l0,2m),velhy,h,).

Geogebra (r=1, h,=-1, h,=1):
Surface(cos(u), v, sin(u), u, O,
2m, v, -1, 1)
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Parametrinis sferos
pavirsius:
X=r*cos(u)*sin(v),
y=r*cos(v),
z=r*sin(u)*sin(v),
ugo, 2m), vgo, mj.

Geogebra (r=1):
Surface(cos(u) sin(v), cos(v),
sin(u) sin(v), u, 0, 21, v, 0, )

Sfera
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Toras

Parametrinis toro pavirsius:
Xx=(a+b*cos(u))*cos(v),
y=b*sin(u),
z=(a+b*cos(u))*sin(v),
uego, 2m), veo, 2m).

Geogebra (a=5, b=2):
Surface((5 + 2cos(u)) cos(v),
2sin(u), (5 + 2cos(u)) sin(v),
u, 0, 2, v, 0, 21m)



Sukinys

U21

Parametrinis sukinio
pavirsius:
X=X(u)*cos(v),
y=y(u),
z=x(u)*sin(v),

uefu,, u,], veo, 2m). Ui~

Geogebra (x(u)=sqrt(1 - u?) (1 - u) / (3 /2 sqrt(3)), y(u)=u, u,=-1, u,=1):
Surface(sqrt(1 - u?) (1 - u) / (3 /2 sgrt(3)) cos(v), u, sqrt(L -u?) (1-u)/(3/2
sqrt(3)) sin(v), u, -1, 1, v, 0, 21), Curve(sgrt(1 - u?) (1 - u) / (3/ 2 sqrt(3)), u, u, -1, 1)




Bezje kreives

B(t) = i C") (1— )" P,

1=0

P, — kontroliniai taskai, n — kreives eile.

0 oP, Pa t

t

aP,

0

oP,
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2 elles Bezje kreiviy kontaras

P= (B+C)/2
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3 eiles Bezje kreiviy kontaras

P,=2/3*A+1/3*B,
P,=1/3*A+2/3*B,
POZ(Q+P1)/21
P.=(P,+R)/2.
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4 eiles Bezje kreiviy kontiras

Uzduotis: pagal brézinj
iSvesti 4 eilés Bezjé
kreiviy lygtis, kai

A=G, G=D, D=H,

H=B, D=P, P=M,

U=V, V=Pirt.t.




Bezje pavirsiai

= plu,v) = iz (ﬂufu ~ u)”—f(’?]vf(l —v)" K,

Pavyzdys, kai n=m=3.

Raudona spalva pazymeti
kontroliniai taskai.

- Melyna spalva pazymétas
— kontrolinis tinklas.

= Juoda spalva pazymeéta Bezjé
= pavirSiaus aproksimacija.
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C2 pavirsius

Glodus pavirSius, sudarytas is
atskiry mazesniy pavirsiy, kuriy
sanduroje sutampa antros eilés
iSvestinés (kreivumas k) kiekvieno
tokio pavirsiaus atzvilgiu:

|$'Fyﬂ _yrmu|
K = .

3
2

(mrﬂ ue y."ﬂ)

C2 pavirsSiaus konstravimo metodai:

Catmullo ir Clarko algoritmas Aproksimavimo Bezjé pavirSiais metodas




C2 pavirsiaus konstravimas is
Bezje pavirsiy (1)

TrecCios eilés Bezjé kreiviy tenzorinés sandaugos koeficientai (kaukés):

= 111

— 36 9 36 1 2 1
= (1L 2 10 (L2 1)1 _ |1 4 1 1 2 ) 18 9 18
— 6’376 6376 — | 9 9 9 [;»;]X[??] = |1 4
= 111 9 9 9
— 6 9 36

— 1 2 ' '

- 9 9 _[LAL]X[LAI

- 2 4|~ 6’3’6 373

— 9 9

== Pagal sias kaukes apskaiCiuojami Bezjé
=2 pavirSiaus kontroliniai taskai.
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= Kontroliniy Bezje pavirsiaus tasky
apskaiciavimas

1 1 1 1 1 1 1 1 4
Ago Aoy Aoz ‘40’3 Pop = o A00 T gA0z T 5g 2o T 5422 T odos H 5 A0 T A1 T A0n A1,

1 1 1 1 2 4
Py1 = ﬁflo,z + ﬁfqz,z + gAm + ;Am + 3141,2 + gflmu
1 1 1 1 2 4
Ais Pya = EAO,l + 542,1 + ;An,z + gﬂz,z + ;Am + gAl,zu
1 1 1 1 1 1 1 1 4
Py3 = gflo,l + 540.3 + £A2.1 + 51‘12,3 + gfqo,z + 5A1,1 +‘9A1,3 + gAz,z + :,141,2:

1 1 1 1 2 4
A, Pio=1gdz0 t A2z T 5A1o T A1 + 5421 + 5410,

1 2 2 4
P = ;—"‘12,2 +;A1,2 + ;1‘12,1 +;A1,1s

1 2 2 4
Py =5Az1 ALt A0+ AL,

1 1 1 1 2 4
Pis= EAZ,l + Efqz,a + ;A;L,l + ;A1,3 + ;fqz,z + ;f’h,z:

Pyp = ﬁi‘lm + 1_181"'11.2 + %Az,o + éi‘lz,z +§,A1,1 +§142.1a

Py = éfql,z +§A1,1 + %1‘12,2 +gf12,1>

Py = é‘ql,l +§A1,2 + §A2,1 +SA2-2’

Py3 = ﬁi‘ln + 1_181"'11.3 + %Am + éAz,a +§A1,2 +§A2.2>|

Pyp = 3_161‘11,0 + %Au + %As,o + 3_151‘13,2 + %An + é/‘lz,n + éAz.z + %Au + gfqz,b
P3; = ﬁAl,Z + 1_18143,2 + éfln + éA3,1 +§Az2 + %Az,b

1 1 1 1 2 4
Py, = Ei‘lm + EA” + ;ALz + gfls,z + 5142.1 + gr‘lz,zu

1 1 1 1 1 1 1 1 4
P35 = gi‘ln + gfqm + 51‘13,1 + gfla,z + ;Al,z + ;Az,l + ;Az.a + §A3,2 + gfqz,z-




C2 pavirsiaus konstravimas is
Bezje pavirsiy. Pavyzdziai
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Bezje pavirsiy konstravimas
ypatingyjy tasky aplinkoje

Naudojamos Sios kaukeés pavirSiy dalinimui.
Naujo tasko koordinates virsanes vietoje:

__ C1
A 11
= 4 4
= 1 1
N 4 4
Naujo tasko koordinatés briaunos vietoje:
13 1
: 16 8 16
- -G 13 1
16 8 16
////
Naujo tasko koordinates sienos vietoje:
F 131
— - - 4 32 4
- n 4n 1 3 9 3
tras = A B, C. = = =
=S =) +n(n+5); T nn+5) &% 2 16 3




Pavyzdziai







AcCil uz demes,j.
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