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Svarbi informacija

TOLESNI PLANAL:

Geguzés 6 d. paskaitos skirtos kursui uzbaigti (papildomos
temos, kurios nejeina j egzaming, tacCiau lieCia praktinius
programavimo uzdavinius).

Geguzés 13 d. paskaitos skirtos placiau susipazinti 3D modelio
kdrimu, kompiuteriniu kreiviy ir pavirsiy modeliavimu.

Geguzés 20 d. teorijos ir pratyby paskaitos dedikuotos JUsy
pasirinkty temy pristatymames.

Geguzés 27 d. paskaita skirta sukurty 3D modeliy pristatymams
ir graziausiy 3D modeliy iSrinkimui. Likes laikas skiriamas
konsultacijai ir atsiskaitymames.

Programavimo uzduotis galima iki geguzeés galo.

Egzaminas birzelio 19 d. 12 val. (Nuotoliniu budu).
Egzamino trukmé — 2 val.
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11 paskaitos tikslas

Susipazinti su maksimalaus srauto paieskos
algoritmais:

Fordo ir Fulkersono metodas,
Edmondso—Karpo algoritmas,
Priessraucio stimimo algoritmas,

Maksimalaus srauto paieskos taikymai:
« Maksimalus dvidalis suporavimas,
« |Strdkimo uzdavinys (angl. escape problem).




Srautal tinkluose

« Kas yra srautas ir kas yra tinklas?

« Tarkime, turime jungujj digrafg G = (V, E), kuriame isskirtos
Saltinio s € Vir tikslo virsiinés t € V-

15

« Jei tokiame digrafe apibrézta talpos funkcija c : E — R* arba
jos apibrézimo sritis iSplésta V x V, kai c(uv) =0, jei uv ¢ E, tai
toks digrafas dar vadinamas tinklu.




Srautal tinkluose

« Apibrezimas. Srautu tinkle G = (V, E) vadinama funkcija
f:VxV —R, jei tenkinamos tokios salygos:

1) f(uv) < c(uv),

2) f(uv) = —f(vu),

3) kiekvienai u € V \ {s, t} teisinga sglyga

« 3 sglyga dar vadinama Kirchhofo aksioma.
« Srauto didumu vadinamas dydis

1= fesv) =) @),

vev vevV
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Maksimalaus srauto uzdavinys

Tinkle G = (V, E), kuriame isskirtos Saltinio s ir tikslo virStnés t,
rasti srautg f, kurio dydis blty maksimalus.

Apibendrintas maksimalaus srauto uzdavinys

Tinkle G = (V, E), kuriame isskirtos saltinio s, ..., S, Ir tikslo
virsunés t,, ..., t, rasti srautg f, kurio dydis baty maksimalus.
Tokiu atveju, jvedus papildomg Saltinj s ir tikslo virsine tir
briaunas ss;, tit bei apibrézus c(ss;) = « ir c(tt) = «, uztenka
spesti pirmajj uzdavin.
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Fordo ir Fulkersono metodas (1956)

- Sio metodo idéja — nuolat ieSkoti galimo srauto nuo
saltinio iki tikslo virsiinés, kiek galima didinti srautg.
 Pradedant f =0 ir radus takg p : s = t, tiesioginése tako

briaunose srautas didinamas, o priesingy krypciy
(netiesioginése) briaunose srautas mazinamas.

« Tokj srautg take p galima padidinti talpa c(p):
c(p) := min{c(uv) : uv € p}.
« Kaic(p) > 0, takas p vadinamas auginanciu srautg.

Diskusijai:
« Kuo skiriasi algoritmas nuo metodo?
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Fordo ir Fulkersono metodas (1956)

« G —jungusis svorinis digrafas (tinklas), s — saltinio
virstneg, t — tikslo virsuné.
« Algoritme daug karty iSkvieCiama procedura F-F (G, s, t).
F-F (G, s, t):
1.f<—0
2. while egzistuoja srautg auginantis takas p
3. do ,augink f take p”

4. return f

« Realizuojant Sig idéjg paranku naudotis likutiniais tinklais
Gi=(V, E), Es={uveV xV:c(uv) >0}, kur c; (uv) =
c(uv) — f(uv) yra likutiné talpa.




Maksimalaus srauto ir minimalaus pjavio
savybés

« Jei f yra srautas tinkle G = (V, E) su Saltiniu s ir tikslo
virstne t, tai Sie 3 teiginiai yra ekvivalentis:

1) fyra maksimalus srautas,

2) likutinis tinklas G; neturi srautg auginanciy takuy,

3) kazkokiam pjaviui (S, T) turime |f| = c(S, T),

CaV=SuUTsusavybeseSirteT,c(S, T)— pjavio talpa,

o f(S, T) — srautas, tekantisis S j T.

« Taip pat teisinga savybe, kad bet kokiam pjlviuiV=S U T
turime |f| = (S, T).
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Edmondso—Karpo algoritmas

- Sis algoritmas realizuoja Fordo ir Fulkersono
maksimalaus srauto paieskos idéjg (metodg).

F-F-met (G, s,1):

1. for Yuve E

2. do fluv] 0
3. flvu] <0

4. while egzistuoja auginantis takas p

5. do cf(p) < min{cy(uv) : uv € p}
6. for V uv € p

7 do fluv] — fluv] + c;(p)
s flou] — — Jlu

END

« Algoritmo sudétingumas O(|f*||E|), kur f* — maksimalus
srautas.
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (1)
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (2)
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (3)

Zenklas ,/“ atskiria srautg ir talpa, t. y. f(u, v) / c(u, V).
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (4)
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (5)
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (6)
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (7)
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (8)
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (9)
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (10)
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (11)
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (12)

Ifl=4+7+8+
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (13)

D

4 15
; T YO

Ifl=4+7+8+




—
—
-
-
—
-
-
C—
-—
.
-
-
C—_—
—
-
-
C—
—

Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (14)
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (15)

if| = 23
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Edmondso—Karpo algoritmo pavyzdys (16)
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Kitas pavyzdys (nepalankus atvejis)
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Kitas pavyzdys (nepalankus atvejis)
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Kitas pavyzdys (nepalankus atvejis)

1 /1000




T AU U dUUUY U U UUEY

I U U1

Kitas pavyzdys (nepalankus atvejis)
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Kitas pavyzdys (nepalankus atvejis)




Kitas pavyzdys (nepalankus atvejis)
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Kitas pavyzdys (nepalankus atvejis)
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Kitas pavyzdys (nepalankus atvejis)
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Apibendrinto maksimalaus srauto uzdavinio
sprendimas

IBRBBBEBEBEBEBBREBEREBEEBEBEBE

1 I U1




PrieSsraucio sttmimo algoritmas
(angl. Preflow-Push algorithm)

Siuo algoritmu taip pat i¥sprendZiamas maksimalaus
srauto apskaiCiavimo uzdavinys.

PrieSsraudio stimimo algoritmo sudétingumas — O(|V|3).
Pagrindinés operacijos — stumk(uv) ir iSkrauk(u).




PrieSsraucio sttmimo algoritmas
(angl. Preflow-Push algorithm)

* PrieSsrauciu tinkle vadinama funkcija f: V xV — R,
tenkinanti sglygas:

1) f(uv) = —f(vu), S (u,v)
2) f(uv) < c(uv), @ @
3) e(u)=f(V, u) =20 kiekvienai u € V \ {s}. Su)y=—f(u,v)

c(uv) — briaunos uv talpa, f(vu) — briaunos uv svoris, e(u) —
perteklinis srautas virstinéje u.

@ c(u,v) @ = ’@ 10

S, v)<c(u,v) e(u) =f(V,u)=>5

>




PrieSsraucio sttmimo algoritmas

 Likutine talpa c; parodo, kokj svorj galima perkelti is
virsineés u j virsune v:

cr(u, v)=c (u,v)—f(u,v)

« Auksc¢iu vadinama funkcija h : V — N, tenkinanti

sglygas:
h(s) = V]
h(f)=0
h(u) <h(v)+1, YV (u,v)eE;

* Likutiniu tinklu vadinamas grafas G,= (V, E))

E-={(u,v)eVxV:clu,v)>0, h(u) <h(v)+1}




Stumk(uv) Ir Kelk(u)

Stumk(uv) bus vykdoma
tada, kai:

crluv) >0,
h(u) = h(v) + 1.
Stumk (uv):

fluv] « fluv] + dy(uv)
flou] = —fluv]

elu] < elu] —ds(uv)
elv] < e[v] + ds(uv)

oo

ot

Vykdymo metu briauna uv
ISstumiamas srautas

ds(uv) =min{e(u), cs(uv)}.

. d(uv) < min{e|ul, cr(uv)}

Kelk(u) bus vykdoma
tada, kai:

cf(-u:v) >0 ir h(’u.) i f:_r,(-y)
visoms uv € Ey.

Kelk(u):
1. hlu] <= 1+ min{h[v]: uv € Ey}

Kelk(u) atliekama, kai
virsiné u yra pertekliné
VISOMS briaunoms uv.
Saltinio s ir tikslo t
virsinés néra keliamos.




Stumk(uv) ir Kelk(u)
realizavimo pavyzdys




Priessraucio stimimo algoritmas

INIT(G, s):

- 1. for Vu € V
2. do hfu] < 0

— 3. elu] +0 Bendra Pr-St procediira:

— 4. for Yuv € E 1. INIT(G, s)

= 5. do fluv] < 0 2. while egzistuoja galimybé naudoti
= 6. flou] «+0 Kelk(u) ar Stumk(uv)

e 7. hls] « |V 3. do tai.

- 8. for Yu € Adj|s]

8 9. do f[su] + ¢(su)

- 10. flus| < —c(su)

- 11. elu] «— c(su)

END




Maksimalaus srauto taikymal
« Maksimalus dvidalis suporavimas (Halo vedybuy
problema, angl. Hall's marriage problem).

* Istrlikimo uzdavinys (arba kitaip — iSsigelbéjimo
problema, angl. escape problem).
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Maksimalus dvidalis suporavimas

Suporavimu grafe G = (V, E) vadinamas nepriklausomy
briauny poaibis M.

M c E yra suporavimas, jei kiekviena virsiiné v € V turi
ne daugiau kaip vieng incidencig briaung, priklausancig
aibei M.

Maksimalus suporavimas turi didziausig briauny skaiciu,
t. y. [IM| — max.

Visiskasis suporavimas dvidaliame grafe G = (L U R, E)

yra toks poravimas, kai visos vienos dalies virsineés yra
Incidencios suporavimo briaunoms.
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Halo vedyby problema (1)
Visisko suporavimo M atveju |M| = min{]L|, |R|}.

Toks suporavimas ne visada egzistuoja, taCiau galima
apskaiciuoti maksimalyjj dvidalj suporavima.

Sis uzdavinys i§sprendziamas taikant maksimalaus
Srauto apskaiciavimo algoritmg, pavyzdziui, Fordo—
Fulkersono metoda.




Halo vedyby problema (2)

« Tegu G = (V, E) — pradinis dvidalis grafas.
« Sudarykime asocijuotg srauto tinklg G'= (V', E'), kur
V'=L UR U{s, t},
E'={uv €E} U{su:u €L} u{vt:v eR},
visoms briaunoms suteikime kryptis ir vienetines talpas.

SRR R RAREEL

: Teorema. Jei M yra dvidalis suporavimas, tai asocijuotame
== tinkle egzistuoja srautas f, kurio didumas yra [f| = |[M|.

:: Atvirkscial, turedami tinkle G' sveikareikSmj srautg f, turime
== Ir suporavimg M, kurio didumas yra |M| = |f].

rett
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Halo vedyby problemos pavyzdys

Al
A

~

(a) (b) (c)

* (a) — nemaksimalus suporavimas,
* (b) — maksimalus suporavimas,
* (c) — maksimalus suporavimas taikant Fordo—Fulkersono metoda.



Priskyrimo losimas

O S
050
md O O
3 s

« Tai panaSus uzdavinys dvidalio grafo
suporavimui, tik formuluojamas loSimy teorijoje: O><O

“

Tegu N=M UM', kur M ir M' nerikertanCios aibés, turinios po m elementy:
M={2,..m} it M'={m+1Lm+2,..2m}. Loséjas {ife M, i=12,..m, (i-tasis
pardaveéjas) turi nama, kurio verté¢ a; doleriy. Los¢jas {m + } ceM', j=12..m, (j-

tasis pirkéjas) nori pirkti nama maksimaliai skirdamas b; doleriy. Tokiu atveju koalicija

tarp dviejy loséjy {r m+ j } gauna pelna, kuris lygus:

fms )=c, {

bg —a, , kai bg >a.,

0, ka b, <a,.

* Priskyrimo losimo uzdavinio tikslas — maksimizuoti visy koalicijy pelna.
« Klausimas diskusijai. Ar galima priskyrimo lo§imo uzdavinj iSspresti
taikant maksimalaus srauto paieSkos algoritmg?

pirkéjai pardavéjai

*

&
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|Strikimo uzdavinys

e Tegu languoto n x n sgsiuvinio lapas atitinka grafg
G=(V,E).
- Siame grafe pazyméta nepriklausomy m < n2? vir§aniy,
kuriose tupi Kiskiali.
» Visiems kiskiams leidziama keliauti grafo briaunomis

Ssudarant skirtingus takus, tacCiau bet kurie 2 takai negali
tureti bendry virsaniy.

» IStrakimo uzdavinys. Ar gali visi kiskial pabegti | grafo
pakraStj?




|Strikimo uzdavinys

B e A
: @ @ ® —@ o — ®
e oo ® o oo oo o
- J s

— O ) i i O 8 O {2 £ {3 { O
e (a) (b)

= « (a) — kiskiy pabégimas jmanomas,
= « (p)— kiskiy pabégimas nejmanomas, kodél?
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|IStrGkimo uzdavinio sprendimas

Tegu x; € V —grafo G = (V, E) virsiines, 1<i,j<n.

Tadax; €V, 0 XX, j EEIr X, X, €E, jeiisn—1.

Tequ grafo briaunos ir virstinegs turi vienetines talpas.

Tegu V' =V U{s, t}, ¢cia s — saltinio ir t — tikslo virsines.

Jel x;; tupi kiskis, pridekime briaung sx;;, el X, — krastine
virstine, pridékime briaung xt. Gauname grafg G' = (V', E').
Teorema. Istrikimo uzdavinio sprendinys egzistuoja tada ir
tik tada, jel sukonstruotame tinkle G' = (V', E') maksimalus

srautas [f| lygus m.

Jrodymas. Kaip ir dvidalio grafo suporavimo uzdavinyje
maksimalus srautas lygus nepriklausomy s = t taky skaiciul,
t. y. |f| = m. To uztenka m kiskiy pabegti.




AcCil uz demesij.

Klausimai?
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