
Matematikos istorijos skiautiniaiVilius Stak 
enas
PitagorasMes ºinome ju� vardus. Apytikriai ºinome amºiu�. Susitikimo viet¡, apytiksl�dat¡. Pitagoras ir Talis. Dvide²imtmetis jaunuolis ir senas, septint¡ de²imti�metu� prad
ej�s i²min£ius. Miletas, apie 550 m. pr. Kristu�. Taigi � ºiupsnelissausu� ir nelabai patikimu� uºuominu�... Visa kita turime i�sivaizduoti. Kur jiesusitiko ir kalb
ejosi: Mileto aik²t
eje, kolonu� ²e²
elyje sl
epamiesi nuo tvaskiosvidurdienio saul
es, o gal kildami takeliu i� paj	urio kalvas, vis paºvelgdami i�sn	uduriuojan£ios Eg
ejo j	uros tolumas?Galime i�sivaizduoti kaip susitikdavo ju� ºvilgsniai: sav¡ji� keli¡ pradedan£iojaunuolio ir i� kelion
es pabaig¡ art
ejan£io i²min£iaus. Akys, kurias lyg kibirk²tisuºdega kiekviena ²vystel
ejusi mintis, akys kurios atspindi nesiliaujanti� jaunossielos ºaidim¡ ir akys, kurios irgi kartkart
emis su²vyti � lyg ramios i�lankosvandenys prieblandoje nuo kranto ºiburiu�, arba � tolimu� ºvaigºdºiu�...� I� Egipt¡, mielas jaunuoli, i� Egipt¡! � toki� raginim¡, kad ir kitais ºodºi-ais, tikrai i²tar
e Talis. � Tik ten ie²kok ²altinio savo sielos tro²kuliui nu-mal²inti.Geras patarimas, galb	ut tik parama paties Pitagoro ketinimams. Pitago-ras, gim�s Samose � pirmoje didesn
eje saloje salu� grandin
eje nuo Jonijos ikiºemynin
es Graikijos (Atikos) � jau buvo gerokai savo gyvenime pakeliav�s.Kartu su t
evu � pirkliu, vadinasi � ir keliautoju.I� Egipt¡ Pitagoras, rodos, i²keliavo jau nebe jaunyst
es metais. �altiniu�duomenimis � apie 535 m. pr. Kristu�, galb	ut � su rekomendainiu tuometinioSamoso salos valdovo Polykrato lai²ku. Pitagoras jau tuomet buvo i²silavin�sºmogus, �loso�jos, muzikos ir literat	uros ºinovas. Mok
ej�s mintinai, kaip irvisi i²silavin� graikai, daugyb� Homero strofu�, jis, ai²ku, ºinojo, kiek prab
egometu�, kol Odis
ejas sugri�ºo i� Itak�: de²imt prie Trojos sienu� ir de²imt metu�kelion
eje atgal!Pitagoras sugri�ºo i� Samoso sal¡ po penkiolikos metu�. Egipte jis i�gijoºiniu�, buvo i�²ventintas i� ºynius (mes sakytume, jam buvo suteiktas akadem-inis laipsnis), o Egiptui pralaim
ejus kare su Persija, prarado laisv� ir kaipkaro belaisvis buvo nugabentas i� Babilon¡. B	udamas belaisviu, atrodo, prie-spaudos ir prievartos, nepatyr
e, nes gal
ejo bendrauti su Babilono i²min£iais



Matematikos istorijos skiautiniai 2ir Pitagoro biografo Jambliho ºodºiais tariant �tobulai i�vald
e babilonie£iu�aritmetikos, muzikos ir matematikos mokslus�.Apie 520 m. pr. Kr. Pitagoras sugri�ºo i� gimt¡j¡ sal¡. Ji buvo pasikei-tusi � kiti valdovai, galb	ut ir kitos ºmoniu� nuotaikos. Prie² penkiolika metu�Pitagoras i²vyko nor
edamas b	uti mokiniu, o sugri�ºo nusprend�s tapti moky-toju. Gimtin
eje jis i�steig
e pirm¡j¡ savo mokykl¡. I�sik	ur�s buvein
eje atokiaunuo miesto jis leido savo dienas ir naktis m¡stydamas, tyrin
edamas ir moky-damas taip, kaip ºyniai ji� mok
e Egipte. Ta£iau graikas � ne egiptietis, i�prat�ssu ²venta pagarba klausyti savo ºyniu� ºodºiu�. Graikas perdaug prakti²kas,perdaug kriti²kas, nelink�s garbinti autoritetu� ir jam perdaug r	upi konkretus,judrus jo miesto gyvenimas, kad ilgai i²tvertu� i�kv
eptas ir mi�slingas mokytojokalbas. Taigi pirmieji Pitagoro bandymai i�diegti ²ventos i²minties ºelmenisgimtin
es dirvoje, nepavyko. Rodos, buvo dar viena prieºastis, paskatinusiPitagor¡ visam laikui palikti t
evyn�. Jo t
evynainiams visi²kai nesupranta-mas rod
esi Pitagoro noras atsiskirti nuo vie²ojo gyvenimo ir leisti dienasm¡stant vienatv
eje. Jeigu jau esi daug keliav�s, daug patyr�s, jeigu jau ºi-nai didºiojo pasaulio kelius, klystkelius ir pavojus, tai tiesiog privalai pad
etitame pasaulyje orientuotis ir savo bendrapilie£iams.Ne, nedalyvavimo vie²uose visuomen
es reikaluose, Pitagoro t
evynainiainegal
ejo suprasti!Pitagorie£iu� brolijaPor¡ metu� praleid�s gimtin
eje Pitagoras paliko j¡ visam laikui. I� MagnaGraeia! Krotonas � miestas dabartin
es Italijos pietuose tapo Pitagoro mokyk-los miestu.Kaip susiglaudºia spalvingas, aistringas, sud
etingas ir pavojingas gyven-imas i� kelis sausus ºodelius � nuvyko ir i�k	ur
e mokykl¡!Laikmeti�, kuriame gyveno Pitagoras, �losofas Karlas Jaspersas pavadino�a²iniu laiku�. Pagrind¡ tokiai s¡vokai teikia nepaprastai intensyv	us dvasiniokelio gyvenime ie²kojimai sutelkti maºdaug tuo pa£iu metu gyvenusiu� m¡s-tytoju� mokymuose: Konfuijaus (apie 551-479 m. pr. Kr.), Budos (apie563-583 pr. Kr.), Zaratustros (apie 628-551 pr. Kr.), Pitagoro � taip pat.Kokia buvo Pitagoro mokykla? �Mokykla� � kasdien
es m	usu� kalbos ºodis.Kasdien
es kalbos ºodºiai yra tarsi akiniai, kurie suteikia tam, k¡ matomenustatyt¡ atspalvi�.Pasir
em� i�vairiuose ²altiniuose i²barstytomis nuomon
emis ir uºuominomisapie Pitagoro veikl¡ Krotone, jo mokykl¡ apib	udintume kaip bendruomen�,brolij¡, turin£i¡ savo gyvenimo taisykles, universitet¡, kuriame skaitomospaskaitos ir atliekami tyrimai, o gal b	ut ir kaip politin� partij¡... Taigi



Matematikos istorijos skiautiniai 3pitagorie£iai gyveno pagal savas taisykles, atitinkan£ias ju� paºi	uras i� pasauli�ir siek
e savo tikslo. Kokio tikslo? Skaidrinti, gryninti, tobulinti savo siel¡! Opriemon
es ²iam tikslui pasiekti � teisingas gyvenimo b	udas ir �loso�jos beimatematikos studijos. �tai taip! Pitagorie£iais lygiomis teis
emis gal
ejo b	utitiek vyrai, tiek moterys. Ar pitagorie£iu� tikslas bei priemon
es atrodo naiviosir bevilti²kai pasen�? Nemanau. Beje, patys ºodºiai �loso�ja ir matematikai� pasauli� irgi, ko gero, paleisti pitagorie£iu�. Filoso�ja jiems rei²k
e i²mintiesmeil�, o matematika � visa, kas tyrin
ejama.Visa yra skai£iai!Teiginys skamba gana ²iuolaiki²kai: pasitelk� skai£ius vertiname, lyginame,priimame sprendimus. Ta£iau ²is pitagorie£iu� teiginys mums turi visai kit¡prasm�, nei jiems. �Visa yra skai£iai� mums terei²kia, kad jais naudojam
eskaip universaliu i�rankiu, padedan£iu prisitaikyti ir orientuotis. O pitagorie£iailaik
e skai£ius pa£ios b	uties pagrindu!Keistas, nesuprantamas ir naivus teiginys? Ta£iau ir pitagorie£iams mes,ko gero, atrodytume keisti. Kuo? Pirmiausia, kad daºnai tenkinam
es nelabaiai²kiomis, nei�sis¡monintomis ºiniomis. Pavyzdºiui? Nagi pabandykite paai²k-inti patys sau, kas gi yra tie skai£iai. Kur ir kaip jie yra? Neabejoju, kad pokeliu� pradiniu� i�ºvalgu�, pajusite, kad tai, k¡ galite pasakyti apie skai£ius, j	usu�pa£iu� nebei�tikina. O pitagorie£iams skai£iu� b	utis buvo tokia pat reali, kaipakmenu� ar medºiu�.Na, bet b	uties pagrindus tai jau uº pitagorie£ius suvokiame tikrai geriau!Ar tikrai? I² tiesu�, ºinome: molekul
es, atomai... O kas toliau � tu²tuma, ele-mentariosios dalel
es, kuriu� buvim¡ �ksuoja sud
etingiausi prietaisai, o savybesapra²o matematin
es lygtys... Toks ir t
era m	usu� prana²umas � i�protis gyventi,susitaikius su mintimi, kad negalime galutinai, tvirtai ºinoti.Pitagorie£iai � prie²ingai nei mes � tik
ejo, kad yra galutinis tvirtas visosb	uties pagrindas ir tas pagrindas � skai£iai! Jie ne tik turi i�vairias savybes,bet ir paskirti� bei i�takos sritis. Vienetas kuria visus kitus skai£ius, tai � protoskai£ius. Dvejetas � pirmasis lyginis, tai moteri²ko prado skai£ius. Trejetas �vyri²kas skai£ius, harmonijos skai£ius. Ir taip toliau... �ven£iausiu skai£iumipitagorie£iai laik
e de²imti�:
10 = 1 + 2 + 3 + 4.De²imtis tarsi saugo, �apgaubia� visus tikrov
es geometrijos �k	ur
ejus�: viene-tas sukuria ta²k¡, dvejetas (du ta²kai) sukuria atkarp¡ � vienmat� �g	ur¡,trejetas sukuria trikampi� � plok²tumos �g	ur¡, keturi ta²kai, nesantys vienojeplok²tumoje apibr
eºia tetraedr¡, trimat
es erdv
es k	un¡...



Matematikos istorijos skiautiniai 4Taigi skai£iai gl	udi uº tikrov
es daiktu�. Kaip jie tarpusavyje dera, prik-lauso nuo tu� skai£iu� santykio. �ios minties patvirtinim¡ Pitagoras suradomuzikoje. Darnius s¡skambius galime i²gauti braukdami per stygas, kuriu�ilgiu� santyki� galime reik²ti nedideliais skai£iais.Tik
etina, kad geometriniu� �g	uru� sandar¡ pitagorie£iai suvok
e pana²iaikaip skai£iu�. Skai£ius 100 yra ²imto vienetu� �v
erinys�, atkarpa gal b	ut irgi� �ta²ku� v
erinys�? Tokios nuomon
es at²vaitus galime atpaºinti geometri-niuose pitagorie£iu� skai£iuose. Skai£iuodami ta²kus, i²d
estytus ant trikampiu�kra²tiniu�, gauname trikampiu� skai£iu� sek¡, ant keturkampiu� � keturkampiu�skai£iu� sek¡ ir t.t.

Trikampiai, kvadratiniai ir penkiakampiai skai£iaiPaºym
ekime S
n
(k) n-¡ji� k-kampi� skai£iu�, atitinkanti� taisykling¡ji� k-kampi�,

n = 1, 2, . . .. Taigi
S1(3) = 1, S2(3) = 3, S3(3) = 6, . . . , S

n
(3) = S

n−1(3) + n.

n-asis trikampis skai£ius yra tiesiog n pirmu�ju� nat	uriniu� skai£iu� suma:
S
n
(3) = 1 + 2 + · · ·+ n =

n(n + 1)

2
.
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S1(4) = 1, S2(4) = 4, S3(4) = 9, . . . , S

n
(4) = S

n−1(4) + 2n− 1.Taigi kvadratinis skai£ius yra n pirmu�ju� nelyginiu� skai£iu� suma. Kadangi
S
n
(4) = n2, tai

n2 = 1 + 2 + 3 + · · ·+ 2n− 1.Trikampiai ir kvadratiniai skai£iai yra aritmetiniu� progresiju� sumos. I�siºi	ur
ejusi� br
eºinius ir kiek pagalvojus galima i�sitikinti, kad skai£ius S
n
(k) lygus n arit-metin
es progresijos nariu� sumai, pirmasis progresijos narys yra 1, o skirtumaslygus k − 2 :

S
n
(k) = S

n−1(k) + (k − 2)(n− 1) + 1,

S
n
(k) = 1 + ((k − 2) + 1) + (2(k − 2) + 1) + · · ·+ ((k − 2)(n− 1) + 1).Tikrov
es, kurioje gyvename, pagrindas � anapus. T¡ skelbia visos religi-jos, prie tokios i²vados pri
ejo daugelis m¡stytoju�. �mogus gali uºmegzti ry²i�su ta pamatine b	utimi per mald¡, per mistines i�ºvalgas, ta£iau paºinti josºmogus negali. Pitagoro paºi	uros negali nestebinti savo dr¡siu optimizmu:taip, b	uties pagrindas (skai£iai) nematomi, ta£iau juos galima paºinti irtyrin
eti!Atrodo, lemtis pagail
ejo Pitagoro ir jam gyvenant neatskleid
e tu� klausimu�apie b	uti�, i� kuriuos nei�manoma atsakyti galvojant, kad �visa yra skai£iai�.Reik²minga (ir pavojinga) teoremaTai teorema, apie kuri¡ visi ²i� bei t¡ ºino: kvadratas, nubraiºytas ant sta£iojotrikampio i�ºambin
es yra tokio pat ploto, koki� gauname sud
ej� kvadratu�,nubraiºytu�, ant statiniu�, plotus. Teorema tvirtai susieta su Pitagoro vardu.Kad jis pirmasis j¡ atskleid
e, didºiai abejotina. Grei£iausiai jis apie j¡ suºi-nojo i² Babilonijos ºyniu�. Kad babilonie£iams buvo ºinomas sta£iojo trikam-pio kra²tiniu� ilgiu� s¡ry²is (gal b	ut tik atskiru� trikampiu�, kuriu� kra²tiniu� il-gius galima nusakyti sveikais skai£iais, atvejai) liudija i²lik� molin
es lentel
es.Legenda, kad atskleid�s ²i¡ teorem¡, Pitagoras paaukojo dievams jau£iu� �visi²kai nei�tik
etina. Juk pitagorie£iai buvo vegetarai, nes tik
ejo, jog sie-los persik	unija. I² pana²aus tik
ejimo kilo ir kitas draudimas, kurio laik
esipitagorie£iai � valgyti pupas.
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A E D F

B C

ABCD � lygiagretainis, BE ⊥ AD,CF ⊥ AF. Kadangi △ABE =

△CDF, tai lygiagretainis ABCD ir sta£iakampis BCEF yra vienodoploto. Ju� pagrindo kra²tin
es ir auk²tin
es lygios: AD = EF ir BE� bendra auk²tin
e. Lygiagretaini� ABCD sudaro du lyg	us trikampiai
△ABC = △BCD, turintys tokio pat ilgio pagrindo kra²tin� ir auk²t-in� kaip sta£iakampis BCEF. Taigi trikampio ABC plotas lygus puseista£iakampio BCEF ploto.Tad kas gi i² tikru�ju� sieja Pitagor¡ su jo vardu vadinama teorema. Tik
etina,kad jis j¡ i�rod
e. K¡ pitagorie£iams rei²k
e i�rodymas, kaip jie samprotavo?Tikru� ºiniu� apie tai neliko. Galime manyti, kad tas Pitagoro teoremosi�rodymas, kuri� �Pradmenyse� pateikia Euklidas buvo sukurtas paties meistro.Apskritai, matyt, bent dviejose pirmosiose �Pradmenu�� knygose (i² viso ju�trylika) d
estomos ºinios, kurias jau buvo i�gij� pitagorie£iai.Taigi panagrin
ekime t¡ sen¡ji� Pitagoro teoremos i�rodym¡, tik
edami, kadjame ºyb£ioja paties Pitagoro min£iu� at²vaitai.Pirmiausia i�sitikinkime, kad visi lygiagretainiai su vienodais pagrindais irvienodomis auk²tin
emis yra lygiaplo£iai. I² tiesu�, lygiagretainis lygiaplotissu sta£iakampiu, turin£iu t¡ pati� pagrind¡ kaip lygiagretainis ir t¡ pa£i¡auk²tin�. Taigi visi lygiagretainiai, turintys vienodus pagrindus ir vien-odas auk²tines, lygiaplo£iai su tuo pa£iu sta£iakampiu, taigi ir patys yralygiaplo£iai. I² dvieju� vienodu� trikampiu� galime sud
eti lygiagretaini�, kuriovienas pagrindas lygus trikampio kra²tinei, o auk²tin
e � trikampio auk²tinei.Tod
el trikampio plotas lygus pusei ploto sta£iakampio, kurio vienas statinyslygus trikampio kra²tinei, o kitas � i� ²i¡ kra²tin� nuleistai auk²tinei. Taigi jeitrikampiai turi po lygi¡ kra²tin� ir auk²tin
es, nuleistos i� ²ias kra²tines taippat lygios, tai trikampiai lygiaplo£iai.Apsiginklav� ²ia i²vada imkim
es Pitagoro teoremos. Ji teigia: kvadratas,nubraiºytas ant sta£iojo trikampio i�ºambin
es yra lygiaplotis su �g	ura, sudarytai² dvieju�, ant trikampio statiniu� nubraiºytu� kvadratu�.
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I�siºi	ur
ekime i� trikampius EBC ir ACH . Viena vertus, jie lyg	us. Kita ver-tus trikampio EBC plotas lygus pusei kvadrato ADEC ploto, o ACH plotaslygus pusei sta£iakampio CFGH ploto (pagrindai ir auk²tin
es vienodos!). I²to gauname, kad kvadratas ADEC ir sta£iakampis CFGH yra lygiaplo£iai.Analogi²kai gauname, kad kvadratas, nubraiºytas ant statinio AB yra ly-giaplotis su sta£iakampiu, kurio statiniai yra FG ir BF. Taigi kvadrato sukra²tine BC plotas lygus ant statiniu� nubraiºytu� kvadratu� plotu� sumai.Ironi²ka, kad ²i teorema, kuri¡ nebijodami suklysti, galime pavadinti svar-biausiu pitagorie£iu� laim
ejimu, sl
ep
e pavoju� visai ju� pasaul
eºi	urai. I�sivaiz-duokite, kad i�sitikrin�, jog �pasauli� valdo skai£iai� ir pasiek� intelektualin�palaim¡, kuri¡ suteikia pasaulio s¡rangos suvokimas, j	us surandate nedidel�daili¡ g
el�, o kai i� j¡ i�siºi	urite, ji tampa godºia liepsna ir sunaikina visa, kasbuvo i�prasta ir suprantama. Pasaulis liko toks pat, ta£iau jo spindesys jauneb
era atlygis uº j	usu� pastangas, tiktai pa²aipa ir abejingumas.Kiekvienas matematikas, patyr�s, kad visa jo samprotavimu� grandin
eºlunga d
el netik
etai atsiskleidusios detal
es, ºino t¡ atsiradimo �prie² suskilusi¡geld¡� jausm¡.Tik
etina, kad Pitagoro teoremos ir savo pasaul
eºi	uros nesuderinamum¡pitagorie£iai atskleid
e nagrin
edami lygia²oni� statu�ji� trikampi�. Paºvelgsime i�atsiv
erusi¡ prie²tar¡ kiek kitaip pasitelk� turtingesni� matematini� kontekst¡.
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E F

A B

C D

Atkarpa EF yra atkarpu� AB ir CD bendrasis matas. �iu� atkarpu� ilgiu�santykis i²rei²kiamas skai£iais 5 : 6I�sivaizduokime dvi papras£iausias atkarpas AB ir CD. Jeigu �viskas yraskai£iai�, tai juos pasitelk� atkarpas gal
esime palyginti. Tarkime, suradomeatkarp¡ EF, kuri� i� atkarp¡ AB telpam kartu�, o i� CD � n kartu�. Tada atkarp¡
EF turime teis� pavadinti bendruoju abieju� atkarpu� matu, o ju� ilgiu� santyki�galime i²reik²ti skai£iais m : n. Jeigu skai£iai m,n turi bendr¡ dalikli� d > 1,tai m = dm∗, n = dn∗, ir atkarpa d kartu� ilgesn
e uº EF irgi yra bendrasisabieju� atkarpu� matas, o ilgiu� santyki� galime reik²ti skai£iais m∗ : n∗. �ieskai£iai neturi didesniu� uº 1 bendru�ju� dalikliu�. Kiek pagalvoj� i�sitikinsime,kad jeigu bet kurioms dviems i² nagrin
ejamu� atkarpu� galime surasti bendr¡ji�mat¡, tai galima bendr¡ji� mat¡ surasti ir trims (ar daugiau) atkarpoms, o ju�ilgiu� santyki� gal
esime i²reik²ti skai£iais, kurie neturi didesnio uº 1 bendrojodaliklio.O dabar pasirinkime nors atkarp¡ ir nubraiºykime statu�ji� lygia²oni� trikampi�,kurio statiniai lyg	us pasirinktajai atkarpai. Tarkime, suradome bendr¡ji� sta-tinio ir i�ºambin
es mat¡ ir i²rei²k
eme ilgiu� santyki� skai£iais m : n, kurie ne-turi didesniu� uº 1 bendru�ju� dalikliu�. Tada kvadrat¡, nubraiºyt¡ ant sta-tinio galime padalyti i� m2 kvadrat
eliu�, kuriu� kra²tin
es lygios bendrajam sta-tinio ir i�ºambin
es matui, o kvadrat¡, nubraiºyt¡ ant i�ºambin
es � i� n2 tokiu�kvadrat
eliu�. Ta£iau Pitagoro teorema teigia, kad ²is kvadratas yra lygiaplotissu �g	ura, sudaryta i² ant statiniu� nubraiºytu� kvadratu�, taigi

m2 +m2 = n2, 2m2 = n2.I² pastarosios lygyb
es matome, kad n turi b	uti lyginis, t. y. n = 2k, ta£iautada m2 = 2k2, t. y. ir m turi b	uti lyginis! �i i²vada prie²tarauja teiginiui,kad m,n yra tarpusavyje pirminiai. Kas negerai ²iame paprastame sampro-tavime apie statu�ji� lygia²oni� trikampi�? Prielaida, kad statinys ir i�ºambin
eturi bendr¡ji� mat¡, t. y. kad ²ios atkarpos gali b	uti padalytos i� skirtingusskai£ius vienodu� atkarp
eliu�. �i i²vada rodo, kad skai£iai �n
era viskas�, galimanurodyti netgi papras£iausias atkarpu� poras, kuriu� savybiu� negalime paai²k-inti skai£iais! O k¡ jau kalb
eti apie dar sud
etingesnius darinius ir rei²kinius.Tik
etina, kad ²ios pitagorie£iu� pasaul
eºi	urai praº	utingos i²vados patsPitagoras nesuºinojo. O v
elesniu� amºiu� matematikai j¡ suvok
e kaip i²²	uki�:



Matematikos istorijos skiautiniai 9jeigu geometriniu� ry²iu� negalima paai²kinti skai£iais, vadinasi � reikalingosnaujos s¡vokos ir nauji samprotavimo b	udai. Ir jie buvo sukurti! Apskritaimatematikams yra b	udingas raionalus optimizmas, kurio gal
etu� pasimokytiir kitose srityse nes
ekmes patiriantys ºmon
es: jeigu tikslo negali pasiektii�prastais b	udais, pakeisk poºi	uri� i� ji�. Atkarpu� ilgiu� santykiu� negalima i²reik²tiskai£iais? O gal ir neb	utina? Gal pakanka i²mokti tuos santykius palyginti,pavyzdºiui, i²mokti nustatyti, kada vienos atkarpu� poros santykis didesnis,kad maºesnis uº kitos?Taigi pats papras£iausias lygia²onis statusis trikampis pasirod
e es¡s tikrapraraja pitagorie£iu� pasaul
eºi	urai. Ta£iau yra ir �visi²kai pitagorieti²ku��sta£iu�ju� trikampiu�, t. y. tokiu�, kuriu� statiniai ir i�ºambin
e turi bendr¡ji� mat¡.Jeigu parinksime bet kokius nat	uraliuosius skai£ius m > n ir nubraiºysimetrikampi�, kurio kra²tiniu� ilgiai yra atitinkamai
a = m2 − n2, b = 2mn, c = m2 + n2 (1)trikampis bus statusis. I² tikru�ju�, lengva patikrinti, kad a2 + b2 = c2. Oi²vada, kad trikampis su kra²tin
emis, kuriu� ilgiai tenkina toki¡ lygyb�, yrastatusis, gaunama i² atvirk²tin
es Pitagoro teoremos.Taigi yra daug sta£iu�ju� trikampiu� su bendramat
emis kra²tin
emis. Ar gal-ima juos visus kaip nors apib	udinti? Taip. Jeigu sta£iojo trikampio statiniaiir i�ºambin
e turi bendr¡ji� mat¡, tai egzistuoja tokie skai£iaim,n, kad statiniu�ir i�ºambin
es ilgiu� santykius galima nusakyti skai£iais (1).Pentagrama ir kiti geometrijos brangakmeniaiPenkiakampei ºvaigºdei � �g	urai, kuri¡ sudaro taisyklingojo penkiakampioi�striºain
es, i�vairios tautos teik
e i�vairias simbolines prasmes. Keleiviams i² XXamºiaus ºvaigºd
e mena komunistu� partiju� v
eliavas ir Raudonosios Armijosparadus ir ºygius. Ta£iau ºvilgtel
ekime i� gilesnius istorijos vandenis: prie²gerus penkis t	ukstan£ius metu� penkiakamp� ºvaigºd� jau braiº
e ²umerai...O pitagorie£iams penkiakamp
e ºvaigºd
e buvo matematinio tobulumo sim-bolis. I² tiesu�, joje tarsi brangakmenius galime i�ºvelgti subtilius matem-atinius s¡ry²ius. Panagrin
ekime juos. Ar pitagorie£iai juos ºinojo? I� ²i�klausim¡ negalima duoti neabejotino atsakymo � ²altiniai pernelyg skurd	us irmes neºinome, kuriuos Euklido �Pradmenyse� i²d
estytus matematinius teig-inius galime sieti su pitagorie£iais.Kaip nubraiºyti penkiakamp� ºvaigºd�, jeigu galima naudotis tik klasi-kiniais geometriniais i�rankiais � liniuote ir skriestuvu? Jeigu nubraiºysimetaisykling¡ji� penkiakampi�, tai ºvaigºd� gausime nubr
eº� jo i�striºaines. O



Matematikos istorijos skiautiniai 10kaip nubraiºyti taisykling¡ji� penkiakampi�? Kaip nubraiºyti kitus taisyk-linguosius daugiakampius? Prisimin� mokyklin� geometrij¡ (jos branduoli�sudaro graiku� sukurtos ºinios!) gal
esime teigti, kad taisyklingojo trikam-pio, kvadrato braiºymas sunkumu� nekelia. Taip pat nesunku pasinaudojustaisyklingojo n-kampio br
eºiniu nubraiºyti dvigubai daugiau kra²tiniu� tur-in£ius taisyklinguosius daugiakampius. Tod
el galime nubraiºyti taisykling¡ji�trikampi�, keturkampi�, ²e²iakampi�, a²tuonkampi�. Jei mok
etume nubraiºytitaisykling¡ji� penkiakampi�, tai nubraiºytume ir de²imtkampi�. Taigi taisyklingu�ju�daugiakampiu� rikiuot
es pradºioje klaustukai kybo vir² penkiakampio, sep-tynkampio ir devynkampio... Paºvelkime i� taisyklingojo penkiakampio br
eºini�.Dvi jo i�striºain
es ir kra²tin
e sudaro lygia²oni� trikampi� ABC.

A

B

C

D

E
F

Taisyklingajame penkiakampyje knibºd
ete knibºda aukso pj	uvio skai£iu�:
AB

AD
=

AD

DE
=

DF

DE
=

BE

BF
.Kampo prie² pagrind¡ BC didumas lygus 180◦/5 = 36◦, kampai priepagrindo yra dvigubai didesni, ju� didumai lyg	us 72◦. Toki� trikampi� kartaisvadina auksiniu, tuoj suºinosime kod
el. Jeigu toki� trikampi� nubraiºytume,nebeb	utu� sunku nubraiºyti ir taisykling¡ penkiakampi�: apibr
eºtume apietrikampi� apskritim¡ ir skriestuvu vien¡ po kito paºym
etume kitas penkiakam-pio kra²tines (pavyzdºiui, apskritimas, kuri� nubr
eºtume i² entro A spinduliu

BC kirstu� pradini� apskritim¡ dviejuose ta²kuose, kurios yra penkiakampiovir²	un
es.Penkiakampio i�striºain
es ir kra²tin
es sudaro daug trikampiu�. I�siºi	ur
ekimei� du: △ABC ir△AED. Jie yra lygia²oniai ir pana²	us. Pasinaudoj� pana²umupara²ykime:
BC

AC
=

ED

AE
.Ta£iau BC = AD = AE ir ED = EC, taigi

AE

AC
=

EC

AE
arba AC

AE
=

AE

EC
. (2)



Matematikos istorijos skiautiniai 11�i lygyb
e rodo, kad ta²kas E dalija kra²tin� AC ypatingu b	udu: kra²tin
es irdidesn
es dalies ilgiu� santykis lygus didesn
es ir maºesn
es daliu� ilgiu� santykiui.Toks atkarpos dalijimo b	udas � Antikos graiku� i²radimas. XIX amºiuje ²i�atkarpos dalijimo b	ud¡ imta vadinti aukso pj	uviu, o pati� santyki� - auksopj	uvio skai£iumi.Aukso pj	uvio skai£iu� nesunku surasti. I² tikru�ju�, jeigu AC ilgis lygusvienetui, tai paºym
ej� AE ilgi� x i² (2) gausime:
x

1
=

1− x

x
, x =

√
5− 1

2
,

1

x
=

1 +
√
5

2
.Aukso pj	uvio skai£iu� i�prasta ºym
eti raide ϕ. �itaip ºym
edami mes primename(tiems, kas ºino!) didi�ji� graiku� skulptoriu� Fidij¡, kurio graiki²kai uºra²ytasvardas prasideda ²ia raide. Taigi

ϕ =
1 +

√
5

2
≈ 1, 618.Skai£ius ϕ nors ir neuºra²ytas slypi daugyb
eje meno ir arhitekt	uros k	uriniu�.I² keliu� sta£iakampiu� j	us visada i²skirsite t¡, kurio kra²tiniu� santykis lygusaukso pj	uvio skai£iui. Jeigu nor
esite, kad j	usu� paveikslas ar nuotrauka keltu�darnos poj	uti�, rinksit
es b	utent toki� sta£iakampi�. Jeigu j	usu� sumanymas ki-toks � skai£iumi ϕ naudosit
es, kaip atskaitos ta²ku, nuo kurio stengiamasinutolti.Taisyklingojo penkiakampio i�striºain
es ir kra²tin
es ilgiu� santykis lygusaukso pj	uvio skai£iui. Taigi lygia²onis trikampis ABC nusipelno auksiniovardo, nes jo ²onin
es kra²tin
es ir pagrindo ilgiu� santykis lygus ϕ.

Daugelio akims sta£iakampis, kurio kra²tiniu� santykis lygus aukso pj	uvioskai£iui, teikia derm
es ir ramyb
es poj	uti�. Kvadratas irgi harmoninga�g	ura, ta£iau ar atsiranda jausmas, kad ²iai �g	urai stinga subtilumo?Pana²us jausmas kyla klausant ºmogaus, kuris sako ties¡, ta£iau per-nelyg jau tiesmukais ºodºiais.



Matematikos istorijos skiautiniai 12Tarkime, reikia nubraiºyti taisykling¡ji� penkiakampi�, kai duota jo i�striºain
e.Padalij� duot¡j¡ atkarp¡ aukso pj	uvio santykiu gal
esime nubraiºyti auksini�trikampi�, kurio ²onin
e kra²tin
e lygi duotajai kra²tinei. Apibr
eº� apie ²i�trikampi� apskritim¡ ir per ²oniniu� kra²tiniu� vidurio ta²kus nubr
eº� stat-menis ²onin
ems kra²tin
ems, raskime ta²kus, kuriuose jie kerta atitinkamusapskritimo lankus gausime likusias dvi taisyklingojo penkiakampio vir²	unes.Taigi � aukso pj	uvis. Kaip padalyti atkarp¡ aukso pj	uvio santykiu? Tuojparodysiu, kaip graikai tai dar
e...
A B

C

D

E

AB � kvadrato kra²tin
e, AC =
1

2
AB,CD = BC,AE = AD, E dalija

AB aukso pj	uvio santykiu.I�siºi	ur
ejau i� br
eºini� ir prad
ejau galvoti apie graiku� matematikos �ºmo-ni²kum¡�. Visus samprotavimus ir santykius jie rei²k
e ºodºiais. Tai nelabaipatogu, ta£iau ºodºiai nekelia baim
es, jie ºmogaus �nepranoksta�, jie skirti�atverti�. Mes naudojam
es i²tobulinta simboliu� ir ºym
ejimu� kalba, ta£iaukam niekada n
era kil�s jausmas, kad jie �paslepia�? Mes i�pratome naudo-tis simboliais taikydami veiksmu� su jais taisykles. Kartais tokie veiksmaipateikia netik
etas i²vadas ir tuomet atrodo, kad jos tarsi padiktuotos Delfu�orakulo. Simbolin
e kalba gr¡ºino i� matematik¡ mistik¡, kuri¡ pasiryº� visk¡i²siai²kinti ir pagri�sti, buvo i²guj� graikai!Kitas nuostabus graiku� matematikos bruoºas � konstruktyvumas. Tyrin
etigalima tik tai, kas sukurta, sukonstruota, be to � papras£iausiais i�rankiais:skriestuvu ir liniuote. Toks poºi	uris i� matematik¡ nebesugri�².11Buvo bandymas ji� gr¡ºinti XX a. viduryje, bandant perºi	ur
eti matematinius i�rodymusir siekiant atsisakyti visu� nekonstruktyviu� samprotavimu�. Ta£iau pasirod
e, kad atsisaky-dami ju� esame priversti labai nuskurdinti matematik¡, atsisakydami daugelio jos teiginiu�.Atsisakyti sunkiu tri	usu i�gyto turto visada skausminga. Tod
el konstruktyvizmo kryptismatematikoje taip ir liko ²alikeliu, kuriuo maºai kam i�domu keliauti.



Matematikos istorijos skiautiniai 13Pitagoro gyvenimas: maºdaug 569-475 pr. Kr.Gimtin
e � Samoso sala. T
evas pirklys. Vaikyst
eje keliavo su juo.Gerai grojo lyra, deklamavo Homer¡. Geometrijos mokytojai � Talisir Talio mokinys Anaksimandras. Apie 553 m. pr. Kr. � i� Egipt¡.Pokalbiai su ºyniais, pats gavo ºynio ²ventimus. 525 m. pr. Kr. persaiuº
em
e Egipt¡. Pitagoras � karo belaisvis, i� Babilon¡. Nelaisv
e i²
ejo i�naud¡: bendravimas su Babilono magais, aritmetikos ir muzikos studi-jos. Apie 520 m. pr. Kr. gimtin
eje. I�steig
e mokykl¡: sus
esdavopuslankiu. Gimtin
eje prana²u neb	usi. Apie 518 m. pr. Kr. Italijoje,pitagorie£iu� mokykla Krotone. Artimiausiu� mokiniu� (matematiku�) ratas:kartu gyveno, netur
ejo nuosavyb
es, vegetarai, laik
esi grieºtu� gyven-imo taisykliu�. Vyrai ir moterys. Pitagoro ºmona irgi matematik
e.Atradimus laik
e bendrais, autoryste nesipuikavo. Didysis pitagorie£iu�ratas � gyveno savo namuose, gal
ejo tur
eti nuosavyb� ir valgyti m
es¡.Apie 508 m. pr. Kr. pirmieji i²puoliai prie² pitagorie£ius. Bi-ografo (Jambliho) nuomone juos sureng
e kilmingas Krotono pilietis,labai nor
ej�s tapti pitagorie£iu, bet d
el netinkamo harakterio nepri-imtas. Mokykla i²vaikyta, Pitagoras pasitrauk
e i� Metapont¡. Mirtiesaplinkyb
es n
era ai²kios. Pitagoras man
e, kad svarbiausia gyvenime� lavinti, gryninti siel¡. Kelias � intelektuali veikla, grieºtu� etiniu�prinipu� laikymasis. Visi²kai sutinku su tuo. Pitagorie£iai sakydavomaºdaug taip: �br
eºinys � laiptelis, o ne pinigas�, kitaip tariant tyrin
etireikia, kad tobul
etum, o ne pelnytumeisi. Ir tam a² visi²kai pritariu.Pitagorie£iu� yra ir m	usu� laikais, nors jie ir patys to neºino.�altiniai
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