
Matematikos istorijos skiautiniaiVilius Stak 
enas
Molinuk
esTigras ir Eufratas: dvi kalnuose gimusios up
es. �emyn i� Irak¡. �ia ²ako-jasi ir jungiasi kanalais, renka ²iuolaikiniu� Iraqo politiniu� dramu� atspindºius,susitinka ir skuba i� Persu� i�lank¡.Kur galima i²vysti prie² kelis t	ukstan£ius metu� tarp ²iu� upiu� sukurtoskult	uros atspindºius?Rusvose dykumose kar²ti v
ejai kelia dulkiu� s	ukurius. Keliai i² vir²auspana²	us i� besiraitan£ius tarp kalvu� drieºus.Tas l
ek²tas kalvas retai palie£ia lietus, vien tik tvask	us kar²tos vasarossaul
es spinduliai. Po jomis � prie² t	ukstan£ius metu� pastatyti miestai, ju�kult	uros atspindºiai.Atspindºiai, kur? Molin
ese lentel
ese � lyg veidrod
eliuose.

�umeru� tekstas suiliustraijomis

Prie² gerus penkis t	ukstan£ius metu� tri-kampi� primenan£ioje ºem
eje tarp Tigro ir Eu-frato gyveno ²umerai. I�siºi	ur
ej�s i� i²likusiu�bareljefu� ir mozaiku� �g	ur
eles i�sivaizduojujuos taip: nedideli ta£iau kresnoki ºmogeliaii²pl
estomis akimis. Vaik²£iojo neskub
edami,bet uºtat visada ºinojo, kur eina. I²pl
estosakys, lyg i² nuostabos pakil� antakiai irlengva, gudri ²ypsena ai²ku, rodo sumanum¡ir susidom
ejim¡ pasauliu. Tod
el ²umerus ra²todievas Nabu ir i²mok
e ra²to pirmiausia.�umerai i²moko dar nesukiet
ejusioje moli-n
eje lentel
eje a²tria nendre i�spausti duobutesbei br	uk²nius ir susitar
e tarpusavyje d
el ju�reik²m
es. Tai labai modernus informaijosra²ymo b	udas. I� optinius diskelius ra²omane kitaip � i�spaudºiamos duobut
es (arbaduobut
es imituojamos lazerio spinduliu i²degi-nant pavir²iu�). Tik optiniai diskeliai daromine i² tokios patvarios medºiagos kaip ²umeru�molinuk
es.



Matematikos istorijos skiautiniai 2Tod
el, matyt, n
era ko tik
etis, kad optiniai diskeliai kaip ²umeru� lentel
esi²plauks per t	ukstantme£ius.Lenteles, kurios ju� nuomone, tur
ejo i²liekam¡j¡ vert�, �i²kepdavo�, t. y.i²degdavo krosnyse. Ir daugyb
e ²iu� tokiu� informaijos laikmenu� nesubyr
ejot	ukstan£ius metu� � iki m	usu� dienu�.�Tose dienose, tose seniai prab
egusiose dienose, tose naktyse, tosetolimose naktyse, tais metais, tais nutolusiais metais, tais laikais ²alyjegyveno i²min£ius, mok
ej�s kalb
eti i²puosel
etais ºodºiais, Kurupagas,i²min£ius, mok
ej�s kalb
eti i²puosel
etais ºodºiais gyveno ²alyje...�Taip prasideda vienas seniausiu� mums ºinomu� ²umeru� tekstu�... I²mintingu�patarimu� s¡vadas, i²raiºytas molin
eje lentel
eje prie² kokius penkis t	ukstan£iusmetu�. �umeru� gyvenimo ºenklas.�umerai. Seniausia ivilizaija Tarpupyje � ºem
eje tarp Tigro ir Eufrato.Jie i²rado rat¡, mok
ejo statyti namus i² plytu�. Gyveno miestuose-valstyb
ese,kurias skyr
e nat	uralios ribos, kanalai. Suk	ur
e skai£iu� ra²ymo sistem¡, kuri¡per
em
e ir i²tobulino v
elesn
es Tarpupio ivilizaijos.V
eliau ²umerus nugal
ejo ir i²st	um
e akadai, tie buvo visai kitokie. Ge-riausiai ºinomas atvaizdas � bronzin
e ju� karaliaus Sargono kauk
e: pus� veidodengia garbanota barzda, valdingai su£iauptos l	upos... Kiti uºkariautojaiv
eliau i²st	um
e ir akadus.Skai£iavimas po 60

Senieji ²umeru� skait-menys

Vienas i² ²umeru� kult	uros dalyku� � ju� skai£iu� ra²ymosistema. Mink²toje molio lentel
eje ²umerai nendrei�spausdavo savo ra²menis: duobutes ir griovelius.Kaip jie ra²
e skai£ius?Vienet¡ ºym
ejo i�spausdami trump¡ br	uk²ni�i�kypai plona nendre; ta pa£ia nendre laikydami j¡statmenai lentelei paºym
edavo de²imti�; didesne nen-dre i�spaustas i�striºas br	uk²nys jau rei²k
e ²e²ias-de²imt, o ²iame br	uk²nyje i�spaud� duobut� maº¡janendre jau gautume ²e²iu� ²imtu� ºenkl¡. Taigi²umerai i²moko skai£iuoti de²imtimis ir ²e²iasde²im-timis ir to i²mok
e kaimyniniu� ºemiu� tautas.�umerai nek	ur
e imperiju�, bet gyveno miestuosevalstyb
ese. Pra
ejus geram t	ukstan£iui metu�, kaibuitis buvo, galima sakyti, sutvarkyta, i² pietu� atkeliavo akadai. Jie su



Matematikos istorijos skiautiniai 3²umerais nesigiminiavo, tai matyti ir i² i²vaizdos: akadai buvo liekni, barz-doti ir pikti. Ju� karalius Sargonas i�sikal
e i� galv¡, kad nenurims, kol nesukursdidel
es karalyst
es, taigi akadams nieko daugiau ir neliko tik kariauti ir griauti.�tai ²itaip ²umerai ir i²nyko. Akadai, ai²ku, v
eliau irgi i²nyko, niekonepadarysi. Ta£iau i²st	um� ²umeru� gentis, nesunaikino ju� palikimo. Reikiapripaºinti, nuovokos akadams uºteko. Jie i²tobulino i² ²umeru� paveld
et¡skai£iu� ra²ymo sistem¡. Pirmiausia, akadai modernizavo ra²ymo i�rankius:vietoje apvaliu� nendriu� prad
ejo naudoti pagaliukus ar plunksnas, kuriomisgalima braiºyti. Tod
el matematin
ese v
elesniu� laiku� lentel
ese pasitaiko irbr
eºiniu�.Akadai irgi tik vienas Tarpupio ºem
es istorijos epizodas. Mes, nelabai t¡istorij¡ i²manantys ir daug nesukantys d
el jos sau galvos, vadiname t¡ ºem�Babilonija, o gyventojus � babilonie£iais. Taip leiskite ir man elgtis, nes, galu�gale, nesupaisysi, kas sumanyta ²umero, kas akado, o kas asiro ar perso...Skirtingos tautos suk	ur
e skirtingus skai£iavimo b	udus. Kitaip b	uti ne-gal
ejo, juk akademiniai mainai ir vizituojantys d
estytojai � naujausiu� laiku�i²radimas. Vienos tautos skai£iavo de²imtimis, kitos po dvi de²imtis, o ²taibabilonie£iai � po ²e²ias de²imtis. Ir visus, net ir labai didelius skai£ius ra²
enaudodami tik du ºenkliukus: statmeno ir pasviro dan£io. Kitaip tariant� babilonie£iai naudojo poziin� skai£iavimo sistem¡ su pagrindu 60. Taigijiems reik
ejo penkiasde²imt devyniu� skaitmenu�. Po keliu� raidos ²imtme£iu�skaitmenu� forma nusistov
ejo: visi jie vaizduojami naudojant du ºenklusvertikaliai ir horizontaliai i�spaustomis trikampio formos duobut
emis. Ver-tikali i�spauda rei²kia vienet¡, horizontali � de²imti�. Skaitmenys atrodo kaippauk²£iu� nut	upti kr	umai arba lekian£ios ju� rikiuot
es. Ta£iau daugumai ²ieºenklai primena dantis, tod
el ra²tas taip ir vadinamas � dantira²£iu.

Babilonie£iu� skaitmenys



Matematikos istorijos skiautiniai 4Babilonie£iu� skai£iu� ra²ymo sistema poziin
e su pagrindu 60, tai rei²kia,pavyzdºiui, kad ir skai£ius 3, ir 3 · 60, ir 3 · 60 · 60 ra²omi vienodai, nau-dojant t¡ pati� ºenkl¡ (skaitmeni�). Mes irgi naudojame t¡ pati� skaitmeni�ir trejetui, ir trims ²imtams, ir trims t	ukstan£iams uºra²yti. K¡ skaitmuorei²kia, mums pasako prira²ytu� nuliu� skai£ius. Babilonie£iai tu²£iai vietaiºym
eti ºenklo nebuvo sugalvoj�. Galima juos suprasti � kaip gali ºym
etiniek¡? Jeigu suk	urei nieko ºenkl¡, panaikini nieko prigimti�: kas turi vard¡ar ºenkl¡, neb
era niekas.Koki� skai£iu� i² tikru�ju� rei²kia ºenklu� seka, babilonie£iai tur
edavo nuspr�stii² konteksto.I�sivaizduokite, kad mes praradome nulio simboli�. Tada, pavyzdºiui, skaitmenu�seka, 4257 gali reik²ti bent kuriuos i² skai£iu� (ir ne tik juos):
4 · 103 + 2 · 102 + 5 · 10 + 7,

4 · 105 + 2 · 103 + 5 · 102 + 7 · 10,

4 · 108 + 2 · 104 + 5 · 103 + 7,o taip pat ir
4 · 10 + 2 +

5

10
+

7

102
,

4

10
+

2

103
+

5

104
+

7

106
.�tai su kokiais sunkumais susiduriama vengiant niekui suteikti vard¡! �i-noma, galima tarp skaitmenu� palikti tarpus (babilonie£iu� ra²tinininkai taipir darydavo), ta£iau tada reikia stropiai juos matuoti � keliu� skaitmenu� ne-buvim¡ atitinka paliktas tarpas.Babilonie£iai i² tikru�ju� skai£iuodavo ne tik su sveikaisiais skai£iais, bet irsu trupmenomis. Ju� trupmenos buvo, ºinoma, ²e²iasde²imtain
es.Vienu poºi	uriu ²e²iasde²imtain
es trupmenos prana²esn
es uº m	usi²kes de²im-taines. Kokias paprast¡sias trupmenas m

n
galime i²reik²ti baigtin
emis de²im-tain
emis trupmenomis? Tik tas, kuriu� vardikliai yra gauti sudauginus dve-jetus ir penketus, t.y. n = 2a5b. O ²e²iasde²imtain
emis trupmenomis galimai²reik²ti paprast¡sias trupmenas, kuriu� vardikliai n = 2a3b5c.Poziin
e skai£iu� ra²ymo sistema � didingas matematinis i²radimas. O darir ²e²iasde²imtain
es trupmenos! Skai£iuodami laik¡ mes iki ²iol jomis nau-dojam
es. Ta£iau nenuosekliai: jei reikia laiko vienetu�, maºesniu� uº sekund�,naudojame ²imt¡sias, t	ukstant¡sias sekund
es dalis. O reik
etu� � ²e²iasde²im-t¡sias, trys t	ukstan£iai ²e²ia²imt¡sias...
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eArheologai surado t	ukstan£ius babilonie£iu� moliniu� lenteliu�. Daugelyje ju�sura²ytos matematin
es ºinios bei skai£iavimai. Viena i² i�domiausiu� matema-tiniu� lenteliu� surasta pietinio Irako dykumoje ir patekusi i� Niujorko kolekionie-riaus G. Plimptono rinkini�. Ji literat	uroje vadinama 322-¡ja Plimptonolentele.

322-oji Plimptono lentel
eJoje � penkiolikos eilu£iu� ir keturiu� stulpeliu� skai£iu� lentel
e. Paskutini-ame stulpelyje uºra²yti eilu£iu� eil
es numeriai. Kituose stulpeliuose sura²ytimi�slingi skai£iai. �tai kokie skai£iai uºra²yti pirmu�ju� penkiu� eilu£iu� antrameir tre£iame stulpeliuose: 119 1693367 48254601 664912709 1854165 97K¡ jie rei²kia? Mi�sl� paband
e i�minti ºymus Babilonijos senu�ju� matematiniu�tekstu� tyrin
etojas O. Neugebaueris. Pasteb
ekime, kad tre£iojo stulpelioskai£iai yra didesni uº antrojo stulpelio skai£ius. Paºym
ekime antrojo stulpe-lio skai£iu� b, o tre£iojo c bei apskai£iuokime kvadratu� skirtum¡ c2 − b2. �is



Matematikos istorijos skiautiniai 6skirtumas v
el bus sveikojo skai£iaus kvadratas! Taigi kiekvienoje eilut
ejeuºra²ytas lygties
a2 + b2 = c2. (1)sprendinys, kitaip tariant � sta£iojo trikampio statinio ir i�striºain
es ilgiai.�ie trikampiai ypatingi tuo, kad visu� ju� kra²tiniu� ilgiai rei²kiami sveikaisiaisskai£iais.Kaip babilonie£iai sudar
e ²i¡ lentel� ir kod
el i²d
est
e skai£iu� trejetus tokiatvarka?Jeigu parink� nat	uraliuosius skai£ius u > v > 1 apibr
e²ime

a = 2uv, b = u2 − v2, c = u2 + v2,tai skai£iai a, b, c tenkins (1) lygyb�. Jeigu parinktume skai£ius v < 60, be toimtume u, v sudarytus i² pirminiu� skai£iu� 2, 3, 5 laipsniu�, ta£iau neturin£iu�bendru�ju� dalikliu�, pavyzdºiui, u = 24, v = 5, tai apskai£iav� b, c gautumePlimptono eilut
es skai£ius. Pavyzdºiui, pirmoji eilut
e gauta imant u =

12, v = 5.O kas uºra²yta pirmajame stulpelyje? Pirmojo stulpelio skai£ius ga-lima interpretuoti kaip sta£iojo trikampio maºesniojo smailojo kampo tan-gento kvadrat¡, t.y. b
2

a2
. Pavyzdºiui, santykiai b

a
, atitinkantys pirmu�ju� eilu£iu�skai£ius yra tokie:

119

120
>

3367

3456
>

4601

4800
>

12709

13500
>

65

72
.Taigi eilutes atitinkantys statieji trikampiai i²d
estyti ne bet kaip, betmaºinant vien¡ smailu�ji� kamp¡.�inoma, mes negalime b	uti tikri, kad Neugebauerio teorija yra teisin-gas Plimptono lentel
es mi�sl
es i�minimas. Kas gali b	uti tikras, kad i�sp
ejo, k¡galvojo ra²tininkas palink�s vir² lentel
es prie² keturis t	ukstan£ius metu�?Kvadratin
es lygtys ir ²aknysBabilonie£iu� matematik¡ teisinga pavadinti taikom¡ja. Arba skai£iavimomatematika. Geometrin
es �g	uros ir k	unai irgi pasirodo � skai£iavimo uº-daviniuose.Pavyzdºiui:ºmon
es i²kas
e kanal¡; ºinomas jo ilgis, jo pj	uvis � lygia²on
e trapeija,jos kra²tin
es irgi ºinomos, ºinoma, koki� t	uri� ºem
es ºmogus i²kasa perdien¡, ºinoma darbininku� skai£iaus ir dirbtu� dienu� skai£iaus suma.Kiek darbininku� dirbo ir kiek dienu�?



Matematikos istorijos skiautiniai 7Kiek pagalvoj� suprasime, kad uºdavini� galima suvesti i� lyg£iu� sistemos
x+ y = a, xy = bsprendim¡, £ia x rei²kia ºmoniu�, y dienu� skai£ius, o dydºiu� a, b reik²m
esºinomos. Savo ruoºtu sistem¡ galima pakeisti viena kvadratine lygtimi. Ba-bilonie£iai ºinojo tokiu� lyg£iu� sprendimo reeptus. B	utent reeptus: pirmadaryk tai, po to tai, galu� gale gausi atsakym¡. Kaip jie tai sugalvojo? Ir mesnelabai galime paai²kinti, kaip kilo viena ar kita gera mintis. Tiesiog gavomedovan¡. Uº k¡? Uº sutelkt¡ d
emesi�, uº pastangas.�tai dar vienas babilonie£iu� uºdavinio pavyzdys: ºinoma dydºio ir jamatvirk²tinio suma. Kam lygus tas dydis? Ir ²iuo atveju uºdavinys ekvivalen-tus kvadratin
es lygties

x+
1

x
= asu ºinoma a reik²me sprendimui.Ta£iau k¡ gi rei²kia i²spr�sti? Dabar sakytume � pakanka uºra²yti spren-dinio formul�. O jeigu reikia skai£iaus, pavyzdºiui, sta£iojo lygia²onio trikam-pio su vienetinio ilgio statiniais i�ºambin
es ilgio? Kokia nauda b	utu�, jeigustaliui pasakytume, jog ilgis yra lygus √2?

Lentel
e su kvadratine ²aknimi

Jeigu manote, kad ²is praktinisstaliaus uºdavinys nevertas d
emesio,i�sivaizduokite, kad neturite nei kokiu�nors pagalbiniu� lenteliu�, nei skai£iuoklio,ta£iau vis d
elto, turite kuo tiksliau nus-tatyti, kam gi lygus i�ºambin
es ilgis.I�sijaut� i� pad
eti� tur
etume pajustipagarb¡ prie² ketvert¡ t	ukstan£iu� gy-venusiems ²umerams, kurie ²io uº-davinio sprendim¡ pavaizdavo i²likusiojemolin
eje lentel
eje, kuri dabar saugomaYale'o universitete. Joje pavaizduotaskvadratas, kurio kra²tin
es ilgis lygus 30, oprie i�striºain
es para²yti du skai£iai. �tai²ie skai£iai:
1 +

24

60
+

51

602
+

10

603
=

30547

21600
≈ 1.414212963,

42 +
25

60
+

35

602
=

30547

720
≈ 42.42638889.K¡ rei²kia ²ie skai£iai? Pasinaudokime skai£iuokliu ir raskime apytiksl�√

2 reik²m�: √
2 ≈ 1.414213562.



Matematikos istorijos skiautiniai 8Antrasis skai£ius � apytiksl
e kvadrato i�striºain
es ilgio reik²m
e.Kaip babilonie£iai gal
ejo tai apskai£iuoti? Manoma, kad jie naudojoartiniu� metod¡, kuri� galima paprastai paai²kinti. Ie²kodami apytiksl
es √
2reik²m
es prad
ekime nuo bet kokio teigiamo skai£iaus x1. Jeigu x2

1
< 2, t. y.

x1 <
√
2, tai

(

2

x1

)2

= 2 ·
(

2

x2

1

)

> 2,
2

x1

>
√
2.Jeigu x2

1
> 2, x1 >

√
2, tai analogi²kai gauname 2/x1 <

√
2. Taigi abiematvejais √2 yra tarp skai£iu� x1 ir 2/x1. Galime tik
etis, kad imdami ju� vidurki�priart
esime prie √

2 dar ar£iau. �itaip galima sudaryti artiniu� sek¡:
x2 =

1

2

(

x1 +
2

x1

)

, xn =
1

2

(

xn−1 +
2

xn−1

)

.Prad
edami nuo x = 1 gauname tokius artinius:
1;

3

2
= 1, 5;

17

12
≈ 1.416666667;

577

408
≈ 1.414215686.Molin
es lentel
es artini� gavome labai greitai.Ar babilonie£iai i² tikru�ju� taip skai£iavo? Ar tai, k¡ mes i²skait
eme i²-likusiose molin
ese lentel
ese yra geriausios babilonie£iu� ºinios? Sp
elioti galime,tikrai ºinoti ne.


