
Matematikos istorijos skiautiniaiVilius Stak 
enas
Radiniai Egipto ºem
ejeDaug kartu� sakiau sau: �Na, dabar imsiu ir para²ysiu, k¡ ºinau, apie egiptie£iu�skai£ius�. Ir nieko, � negaliu suregzti nei sakinio. Kod
el? Nes nejau£iu niekobendro su tais senojo Nilo sl
enio gyventojais.Bet kart¡ prisiminiau � ma£iau du gal kokiu� penkeriu� metu� berniukus,laks£iusius daugiau kaip prie² trejet¡ t	ukstan£iu� metu�. Na ir kas, kad Frank-furto muziejuje po stiklu, � jie atrod
e kaip gyvi, tik uºmig�. Tik pamanykitesau: lakst
e prie² kelis t	ukstan£ius metu�!Ir i²kart tapo lengviau prad
eti.

Rosetta akmuo. PtolemajausV i�sakymas i²kaltas jame 196m. pr. Kr. triju� r	u²iu� ºen-klais: senov
es Egipto hierogli-fais, demotiniu ra²tu (su-paprastintais hieroglifais) irgraiku� kalbos raid
emis.

Tai i�vyko rugpj	u£io dvylikt¡ dien¡ tris-de²imt metu� prie² Kristaus gimim¡. Plyk-stel
ejo dvi²akas angies lieºuvis ir pasiunt
eEgipto karalien� Kleopatr¡ i² aistru� pasaulio i�mirties tyl¡. I� uºmar²ti� grimzdo ir visa Egiptoivilizaija, jau ir ²iaip goºiama AleksandroMakedonie£io i� visas puses i²pl
esto hel
enu�pasaulio spindesio. Kraujo la²elis ant Kleopa-tros kr	utin
es, suspind�s po angies lieºuv
elioprisilietimo, irgi buvo veikiau graiki²kas, neipaveld
etas i² senu�ju� Egipto giminiu�. JukPtolemaju� dinastija Egipte atsirado tuomet,kai mirtis staiga sustabd
e nesustabdom¡, ro-dos, Aleksandr¡ Makedonieti�.T	ukstantmet� egiptie£iu� pasaulio istorij¡,patirti� ir ºinias saugantys papirusai, i²ra²ytijuodo suodºiu� ra²alo ºenklais palengva virtomi�sl
emis, kurios maºai kam r	up
ejo. Laikasuºvert
e prira²ytus Egipto puslapius, laikas i²l
eto ra²
e Graikij¡, Rom¡, arabu� pasauli�, Eu-rop¡...Iki XVIII amºiaus Egipt¡ lank
e tikpavieniai keliautojai europie£iai. Ta£iau XVIIIamºiaus pabaigoje ir XIX amºiaus pradºioje



Matematikos istorijos skiautiniai 2Europoje kilo tikra Egipto mada. Ypa£ po to, kai buvo paskelbtasdaugiatomis �Apra²ymas, arba pasteb
ejimu� ir tyrin
ejimu�, atliktu� Egiptepran	uzu� kariuomen
es ekspediijos metu ir i²spausdintu� J.D. ImperatoriausNapoleono i�sakymu, rinkinys� (1809-1822). Vienos tu� kariniu� Napoleonoekspediiju� metu buvo surastas ir raktas egiptie£iu� ra²menims i²²ifruoti �juodo bazalto akmuo, ant kurio buvo i²kaltas tas pats Ptolemajaus V (196 m.pr. Kr.) i�sakas trimis b	udais � egiptie£iu� hieroglifais, demotiniu ra²tu (grei-tara²£iu) ir graiku� kalba. �io Rozet
es akmens (vietov
es, kur jis buvo rastaspavadinimas) ra²menis b	usimasis egiptologijos pradininkas Jeanas FrançoisChampollionas i²vydo, kai jam buvo tik dvylika metu�. Egiptie£iu� ra²tu�skaitymas prasid
ejo nuo Kleopatros ir Ptolemajaus vardu�.I² mados visada pelnomasi. I²augus susidom
ejimui Egipto senove, b	uriainuotykiu� ie²kotoju�, senu�ju� kapu� pl
e²iku� 
em
e rausti Egipt¡... Prekyba se-nienomis suklest
ejo, o v
el atrastam Egipto senov
es palikimui kilo gr
esm
eb	uti sunaikintam, i²sklaidytam.�kotu� antikvaro A.H. Raindo (A.H. Rhind) pirkinys � 1858 metais Luk-sore i�sigytas papiruso ritinys � matyt, vienos i² tokiu� nelegaliu� senov
es liekanu�ie²kojimo ekspediiju� grobis. �iaip ar taip dabar ²is papirusas, kuri� ra²-tininkas Ahmes sura²
e apie 1700 m. pr. Kr. yra pagrindinis m	usu� ºiniu� apieegiptie£iu� matematik¡ ²altinis. Tiesa, ra²tininkas prisipaºi�sta, kad jis ji� per-ra²
e nuo dar senesnio ra²to. Taigi galima, matyt, daryti prielaid¡, kad ²iamepapiruse i²d
estytos ne maºiau kaip prie² keturius t	ukstan£ius metu� i�gytosmatematin
es ºinios.Yra i²lik� dar keletas maºesniu� matematiniu� tekstu�, i² ju� svarbiausias �Maskvos papirusas. Ta£iau jie neprilygsta Rhindo papirusui. Maºdaug 30 mplo£io ir 5,4 m ilgio Raindo papiruso ritin
elio tekstas � pagrindinis m	usu� ºiniu�apie Egipto matematik¡ ²altinis. Jeigu tekstu� tur
etume daugiau ir i² i�vairiu�laikotarpiu�, ar atsivertu� kitoks egiptie£iu� matematikos vaizdas? Vargu.�inios � dievu� patik
etos paslaptys � jas dera saugoti, o ne narstyti irkeisti. Taip galvojo senov
es egiptie£iai... K¡ gi � ju� karalyst
e, gyvavusi kelist	ukstan£ius metu� � ar ne i�rodymas, kad galvojo teisingai?Skai£iavimas br	uk²niais,lotoso ºiedais ir buoºgalviaisTaigi, egiptie£iai. Raindo papirusas ir jo autorius � Ahmes. Tai pirmasmums ºinomas matematinio teksto autorius. Bet i� puikyb� jis nesikelia �prisipaºi�sta, kad didºiai vertingas ºinias perra²
e i² kito dar senesnio ra²to.Jam, kaip ir kitiems stropiesiems Egipto ra²tininkams net i� galv¡ neateidavo
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eti ar sukurti savo. Pakako i�sis¡moninti ir perduoti kitoms kar-toms brangu�ji� prot
eviu�, o gal ir dievu� sukurt¡ ºiniu� paveld¡.

Senov
es Egipto ra²tininkas

I�siºi	uriu i� egiptie£iu� ra²tininko statu-los, sukurtos apie 2000 m. pr. Kr., odabar saugomos Egipto muziejuje, nuo-trauk¡ ir ºinau kaip atrod
e Ahmes: s
edir	umu� pav
esyje, kojos sukryºiuotos, nu-gara tiesi, viena ranka laiko papirusoritini�, kita � nendr�, dideliu� akiu� ºvil-gsnis tiesus, d
emesingas, veide pasirengi-mas tuoj pat pritaikyti savo ºinias irsugeb
ejimus uºdaviniui, kuris bus sufor-muluotas... Nuostabus proto darbininkoportretas.Ahmes rankra²tis prasideda paºadu,kad ²is veikalas pad
es jo skaitytojamsvisk¡ pasaulyje i²tirti, atskleisti visaspaslaptis. Ta£iau i² tiesu� tai t
eravadov
elis, i² kurio galima pasimokyti skai£iuoti taip, kaip skai£iavo senov
esegiptie£iai. Tekste pateikiami 87 uºdaviniai ir nurodoma, kaip juos spr�sti.Patyrin
ekime, kaip egiptie£iai skai£iavo. O kad skai£iuoti jiems reik
ejo,ir netgi labai daug, netiesiogiai rodo didieji ju� statiniai � piramid
es. Tospiramid
es yra viso senojo Egipto simbolis. Taip pat kantryb
es, vergi²ko darboir meistryst
es...Egiptie£iai, kaip ir daugelis kitu� tautu�, skai£iavo de²imtimis. Hierogli-fai, ºymintys skai£ius, buvo sukurti i�siºi	ur
ejus i� tikrov
es daiktus. Gal
etumei�ºvelgti pirmu�ju� skai£iuotoju� emoiju�, kurias k
el
e skai£iu� pasaulis, at²vaitus.
Vienet¡ egiptie£iai ºym
ejo br	uk²neliu (ar buvo kokia nors tauta, kurivienet¡ ra²
e kitaip?), de²im£iai ºym
eti buvo parinktas lankas, primenan-tis panti� gyvuliams ri²ti, ²imt¡ ºym
ejo spirale susukta matavimo virvel
e,t	ukstanti� rei²k
e lotoso ºiedas � ant Nilo vandenu� suposi t	ukstan£iai ²iu� van-dens leliju� � m
elynu� ir baltu�, de²imti� t	ukstan£iu� rei²k
e i� vir²u� pakelto pir²topie²inys, ²imtui t	ukstan£iu� atstovavo varl
e, o milijon¡ � sunkiai protu apr
e-piam¡ skai£iu� � rei²k
e priklaup�s ir i² nuostabos i� vir²u� rankas i²k
el�s ºmogus.Egiptie£iai savo tekstu� eilutes skait
e i² de²in
es i� kair�, ra²ant skai£ius ²ia



Matematikos istorijos skiautiniai 4kryptimi buvo rikiuojami ir skai£iaus ºenklai: po vienetu� ra²ytos de²imtys irtaip toliau:Be �i²kilmingojo� ra²ymo hieroglifais egiptie£iai naudojosi ir dviem pa-prastesniais bei greitesniais b	udais: hieratiniu ir demotiniu ra²tais. Skai£iai²iuose ra²tuose taip pat paprastesni � nebe kruop²£iai nupie²ti paveiksl
eliai,bet greitara²£iu i²rikiuoti i�vair	us br	uk²neliai, lankeliai ir virvut
es.Dvigubinimo menas�Pirmiausia i²mok padvigubinti�, � galb	ut ²itaip senov
es Egipto mokytojasprad
edavo skai£iavimo pamokas. Dvigubinimo veiksmas � visos egiptie£iu�aritmetikos pagrindas. Padvigubinti lengva: para²� dvigubai daugiau vieneto,de²imties ir kitu� ºenklu�, skai£iuokime vienetus ir kiekvien¡ ju� de²imti� keiskimede²imties ºenklu, sugrupav� de²im£iu� ºenklus po de²imt, ºinosime, kiek susi-daro ²imtu� ir t.t. Ne tik dvigubinti lengva, apskritai � nesunku sud
eti betkokiuos skai£ius. Daugyb¡ irgi galime paversti sud
etimi. Ta£iau egiptie£iaielgdavosi gudriau. Daugindavo dvigubindami.Panagrin
ekime egiptieti²kos daugybos pavyzdi�. Tarkime, reikia apskai-£iuoti sandaug¡ 21 × 271. Padvigubinkime antr¡ji� daugikli�, po to padvigu-binkime gaut¡ rezultat¡ ir t.t. Galime i�sivaizduoti, kad ²itaip apskai£iuojamesandaugas 1×271, 2×271, 4×271, . . . Sura²ykime gautus rezultatus i� lentel�:
1 271
2 542
4 1084
8 2168
16 4336

/ 1 271
2 542

/ 4 1084
8 2168

/ 16 4336O dabar i² gautu� rezultatu� sudarykime reikaling¡ sandaug¡. Kadangi
21 = 1 + 4 + 16 = 1 + 22 + 24,tai atsakym¡ gausime sud
ej� i�kypu br	uk²neliu� paºym
etus skai£ius (²itaipreikalingus d
emenis ºym
edavo ir egiptie£iai). Taigi

21× 271 = 271 + 1084 + 4336 = 5691.�i� atsakym¡ gavome atlik� ²e²ias nesud
etingas sud
eties operaijas (dvigu-binimas irgi yra sud
etis). Naudodamiesi dabartin
emis s¡vokomis egiptie£iu�daugybos metodo esm� galime taip nusakyti: vienas i² daugikliu� i²rei²kiamasdvejetain
eje skai£iavimo sistemoje ir pasinaudojama daugybos paskirstymo(distributyvumo) savybe.



Matematikos istorijos skiautiniai 5Sakome, kad dalyba yra veiksmas, atvirk²tinis daugybai. Ir egiptie£iaipuikiai tai ºinojo. Dalydami skai£iu� a i² b jie naudodavo t¡ pa£i¡ lentel�su skai£iais 2mb, gaut¡ dvigubinimo b	udu. Pavyzdºiui, ie²kodami dalybos
5691 : 271 rezultato, jie uºsira²ytu� t¡ pa£i¡ lentel�, kaip ir daugindami i²
271. Ta£iau dalijant lentel
e naudojama kitaip: sumuodami antrojo stulpelioskai£ius bandome i²reik²ti dalini�. M	usu� atveju

4336 + 1084 + 271 = 5691,taigi sumuodami atitinkamus pirmojo stulpelio skai£ius gauname dalmeni�:
5691 : 271 = 16 + 4 + 1 = 21.�is b	udas labai efektyvus: i² tiesu� ie²kant dalinio i²rai²kos antrojo stulpelioskai£iu� suma mums visai nereikia daug galvoti. M	usu� pavyzdyje 5691 > 4336,tod
el paskutin
es eilut
es skai£ius b	utinai reikalingas. Kadangi 5691− 4336 =

1355 ir 1355 < 2168, bet 1355 > 1084, tai ketvirtoji eilut
e nereikalinga,ta£iau tre£ioji b	utina. Galu� gale apskai£iav� skirtum¡ 1355 − 1084 = 271matome, kad i� sum¡ dar b	utina i�traukti pirmosios eilut
es skai£iu�.Ta£iau kai dalinys nesidalija i² daliklio, ²itaip sumuodami antrojo stulelioskai£ius dalinio �nesurinksime�. Gausime skai£iu�, maºesni� uº dalini�; sud
ej�pirmojo stulpelio skai£ius gautume tik sveik¡j¡ dalmens dali�. Kaip tokiuatveju elgdavosi egiptie£iai? Tokios dalybos rezultatui reik²ti jie suk	ur
e keis-tok¡, bet labai i�domu� b	ud¡.Egiptie£iu� trupmenos

Dievo Horo akies daliu� ºenklais egip-tie£iai ºym
ejo dvejetaines trupme-nas. Pasteb
ekime: sud
ej� visas jasvieneto negausime!

Kas yra trupmena? Padalykime vienet¡i� n lygiu� daliu� ir paimkime m i² ju�.�tai tas paimtas kiekis ir yra trupmena.Pana²iai bandytume atsakyti mes, ta£iaune egiptietis. Jis sutiktu�, kad norint gautitrupmen¡, vienet¡ reikia padalyti i� kelet¡lygiu� daliu�. Ta£iau trupmena yra tikviena i² tu� daliu�, o ne dvi ir ne trys! Taigii² tu� trupmenu�, kurias mes naudojametrupmenomis egiptietis pavadintu� tik tas,kuriu� skaitiklis lygus vienetui. Tiesa, yraviena i²imtis � trupmen¡ 2/3 pripaºino iregiptie£iai ir tur
ejo jai speialu� ºymeni�.Galime tik sp
elioti, kaip susiklost
etokia egiptieti²ka trupmenu� s¡voka. Gali



Matematikos istorijos skiautiniai 6b	uti, kad ji yra vieno egiptie£iu� mito atspindys. Jis pasakoja apie dvieju�dievu� Horo ir Seto kov¡. Dievas Setas i²pl
e²
e Horo aki� ir sudrask
e i� gabal-iukus. Laim
e, atsirado kitas dievas, kuris t¡ aki� i² gabal
eliu� surinko. �tai tu�gabal
eliu� ºenklais kadaise egiptie£iai ºym
ejo dvejetaines trupmenas:
1

2
,

1

4
,

1

8
,

1

16
,

1

32
,

1

64
.�iu� trupmenu� sumomis buvo rei²kiamos kitos trupmenos. Kadangi akyje yratik viena dalis, atitinkanti 1

2
, tai ²i� d
emeni� sumoje galima paimti tik kart¡.Taip pat po kart¡ galima imti ir kitus d
emenis. �is apribojimas i²liko irv
eliau, kai buvo imta naudoti ir kitas trumpenas.Trupmenas egiptie£iai ºym
ejo labai paprastai: vir² vardikli� rei²kian£ioskai£iaus pie²davo l	upas ar pravir¡ burn¡ primenanti� ºenkl¡. Galime i�sivaizduoti,kad egiptie£iu� trupmenu� ºenklas primena maisto dalijim¡ i²alkusiems.Sud
edami trupmenas egiptie£iai rei²k
e kitus kiekius. Ta£iau jie grieºtailaik
esi vienos taisykl
es: dvieju� vienodu� trupmenu� suma neturi prasm
es! Taiginor
edami paai²kinti senov
es egiptie£iui, koki� dydi� j	us turite galvoje ra²ydami

2/5 j	us tur
etum
ete uºra²yti ne
2

5
rei²kia 1

5
+

1

5
,bet

2

5
rei²kia 1

3
+

1

15
.O ²tai paai²kinti, kas yra devyniasde²imt devynios ²imtosios b	utu� gana sud
etinga.Nebent ilgai skai£iav� sugeb
etum
ete gauti i²rai²k¡

99

100
=

1

2
+

1

3
+

1

7
+

1

73
+

1

9018
+

1

230409900
.Ar kiekvien¡ trupmen¡ galima uºra²yti egiptieti²ku�ju� trupmenu� suma, jeigalima, tai ar vieninteliu b	udu? Galima, be to � daugeliu b	udu�. Tai paprastai�rodyti, naudojantis tokia tapatybe:

1

a
=

1

a + 1
+

1

a(a + 1)
.Ja pasinaudoj� galime uºra²yti trupmen¡ 2

5
taip:

2

5
=

1

5
+

1

5
=

1

5
+

1

6
+

1

30
.



Matematikos istorijos skiautiniai 7Anks£iau i�sitikinome, kad ²iai trupmenai uºra²yti pakanka dvieju� egiptieti²ku�ju�trupmenu�. Jeigu naudodamiesi min
eta tapatybe egiptieti²komis trupmenomisreik²tume trupmen¡ m/n, prisireiktu�
1 + 2 + 22 + · · ·+ 2m−1 = 2md
emenu�. Tai toli graºu ne maºiausias reikalingu� d
emenu� skai£ius. �inoma,kad pakaktu� maºdaug √
n d
emenu�. Ta£iau algoritmo, kuriuo naudojantisb	utu� galima rasti pa£i¡ trumpiausi¡ trupmenos i²rai²k¡ egiptieti²kosiomisniekas iki ²iol neºino.Egiptieti²kos trupmenos � gyvosKo gero ²ios neprakti²kos trupmenos yra pats keis£iausias egiptie£iu� mate-matikos instrumentas. Ir kartu � gyvybingiausias, nes ir po keliu� t	ukstan£iu�metu� domina ne tik matematikos istorikus, bet ir jos k	ur
ejus.Ta£iau tos keistos ir neprakti²kos trupmenos ir dabar tyrin
ejamos: for-muluojami uºdaviniai ir ra²omi straipsniai.Per²okime viduramºius, nes tu� laiku� ºmon
ems matematika ner	up
ejo...Nauju�ju� laiku� pradºioje sutiksime Leonardo Fibona£i� (Fibonai), kurio �Aba-ko knyga� (Liber Abai, 1202) yra pirmas matematiniu� tyrin
ejimu� atgimimodaigas. Vienas jos skyriu� skirtas egiptie£iu� trupmenoms. Nagrin
ejami i�vair	uspaprastu�ju� trupmenu� rei²kimo egiptieti²komis b	udai. Vien¡ i² ju� dabar va-dina �godºiuoju� algoritmu. Jo id
eja labai paprasta: jeigu reikia i²reik²titrupmen¡ m

n
(m < n) egiptieti²komis, pirmiausia imkime pa£i¡ didºiausi¡:

m

n
=

1

d
+
(m

n
−

1

d

)

,
1

d
<

m

n

1

d− 1
.Panagrin
ekime �likuti�� md−n

dn
. I² nelygybiu�

m

n
−

1

d
=

md− n

dn
> 0,

1

d− 1
−

m

n
=

m−md + n

(d− 1)n
> 0gausime: md − n > 0 ir m −md + n > 0, t.y. m > md − n. Kitaip tariant,�liku£io� skaitiklis yra maºesnis.Jeigumd−n = 1, darbas baigtas. Jeigu ne, � �godumo� taisykl� taikysime²iam �liku£iui�. Kadangi

m

n
−

1

d
<

1

d− 1
−

1

d
=

1

(d− 1)d
6

1

d
,



Matematikos istorijos skiautiniai 8tai egiptieti²k¡j¡ trupmen¡ gausime su didesniu uº d vardikliu, o �likuti�� �su dar maºesniu skaitikliu. Galu� gale ir �likutis� taps trupmena su skaitikliu,lygiu vienetui; rei²kinys egiptieti²komis trupmenomis bus baigtas.Kiek pagalvoj� suvoksime, kad ²ie samprotavimai i�rodo toki� teigini�:Trupmen¡ m

n
(m,n > 1) galima i²reik²ti nedaugiau kaip m skirtingu� egiptie-ti²ku� trupmenu� suma.Ta£iau ar b	utinai m? Kartais imant maºiau, i²reik²ti nepavyks. Pavyz-dºiui, visoms trupmenoms 2

2k+1
b	utinai reikia dvieju� d
emenu�. Trupmenoms

3

n
b	una visaip. Pavyzdºiui,

3

5
=

1

2
+

1

10
,o trupmenos 3

7
dvieju� egiptieti²ku� trupmenu� suma i²reik²ti nepavyks.O kaip su trupmenomis 4

n
? Pad
etis i�domi. Patikrinta, kad visas tokiastrupmenas su nelyginiais vardikliais n < 100000000000000 galima i²reik²titriju� skirtingu� egiptieti²ku� trupmenu� suma
4

n
=

1

x
+

1

y
+

1

z
.1948 metais du matematikai: P. Erdio²as (P. Erdös) ir E. Strausas (E.Straus) i²k
el
e hipotez�, kad visoms tokioms trupmenoms i²reik²ti pakankatriju� egiptieti²ku� trupmenu�. Sp
ejimo niekas nei paneig
e, nei i�rod
e iki ²iol.Egiptie£iu� trupmenos vis dar sklidinos paslap£iu�. Kaip ir visa egiptie£iu�senov
e.�altiniai
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