o+ @ UZDAVINYNAS o W

o +w, 2003, Nr. 3, 90-94

Olimpiady ir konkursy uZdaviniai

Lietuvoje kasmet vyksta daug jvairiy matemeiiniy olimpiady ir konkursy, miisy
moksleiviai variosi tarptautinése matematinése varivbose. Zurnalo pustapinose —
2004 meny Lietuvos ir tarptautiniy variyby uZdaviniai.

Pasauliné moksleiviy matematikos olimpiada
Pirmoji diena, 2004-07-12. (Darbo trukmeé: 4 val. 30 min. Kiekvienas uzdavinys vertinamas 7 taskais.)

1. Tegul ABC — smailusis trikampis ir AB =2 BC. Apskritimas su skersmeniu BC kerta kradtines AB
ir AC atitinkamai taSkuose M ir N. KraStinés AB vidurj paZymekime O. Kampy BAC ir MON
pusiaukampinés kertasi taSke R. [rodykite, kad apskritlimai, apibréZti apic trikampius BMR ir CNR,
turi bendra taSka, kuris yra krastinéje BC.

2. Raskite visus polinomus P(x), kuriy koeficientai yra realieji skaiciai, tenkinan¢ius lygybe
Pla—b)+Pb—c)+ P(c—a) =2P(a+ b+ c),

su visais tokiais reliaisiais skaiciais a, b, c, kad ab + be + ca = 0.

3. Kabliu vadinkime figiira, sudaryta i§ 6 langeliy, kaip tat parodyta bréZinyje. Figirg
galima sukioti ir apversti. Raskite visus staciakampius m x n, kurivos galima uzdenglti
kabliais taip, kad: S A

[) staciakampis biity uzdengtas be tarpy ir persiklojimuy;
2) joks kablys neislisty uz staciakampio ribu.

Antroji diena, 2004-07-13. (Darbo trukmé: 4 val. 30 min. Kiekvienas uZzdavinys vertinamas 7 tagkais.)
4. Tegul n = 3 — sveikasis skai€ius ir ty, ta, ..., f, yra leigiami realieji skaiciai, tenkinantys nelygybg

Pl > @+t o)+ o+ L),

[rodykite, kad #;, t;, 7 yra trikampio kraStiniy ilgiai su visais i, j, &, tenkinanciais salyga | <{ < j <
<k <n.
5. Igkilojo keturkampio ABCD jstriZzainé BD néra nei kampo ABC, nei kampo CDA pusiaukampineg.
Taskas P yra keturkampio ABC D viduje ir lenkina sglygas:
LPBC =4DBA ir ZPDC = ZBDA.

Irodykite, kad apic keturkampj ABC D galima apibréZti apskritimg tada ir tiktai tada, kai AP = CP.

6. Natdralyjj skai¢iy vadinsime alternuojanéiu, jeigu jo deSimtainio uZraSo kiekvieni du gretimi skaitmenys
yra skirtingo lyginumo. Raskite visus tokius natfiralivosius n, kurie turi alternuojantj kartotinj.

o+ w



»Alfa plius omega* uidavinynas 91

XIX komandiné Lietuvos moksleiviy matematikos olimpiada

1.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

Dvylika skaifiu — keturi vienelai, keturi penketai ir keturi Seetai — yra bet kaip sura§yti ratu aplink
apskritimg. Ar bitinai atsiras toks i§ trijy greta stoviniy skaitmeny sudarytas trizenklis skaicius (jo
skaitmenys gali biiti imami prie§ arba pagal laikrodZio rodyklg), kuris dalijasi i§ 37

Isspreskite lygti 2 cos(2mx) + cos(3mrx) = 0.

. I8spreskite lygti 3+ = 13; &ia [x] yra skai¢iaus x sveikoji dalis.

. Trodykite nelygybe

a b

+
V20245 J2bT45

<

S

. Kokias reik8mes gali jgyti rei$kinys

il b 9 ) ) a2
a-—b- & b*—c¢c c—a-
at4-br B4 2 4a?

kai @, b, ¢ — realieji nenuliniai skaiciai?
Raskite visas realiyju skaiciu poras (x. y), su kuriomis
=5t 18,
¥ = x4+ 18.
Raskite visus tokius nataraliujy skaiCiy trejetus (m, i, r), kad 2001"" + 4003* = 2002',

Tegul m ir n yra nattralicji skaiCiai. [rodykite: jei mn — 23 dalijasi i§ 24 be lickanos, tai m? + n?
dalijasi 1§ 72 be lickanos.

. Ar gali su kokia nors realigja a reik¥me skai&iai (1 — 2a~/35)/a® ir a@ + +/35 abu biti sveikicji?

[rodykite, kad tarp SeSiy i§ cilés einanciy natliraliyjy skaiciy visada atsiras toks, kuris yra reliatyviai
pirminis su kity penkiy skaiéiy sandauga.

Kokig didZiausig reikSme gali jgyti natGraliyjy skai¢iy sandauga, jei ju suma yra lygi 20047

Natiralieji skaiiai a, b, ¢, u, v, w lenkina lygéiy sistema

a+u=21,
b+ v =3I,
¢+ w = 667.

Ar gali biiti teisinga lygybé abe = nvw?
Realusis skaicius v yra lyglics x¥ —3x> +5x — 17 =0 sprendinys, o realusis skaiius v — lygties
9 . .

a3 —3x% 4 5x + 11 = 0 sprendinys. Raskite « + v.

Ar galima kvadratinés lentos 100 x 100 langeliuose suradyti visus natiiralivosius skai¢ius nuo 1 iki

10000 taip, kad kickviename langelyje esantis skaiius biity arba maZesnis, arba didesnis u7 visus

skai€ius, kurie suradyli visuose bendry krasting su tuo langeliu turinéivose langelinose?

Ar cgzistuoja toks daugianaris P(x), kurio koeficientai yra sveikieji skaiciai, kad su visomis v reiks-
T 4.9 L relelns. : a2 —10s

mémis intervale [15; 151 bty teisinga nelygybe |P(x) — 5l < 107747

Ar egzistuoja toks leigiamas skaiius ag, kad visi begalinés sekos ag, ay, a2, as, ..., a,, apibrézios

rekurenciaja formule @, = /a,—) + 1, n=1,2,3, ..., nariai biity racionalieji skaiiai?

o+ w



92

17.

18.

19.

20.

wAlfa plius omega® uZdavinynas

Tegul a, b, ¢, yra trikampio kradtiniy ilgiai, o x, y, z tokie realieji skaitiai, kad x 4y +z = 0. [rodykite
kad

’

a*yz + b*zx + c*xy < 0.

Taskai M ir N priklauso trikampio ABC atitinkamai kra§tinéms AB ir BC. Be to,

M N ...: 11 £ ACB .-: .

Trapecijg dvi jos jstriZainés dalija i keturis trikampius. Triju i§ ju plotai yra lygiis 1, 2 ir 4. Kokias
reik§mes gali jgyti ketvirtojo trikampio plotas?

Rombo jstriZzainiy santykis yra @ : b. Raskite to rombo ir | ji jbréZto apskritimo ploty santykj.

Tarptautiné komandiné ,,Baltijos Kelio* olimpiada

1.

10.

Neneigiamujy skaiCiy seka ay, as, as, ... visiems n = 1,2, ... tenkina salygas:
D) @y +am 23n; 2) apr + 1 < 24/, - (0 +1).

a) [rodykite, kad nelygybé a, > n (cisinga su visais n € N.

b) Pateikite bent vieng tokios sekos pavyzdi.

Tegu P(x) — daugianaris, kurio koeficientai yra neneigiami skai¢iai. Irodykite:
jeigu P(%)P(.x) = 1, kai x = 1, tai Sita nelygybé teisinga visoms leigiamoms x reik§mems.

. Tegu p, q, r — teigiamieji skaiciai ir n € N. Trodykite: jeigu pgr = 1, lai

| 1 I
+ <1
P” + fj" _|_ ] (]” + Pl + 1 + i + Pn + |

Tegu x|, x2, ..., x, — realicji skaiCiai, kuriy aritmetinis vidurkis lygus X. [rodykite, kad egzistuoja
toks nattiralusis skaiCius &, kad kiekvienos i§ aibiy {x), x2, ..., x¢}, (%2, 230 ..o xehs (x5, o, ) ..
{xi—1, x¢}, {xr} elementy aritmetinis vidurkis yra ne didesnis uz X.

. Funkcija f apibréZta sveikiesiems k formule

k) = (k)3 + (2k)s + (3k)7 — 6k,

¢ia (k)an4 reiSkia skaiciaus 2n 4+ 1 kartotinj, artimiausia skaidiui k.
Nustatykite funkcijos f reik8miy sritj.

. Kiekvienoje i§ $eiy kubo sieny paraSyta po natiiralyji skaiCiy. Imdami kiekvieng kubo viritng, ap-

skaiCiuojame sandauga skai€iy, paraSyty trijose | ta vir§ing sueinanciose sicnose. Ty sandaugy suma
lygi 1001. Kam lygi kubo sienose paraSyty Sesiy skaiéiy suma?

Raskite visas aibes X, kiekvieng i§ kuriy sudaro maZiausiai du tokic nattiralieji skaiciai, kad kickvicnai
porai m,n € X, ¢ia n > m, egzistuoja toks k € X, kad n = nik?.

Tegu f(x) — daugianaris, kuris néra pastovus ir kurio koeficientai yra sveikieji skaic¢iai. [rodykite,
kad egzistuoja toks sveikasis skaiCius n, kad f(n) turi bent 2004 skirtingus pirminius daliklius.

Aibe § sudaro n — | natiralusis skai¢ius (n > 3). Sioje aibéje egzistuoja bent du elementai, kuriy
skirtumas nesidalija i$ n. [rodykite, kad galima sudaryti tokj aibés S netuiciajj poaibi, kad jo elementy
suma dalytusi i§ n.

Ar egzistuoja lokia begaliné pirminiy skaiciy seka py, pa, ..., Puy Putls - - ., Kad kickvienam n € N
teisinga lygybé |pyyy — 2py| = 17
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[ kickvieng m x n matmeny lentelés langelj yra jraSytas arba 1, arba —1. IS pradZiy lenteléje yra
vienintelis —1, o kiti skai€iai yra 1. Vienu ¢jimu yra leidZiama bet kuriame langelyje jradyta —1
pakeisti 0, o visus gretimy langeliy skaiCius padauginti i§ —1 (gretimais laikomi bendra kradting
turintys langeliai). Raskite visas tokias poras (mr1; n), kad minétais ¢jimais blty galima gauti lentele
vien i§ nuliy, kad ir kokiame langelyje i§ pradZiy buvo jraytas vienintelis —1.

Eilutéje yra suraSyta 2n skirtingy skaiciy. Vienu ¢jimu leidZiama arba sukeisti bet kuriuos du skaicius,
arba cikliSkai perstatyti bet kuriuos tris pasirinktuosius skaiCius (pasirinkus tris skaicius a, b, ¢, skai¢iy
a keiciame skaiciumi b, skaiCiy b keic¢iame skaitiumi ¢, o skaiéiy ¢ — skaiCiumi a). Koks yra
maZiausias skaiCius ¢jimy, kuriy visada uZteks iSdestyti visus eilutés skaiCius didéjimo tvarka?

I§ 25 Europos Sgjungos valstybiy turi biiti sudarytas komiletas, remiantis tokiomis taisyklémis: 1)
komitetas turi posédZiauti kasdien; 2) kickviename posédyje turi dalyvauti bent viena valstybé; 3) bet
kurivose dviejuose posédZivose turi dalyvauli skirtingos valstybiy aibés; 4) kiekvienam numeriui k,
k < n, n-ajame posédyje dalyvaujanciy valstybiy aibei turi priklausyti bent viena valstybé, dalyvavusi
k-ajamc posedyje. Kick daugiausiai dieny gali posédZiauti komitetas?

Krovele vadinsime aibe i§ 4 ar daugiau rieSuty. Du asmenys ZaidZia tokj Zaidimg. Pradedama nuo
krlivelés, turinCios n > 4 rieSuty. Vienu ¢jimu Zaid¢jas turi vieng i§ kritveliy padalyli | dvi netugcias
aibes (los aibes yra nebitinai krivelés — jose gali biiti bet koks ricSuly skai€ius). Jeigu Zaidéjas negali
padaryti ¢jimo, jis pralaimi. Kurioms n reikSméms pirmasis Zaidejas turi laiminéiajq stralegija?

Apskritimas padalylas | 13 lanky, sunumeruoty skaiciais nuo 1 iki 13. Penkios blusos, kuriy vardai
yra A, B, C, D ir E, tupi lankuose 1, 2, 3, 4 ir 5. Blusai leidZiama Sokti i bet kurj neuZimta lanky
perSokant 5 lankus (pavyzdZiui, i§ lanko 2 | lanky 8) { bet kuria puse nuo tos victos, kurioje ji yra. Bet
kuriuo metu Soka Lik viena blusa ir jokios dvi blusos negali atsirasti viename lanke. Po keliy Suoliy
blusos vel atsidurs lankuose 1, 2, 3, 4, 5, tik galb@it kitokia tvarka?

Per apskritimo iSoréje esantj taska P iSvesta apskritimo kirsting ir liestiné. Kirstiné kerta apskritima
taSkuose A ir B, o liestin¢ licCia apskritima taSke C, kuris yra | tq patia, kaip ir kirsting AB, puse
nuo skersmens, einancio per taska P. Tasko C projekcija j ta skersmenj yra Q. Irodykite, kad QC yra
kampo AQB pusiaukampine.

Kiekvienoje staCiakampio, kurio kratiniy ilgiai yra 3 ir 4, kraStinéje pasirinktas tagkas. Paciliui
sujungus pasirinktus taskus atkarpomis, gaunamas keturkampis, kurio kra§tiniy ilgiai yra x, v, z ir u.
[rodykite, kad 25 < x2 + y? 4+ 22 + u* < 50.

Spindulys, iSeinantis i§ trikampio ABC vir§inés A, kerla trikampio kra§ting BC tagke X, o apie trikampj

ABC apibrézla apskritimg — taske Y. [rodykite, kad

1 1 4

= :
f1X+XY BC

. TaSkas D yra trikampio ABC kraStinés BC vidurio lagkas, o M yra toks kradtinés BC tagkas, kad

LZBAM = ZDAC. Taskas L yra antrasis taSkas, kuriame apskritimas, apibrétas apie trikampj BAM,
kerta krasting AC. [rodykite, kad KL | BC.

Triju apskritimy lankai w), wa, ws, kuriy galai yra taSkuose A ir B, yra loje p'aéiujc tiesés AB puséjc;
w3 yra larp wy ir wy. Du spinduliai, iSvest i§ tako B, kerta tuos lankus atitinkamai adkuose My, M,
M5 bei Ky, Ka, K3. Trodykite, kad

My M- K| K>

M;.!Wi; - K3K_|.
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VI Lietuvos individualioji jaunesniujy klasiy moksleiviy olimpiada

V-VI klasés

1. Raskite tris tokius skaiCius, kad juos sudéje visais galimais btdais po 2 gautume rinkinj 3, 2004 ir
2005.

2. Pric dvicjy skaiCiy a ir b sumos a + b pridéjome ju sandauga ab ir gavome 23.
a) Nurodykile viena tokig skaiéiy a ir b pora (a; b).
b) Raskite visas galimas tokiu skai¢iy a ir b poras.

3. [ lentelés 6 x 6 kickvieny langel] jraSykile po sveikaji teigiama skai¢iy taip, kad visy kickvicno
staCiakampio | x4 arba 4 x 1, kurj tik galima i8kirpti i§ tos lentelés langeliy, skaitiy suma biity lyging,
o visy visos lentelés skai€iy suma biily nelyging,

4. Keturzenklis skaicius uZraSomas 4 skirtingais skaitmenimis ir dalijasi i§ visy 4 savo skailmeny.
a) Raskile viena tokj 4-Zenklj skaiCiy.
b) Nurodykite palj didZiausig tokj 4-Zenklj skaic¢iu.
¢) Nurodykite patj maziausig lokj 4-Zenkl] skaiiy.

5. Popicriaus lape nubréZus dvi statmenas tieses tas lapas i§ pradZiy buvo perlenktas iSilgai vienos, o

po Lo ir isilgai kitos ticsés. Tada viename taSke lankstinys buvo perdurtas adata ir ilankstytas, o per
kickvienus du diirio taSkus buvo i§veslos liesés.

a) Kiek gausime skirtingy tiesiy?

b) Kick skirtingy tiesiy biity galima gauti pradiirus lankstini ne viename, o dvicjuose skirtinguose
taSkuose?

VII-VIII klasés

'_Jl

Septynzenklis skaiius uZraSomas 7 skirtingais skaitmenimis ir dalijasi i§ visy 7 savo skaitmenu.

a) Raskite viena tokj 7-Zenkli skaiciy.

b) Raskite patj didZiausia tokj 7-Zenklj skaiCiy.

c) Raskite palj maZiausig tokj 7-Zenklj skaiciy.

M ir N yra staCiakampio ABCD kraStiniy AB ir BC vidurio taskai, o P yra atkarpy CM ir AN
sankirtos taSkas. Yra Zinoma, kad kampas ZN PC = 30°. Raskile kampg M DN.

Neneigiami sveikieji skaiCiai m ir # tenkina salygq mn — n +m = 2004,

a) Raskite vieng tokig skaiCiy m ir n porg (m; n).

b) Raskite visas galimas tokias skaiiy m ir n poras.

Ar galima j lentelés 10 x 10 kiekviena langelj jraSyti po sveikaji neigiamg skai¢iy taip, kad visy bet
kurio staciakampio 1 x 4 arba 4 x [, kurj galima iSkirpti i§ tos lentelés langeliy, skaic¢iy suma biity
lyging, o visy visos lentelés skaic¢iy suma bty nelyging?

Kuris i§ skai¢iy 79°¢ ar 244%'yra didesnis ir kodél?
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