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Ekstremumai be iSvestiniy
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Ekstremumy uidavinius jprasta spresti remiantis isvestinémis. Siame straipsnelyfje parodoma,
kaip ekstrenuuiy uidavinius galima spresti remiantis aritmetinio ir geometrinio vidurkiy savy-
bémis ir nesinandojant iSvestinémis. Sivo bidu ekstremumy uidavinius gali spresti ir devinny,
ir desimty klasiy mokiniai.

Apibrézimas. Neneigiamy n skaiiy ay, ap, ..., a, aritmetiniu vidurkiu vadinamas skaicius
ﬂi”l;f"J o ty skaiciy geometriniu vidurkin — skaicius 2/ay -az - ... - dap.

Teorema. Neneigiamy n skaic¢iy a\, aa, ..., a, aritmetinis vidurkis ne maZesnis uz ty skaiciy
geometring vidurky, t. y.

a+az+---+ay
= Nap-az ... ay.
n

Lygybé galima tik tada, kai ay = a» = -+ - = a,.

[rodymas. Sia teoremy jrodysime tik atskirais atvejais, kai n = 2,3 ir 4. Siy atvejy pakanka
spresti praktinio pobtidZio ekstremumy uZdavinius.

1 atvejis. Kai n = 2, reikia jrodyti nelygybe 9432 > /ayas.

Akivaizdu, kad (/a; — /a2)> 2 0, L.y. a; +a» — 2. /ajaz = 0 arba 1‘%1 > Jayas.

Lygybé galima tik tada, kai a| = aa.

2 atvejis. Kai n = 4, reikia jrodyti nelygybg

a) +an —|— as -+ ay

= «/alaga;;a

o I-m u1+11|
I3 tikryju, “""‘”:"H'“" = ,/‘“+‘” "‘+“’ > /Jaar - Jazas = fajarazas.

Lygybé galima tik tada, kai al = @y = a3 =4y

3 atvejis. Kai n = 3, jrodysime, kad

ay+az +az
3

> Yajaras.

Akivaizdu, kad

ay -+ ar + az %4—(114—&34—(13 . {/m+az+a3
= = sady) e dacads.

3 B 4 3

Gautajg nelygybe pakélg ketvirtuoju laipsniu, gauname (4bgbaiyd > ditdatay

(ﬂ-‘%_ﬁ'—‘ﬂ)3 ayaaas, arba ‘”+‘”+‘” > Maiaas.
Lygybé galima tik tada, kai al = a1 = a3.

s ajazaz, Ly.
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Pastaba. Kartais nelygybés tarp aritmetinio ir geometrinio vidurkiy uZraSomos taip:
2 4
) (”l'jj‘"" 2 > aras; 2) (cr|+c;2+m)3 > ayaaz:  3) (¢r|+(r21-m+u.| )4 > a)araady.

ISvados. 1) Jeigu n teigiamy démeny (n = 2,3, 4, ...) suma yra pastovi, tai ji sandauga yra
didZiausia, kai demenys yra lygiis.

2) Jeigu n teigiamy dauginamyjy (n = 2,3,4,...) sandauga yra pastovi, tai jy suma yra
maZiausia, kai dauginamieji yra lygis.

[rodymas. 1) Teiginj jrodysime trims démenims. Sakykime, kad a| + a2 + a3 = P. Tada

) Fdrtaiy3 Pl
T) 77

ayaraz < (
- & o B o mense o pmee
Taigi sandauga a) - a2 - a3 ne didesné uz ==. Si sandauga lygi 5—7 (igyja didziausia reik§me),
kai a) = a2 = as.
2) Sakykime, a| - @z - a3 = S. Tada (m) > ajmay = S, LY. ay +a +ay = 3Y8S.
Taigi suma a; + as + az ne mazesné uz 3/S.

¥, ' 3 ¢ . e ' _ v
Si suma lygi 3/S (jgyja maziausiy reikime), kai a) = a2 = as.
Pavyzdziai

1. Raskime didZiausia funkcijos f(x) reik§mg¢ nurodytame intervale:
Q) f(x)=x(2-3x), 0<x<3 b f)=4>—x% 0<xrg4
Sprendimas. a) Akivaizdu, kad f(0) = f(_%) = 0. Kadangi f(x) =x(2—3x) = _{-(3.\')(2—3_\')

2

5, abu dauginamieji yra teigiami, tai

ir, kai 0 < x <

Lygybé galima tik tada, kai 3x =2 —3x, L.y. kai x = :l;

Atsakymas. [gids. ( Yo %
b) f£(0) = f(4) =0. Kadangi f(x) =34 —x) =27 %%%(4—\) ir, kai 0 < x < 4,
visi dauginamieji yra teigiami, tai

. . ¥ _ 4
) < 27(.\/3 4 23 ex /3 4 1)
4
Lygyb¢ galima tik tada, kai § =4 — x, L.y. kai x = 3.
Atsakymas. [gigz (3) = 27.

2. Kvadratinio skardos lapo, kurio kraStine lygi ¢, kampuose iSpjauti lygts X a «x
kvadratéliai. Sulenkus lapo kraStus, gauta sta¢iakampio gretasienio formos J ........... I_
atvira dézuté. Raskime, kokio ilgio turi biiti i§pjauto kvadratélio kraStine, | 5
kad dézutés tiiris buty didziausias. |

Sprendimas. Sakykime, kad iSpjauty kvadratéliy krastiné lygi x. & [
Tada deézutés pagrindo krasting lygi @ — 2x, o déZzutés tiris — V(x) = (a — 2x)? - x; &ia
O0<x < %,

Akivaizdu, kad

1 |l ra—2x 4+ a —2x +4x\3 I 8a® 243
V(x) = (@=2x)2x = (@ —2x)(a@—2x)(4x) -~ _( _ oo
(x) = (a \) x = (a v)(a—2x)(4x)- 157 3 )

Lygybe galima tik tada, kai @ — 2x = 4x, t.y. kai x = §.

Atsakymas. Viax(g) =
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3. Tarp taisyklingyju keturkampiy gretasieniy, kuriy taris lygus V, raskime tokj, kurio paviriaus
plotas yra maziausias.

Sprendimas. S'ikyklmc kad gretasienio paﬂrmdo krastine ym X, 0 L’H..ldblt.,l'llo aukstine — f1.
b ]

Tada jo tiris V = x2- h, o pavirsiaus plotas T = 2x2 4+ 4xh = 2x% +-4x . L = 252 —f—% = 2x 4+
FA 42 5 3ah 0 W W Yy

Lygybeé galima tik t'lcla Ml 2x% = T t.y. kai x = /V. Gretasienio aukting /i = _i/? =
= YV.

Atsakymas. Kubas.

- (2002 m. matematikos valstybinio brandos egzamino uZduotis)
I taisyklinga keturkampe piramide, kurios pagrindo kratinés ilgis 6 cm, o aukstinés — 12c¢m,
ibréZiama taisyklingoji prizme, kurios virSutinio pagrindo vir§tinés yra piramidés briaunose.
Kokio didZiausio tiirio prizme galime jbrézti? (6 taskar)
Sprendinms Sakykime, kad jbréZtos prizmés pagrindo krastiné lygi x cm. Tada prizmes tiris
V(x)=x2(12 — 2x) (irodykite!}; €ia 0 < x < 6. Turime:

S+354+6—x\3
l_l____)=6¢

X X
vu)zz_ﬂg.w—ly4gs( -

Lygyb¢ galima, kai & =

2]
I
(=)

—x, Ly kai x =4cem.
Atsakymas. Vi (4) = 64cm?.
5. (2003 m. matematikos valstybinio brandos egzamino pakartotinés sesijos uzduotis)
I§ 10 m? brezento norime pasiiiti vaikiska ketur§laite taisyklingos piramides pavidalo palapine
su dugnu (i medZiagos, reikalingos sifilems ir atraizoms, sanaudas nekreipkite démesio).
1) Pazymeje piramides pagrindo krating ilgj x, jrodykite, kad piramidés ttirj galima apskai-
ciuoti pagal formulg V(x) = —-—-—“m(gj_”\’} (3 taskai)
2) Koks turi bati piramidés pagrindo kraStinés ilgis x, kad pasititume didZiausio ttirio palaping?
(3 taskar)
Sprendimas. Formulés ¢ia nejrodinésime, o ieSkosime tik funkcijos V (x) didZiausios reikimes.
Turime:

Vix) == 10(12_2,-~) ‘/_\/ 2(10 — 242 —‘/_\/ (2x2)(10 — 2x2) <
2 ig f(23&2-}~ !0—2):2)3 _ ‘5\/5.
§) 2

6

Lygybé galima tik tada, kai 2x2 = 10 — 2x2, L.y. kai x =

I

Atsakymas. Palapiné turés maksimaly (Trj D—Gﬁ kai palapinés kraStines ilgis

6. (1999 m. matematikos valstybinio brandos egzamino pavyzdiné uzduotis)
Melioracijos kanalo skersinis pjlivis yra lygiaSonés trapecijos formos.

: 3 ki T it oo i et (1
Jos trumpesnysis pagrindas ir Soninés kraStinés yra to paties ilgio a. %
4
1) Irodykite, kad kanalo skerspjiivio ploto § priklausomybé nuo kanalo Soninés sienos posvy-
rio kampo « yra tokia: S = a%(1 4 cosa) - sina. (4 taskar)
2) Koks turi biti kanalo sienos posvyrio kampas « € [0; /2], kad kanalo skerspjtivio plotas
biity didZiausias? (6 taskai)
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& o . " ) . . gus . .y v *
Sprendimas. leSkosime tik S(o) = a~(1 + cosa) sine didZiausios reik§mes.

Turime:
5 .o o 5 . o
S(a) =a® - (1 +cosa) - sina = a® - 2cos® — - 28in — - cos — = 4a’ - sin — - cos® — =
2 2 2 2 2
o o cos?% cos?g  cos? 4
= 4da- — = 4q*, [sin? = = = = .27 <
2 2 3 3 3
cos? 5 costy  cos?% .y
=+ =2+ 2 12 ~, 33,
<12 H 1 . = E-\/ga' = a“

Lygybé galima, kai sin~ ‘7 == Tt , t.y. kai tg? % = % Kadangi 0 < @ < 7/2, tai tg§ = %,
6 2'=30° L.y.« =60
7. Kokia turi biiti | spindulio R sfera jbréZto ritinio auksting, kad jo tiiris biity
didZiausias?
Sprendimas. BréZinyje pavaizduota j sferg jbrézto ritinio aSinis pjuvis. ONR
Sakykime, ritinio auk$tiné yra x, o jo pagrindo spindulys lygus r. Tada 0
V = mr?h. I§ statiojo trikampio OAB gauname, kad r? = R? — (4)2. 4 78
Taigi
n*
V=n(R- 7) k= —(—LP' — W% h= —\/(4132 —h2)2 02 =
7 , | 4R? — h2 4 4R2 — 2 4 212\
=—\/(41?3—}12)-(4R3~—lr2)-(2h?)-—g = ol e st
4 2 42 3

7 [(8RY?  4nR?

“1ah\ 271 T 540

Lygybeé galima, kai 4R> — h? = 212, t.y. kai h =

2
—

&I

: ; 2R 4 R?
Atsakymas. Vi (5= ) =S5
8. Kokia turi biti j spindulio R sfery jbrézto kiigio auksting, kad kiigio tiiris

B
biity didZiausias?
Sprendimas. Brezinyje pavaizduotas | sferg jbréZto kiigio aSinis pjavis.

Sakykime, BD =h, 0 DC =r. Tada V = _%m'zlz. I§ trikampiy BDC ir ] e

CDE panm’aumo (pagal 3 lygius kampus) gauname q’
85 = 2L Istia DC?=BD DE, t.y. r> = (’)R-h) h. Taigi V(h) = 3m(2R —h) e =

=in@R—h) -4 0.4 =47QR 1) ’_' S FS = ”;“”")3 =y Bl
Lygybé ga]imd tik tada, kai 2R — h = " , Ly Lal h= =
Atsakymas. an_‘(% = 328;]"‘

9. Reikia pagaminti staiakampio gretasienio formos akvariumg. Kokie turi biiti akvariumo
matmenys, kad jo gamybai reikéty maZiausiai medZiagy?

Sprendimas. Sakykime, akvariumo ilgis yra x, plotis — y, o aukstis — z. Tada V = xyz, 0 T =
= xy + 2xz + 2yz. Tirio formule pertvarkysime taip: V2 = x2y2z2 = ﬁ(.\'y)(lr:)(z_vz), t.y.
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(xy)(2xz)(2yz) = 4V?2. Kadangi teigiamy skaiCiy (xy), (2xy) ir (2yz) sandauga yra pastovi, tai jy
suma 7 jgyja maZiausia reikSme, kai xy = 2xz = 2yz. I§ &ia i§plaukia, kad x = y = 2z = J2V.
Vadinasi, kai akvariumo pagrindas kvadratas, kurio kraitiné lygi 3/2V, o auk$tiné du kartus
trumpesné uz pagrindo krasting, tai jo pavir§iaus plotas yra maZiausias: Ty, = 344V 2,

Uzdaviniai

1.

10

Raskite funkcijos f(x) = x?(18 — x?) didZiausia reikime.
[fm:lx(_3) = ,/}n:lx (3) = 81]

Raskite funkcijos f(x) = x + % X > 4, maZiausig reik§me.
[imm(g) - 14]

I kugj, kurio pagrindo spindulys yra R, o auk§tine — H, jbréZkite didZiausio tiirio ritinj.

4}
8 - . ] . . 2 T e
[Viaiax = %, kai ritinio pagrindo spindulys r = 3R, o ritinio aukstine /i = _%H]

Ritinio formos konservy dézutés pilnas pavirSius lygus 7. Kokie turi buti déZutés matmenys
(pagrindo skersmuo ir auksting), kad jos tiiris bty didZiausias?

2T . F . ) . oy .
R2R=h= % DéZutés pagrindo skersmuo lygus dézutés aukstinei]

Tarp ritiniy, kuriy aSinio pjiivio perimetras yra 2p, raskite ritinj, kurio Soninio pavirSiaus
plotas didZiausias, ir apskaiCiuokite to ritinio tarj.
3
_
[V =3-]

Reikia pagaminti 108cm? stadiakampio gretasicnio formos dézute be dangcio; be to, jos

pagrindas turi biiti kvadrato formos. Kokie turi buti dézutés matmenys, kad jai pagaminti
btity sunaudota maZiausiai medZiagos?
[6 % 6 x 3]

2

Raskite maZiausia funkcijos f(x) = x00 4 300 4 x5 4 @, 0 < x < 400, reikime.
[fmin(1) = 2008]

Sta¢iakampio gretasienio formos déZutés dugnas yra kvadratas, o déZutés tiiris lygus 270 cm?.
Deézutés dugnas, dangtis ir Soninés sienos padarytos i§ skirtingy medZiagy. 1cm? dugno
kainuoja 8ct, 1em? dangdio — 17ct ir 1 cm? Soninio pavirSiaus — 10ct. Kokie turi bati
dezutés matmenys, kad jai pagaminti reikéty maZiausiai 1ésy?

[6cm x 6¢em x 7,5 cm]

Reikia aptverti staciakampio formos 0,9 ha ploto Zemes sklypa: dvi Sio sklypo prieSingas
puses medine tvora, o Kitas dvi prie§ingas puses — vieline tvora. 1 m medinés tvoros kainuoja
5Lt o I m vielinés tvoros — 2 Lt. Ar uzteks 1200 Lt aptverti Zemes sklypa?

I§ taisyklingojo trikampio formos skardos lapo, kurio krasting ly-
gi 60cm, reikia pagaminti trikampés prizmeés formos dezute, tri-
kampio kampuose iSkerpant vienodus keturkampius ir sulenkiant
trikampio kraStines (Zr. paveikslelj). Su kuria x reik§me dézutés
tris yra didzZiausias?

[10cm]
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