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Straipsnyfe nagrinéjami uZdaviniai, kurivos galima iSspresti pasinaudojus lyginiy savybémis.

Jeigu sveikyjuy skaiciy a ir b skirtumas a — b dalijasi i§ m, m € N, tai sakoma, kad « Iygsta b
moduliv m ir raSoma a = b(modm). PrieSingu atveju, jei @ — b nesidalija i§ m, sakoma, kad
a nelygsta b moduliv m ir raSoma a # b(modm). Kai a = O(modm), tai skai¢ius a dalijasi
i$ m (Zymima a:m arba m|a). ReiSkiniai @ = b(modm) vadinami Iyginiais (angl. congruence;
rus. cpasnenue). Lyginio savoka pirma karta 1801 metais pavartojo K. F. Gausas' savo veikale
LJAritmetiniai tyrinéjimai®.

Pavyzdziui: 14 = 5(mod3), —17 = 4(mod 7), 9 & 6(mod?2), 4 = —3(mod6) ir t.t.

Matematikai tokius sarySius, pavyzdZziui, sveikujy skaiciy aibéje Z apibréZta sarysi =, vadina
ekvivalentumo saryiais. Sie saryiai turi refleksyvumo, simetriSkumo ir tranzityvumo savybes.
IS tikryjy lengva jsitikinti, kad sarySis = yra:

o refleksyvus: a = a(modm);

« simetriskas: jei a = b(modm), tai b = a(modm);

o tranzityvus: jei a = b(modm) ir b = c(mod m), tai a = c(mod ).

Lyginyje a = b(mod m) skaiCius m vadinamas moduliu. Skaitiai a ir b vadinami palyginamais
pagal modulj ni.

Lyginiy savybés
SusipaZinsime su dar keliomis svarbiausiomis lyginiy savybémis. Pateikiamy savybiy ir teoremuy
irodymus galima rasti skaiciy teorijos vadovélivose, pavyzdziui, [1].
I savybé. Jei ay = by(modm) ir az = ba(modm), tai aj + ay = by + ba(modm), a) — ar» =
= by — ba(modm) ir a; - ax = by - ba(mod m).
2 savybe. Jei a = b(modm), tai a = b+ mk(modm) ir a + mk = b(modm), k € Z.
3 savybé. Jei a = b+ c(modm), tai @ — ¢ = b{(modm).
4 savybé. Jei a = b(modm), tai a" = b"(modm), n € N.
5 savybé. Jei P(x) yra daugianaris, kurio koeficientai sveikieji skaiCiai, ir ¢ = b(modm), tai
P(a) = P(b)(modm).

skaiCius d yra skaiCiy a ir b bendrasis daliklis ir a = b(mod m), tai 5=

= f—;(mod (T?.!TT))* Cia (m, d) yra didZiausias bendrasis skaic¢iy m ir d daliklis.

6 savybé. Je

I Iohann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) — vokieCiy matematikas.
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46 S. Sajavicius

Sprendziant uzdavinius svarbi ir labai naudinga tokia teorema.

Teorema. Du sveikieji skaiciai lygsta vienas kitam moduliv m tada ir tik tada, kai dalijant juos
i m gaunama ta pati liekana.

Verta paminéti dar kelis labai graZius skai¢iy teorijos rezultatus. Prie tai apibréZkime Oilerio?
funkecija.

APIBREZIMAS. Oilerio funkcija @(n) yra lygi skai€iui natiiraliyju skaiciy, ne didesniy uz n ir
tarpusavyje pirminiy su /1.

Oilerio funkcijos apibréZimo sritis yra natraliyjy skaiCiy aibé. Funkcijos, kuriy apibrézimo
sritis yra natiiraliyjy skaiciy aibe, vadinamos aritmetinémis. Oilerio funkcija taip pat yra multipli-
katyvioji funkcija, t. y., jei m ir n — tarpusavyje pirminiai skaiCiai, tai ¢(mn) = @(m)-@(n). 1§ mul-

tiplikatyvumo apibrézimo iSplaukia, kad Zinant skaiciaus n kanoninj skaidinj n = p{"' p3% -+ p;*,
Cia p; — skirtingi pirminiai skaiiai, oy € N, i = 1,2, ..., k, rasti funkcijos reik§me taske n gali-

ma pagal formule ¢(n) = go(pf')o(p(pgz) e tp(pf*). Pabandylkite jrodyti, kad ¢ (p*) = p=pp=l,
kai p — bet koks pirminis, o & — nattralusis skaicius.

Spresdami uzdavinius taip pat naudosimes Siomis teoremomis.

Oilerio teorema. Jei a ir m yra tarpusavyje pinminiai skaiciai, tai a®™ = 1(modm).

Kai m — pirminis, tai ¢(m) = m — 1. Galime suformuluoti tokia teorema.

MaZoji Ferma® teorema. Jei p yra pirminis skaicius ir a su p — tarpusavyje pirminiai skaiciai,
tai a’~' = 1(mod p). Be to, a’ = a(mod p), kai a — bet koks sveikasis skaicius.

Uzdaviniy sprendimo pavyzdZiai

Keliais pavyzdziais pailiustruosime, kaip naudojantis lyginiy savybémis sprendziami uzdaviniai.
1 pavyzdys. [rodykime, kad neegzistuoja daugianaris P(x), kurio koeficientai yra sveikieji skai-
ciai, kad P(256) = 652 ir P(106) = 601.

Sprendimas. Kadangi teisingas lyginys 256 = 106(mod 150), lai, remiantis 5-gja savybe,
P(256) = P(106)(mod 150). Taciau 652 = 601(mod 150). Taigi toks daugianaris P (x) nec-
egzistuoja.

2 pavyzdys. Raskime liekanq, kuri gaunama skaiciy 2324 4247 padalijus is 11.

Sprendimas. Kadangi skaiCiai 24 ir 23 yra tarpusavyje pirminiai su 11, tai remiantis maZaja

Ferma teorema 23'" = 1(mod I 1), todeél

(23'92 =232 = 12 = |(mod 11) ir 23%°.23* =232 =1.23% =23%mod 11).

Bet

23 = 279841 = 25440 - 11+ 1, tai 23*=1(mod11) ir 23* = I(mod!1).
Taip pat gauname, kad

24" = 1(mod I 1), (24'2 =24 = 12 = 1(mod 11)

2 Leonard Euler (1707=1771) — Sveicary matematikas, mechanikas ir fizikas.
3 Picrre de Fermat (1601 -1665) — pranciizy matematikas,
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2420 . 243 = 242 = [ . 24° = 243 (mod 1 1).

I3 lygybeés
243 = 12167 = 1106- 11 4- 1

gauname, kad
247 = I(mod 11) ir 24% = 1(mod 11).
Vadinasi,
23 424 = 1 41 =2(mod 11).
Atsakymas. 2.
3 pavyzdys. Raskime paskutini skaiciaus 2003°%% skaitmen.

Sprendimas.  Paskutinis skaiCiaus skaitmuo lygus liekanai, gaunamai skai¢iy dalijant i§ 10.
Kadangi 2003 ir 10 yra tarpusavyje pirminiai skaiciai, galime taikyti Oilerio teorema. Apskaiiave
@(10) = ¢(2) - (5) = 1 -4 = 4, gauname 20037 = 2003* = 1(mod 10). I§ &ia (20034)30! =
20032 = 19 = 1(mod 10). Taigi skaiiaus 2003%%* paskutinis skaitmuo yra 1.

Atsakymas. 1.

4 pavyzdys. [rodykime, kad skaicius 1" + 2" + 3" + 4" nesidalija is 5, kai n = 4k, k € Z.

Sprendimas. Remsimés mazaja Ferma teorema. Kadangi
I*=1(modS),  2*=1l(mod5), 3*=1(mod5),  4*= I(mod5),
tai teisingi ir lyginiai
%= I (mod 5), 2H = I(mod 5), 3 = I (mod 5), 4% = 1(mod 5).
IS Cia
(1% 2% 1 3% 4 4%y = 4(mod 5).
Taigi skaiCius 1" 42" 43" 44" n = 4k, k € Z, nesidalija i§ 5.

5 pavyzdys. [rodykime, kad skaicius 122" 4 11"%2 dalijasi is 133, kai n € N.

Sprendimas. Kadangi
12 = 144 = 11(mod 133),

tai
144" = 11"(mod 133) ir 12 144" = 12*"*! = 12.. [1"(mod 133).

I§ lygybes
L2 =121 11", ir 121 = —12(mod 133)

gauname, kad
1172 = —12. 11"(mod 133).

Vadinasi,
1227+ 4 112 =12 11" = 12 11" = O(mod 133).

6 pavyzdys. [rodvkime, kad a* + b* + ¢* dalijasi i§ n, jei a +b+c ir a® +b> + ¢ dalijasi is n;
cianeN,a,b,ceZ.
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Sprendimas. Pagal salyga a + b + ¢ = 0(mod n) ir a®> + b> + ¢* = 0(mod ). Vadinasi,

a+b=—c(modn) ir (a+5b)?*=(—c)*(modn), a® +2ab + b* = *(mod nj,
a* +2ab +b* — (@> +b* + cg) = c%modn), 2ab = 2¢*(modn).
Pastarojo lyginio abi puses padauging i§ ab, gauname lyginj 2a’h®> = 2abc?(modn). Tokiu

= 3t 9 9 ) f 7 92 o) h .. . .
pat budu gauname lyginius 2a“c” = 2ab“c(modn) ir 2b°c” = 2a“be(modn). Sudéje visus tris
lyginius, gauname

2a’b? + 2a°c? + 2b°¢* = 2abc? + 2ab*c + 2a%bhe = 2abe(a + b+ ¢) = 0(mod n).
Prie abiejy lyginio pusiy pridékime a* + b* + ¢* ir gausime, kad
a* + b+t =at + b0 + ¢ 2077 £ 202 + 2% = (> + b2 + c?)? = O(modn).

QED (lot. guod erat demonstrandum — tai ir reikéjo jrodyti).

Lyginiy teorija yra gana plati. Siame straipsnelyje tik susipaZinome su lyginio savoka, juy
savybémis, iSsprendéme paprasCiausius uZdavinius. Daugiau apie lyginius galite rasti skaiciy
teorijos vadovéliuose.

Uzdaviniai savarankiskam darbui

I. Raskite liekang, gaunamg skaiciy N dalijant i§ , kai:
a) N = 455444 13113383 g =17,
b)Y N =124+ D>+ DB*+1).-- (10002 + 1), d=23;
c) N =222 4 333333 4444844 g4 =5

(§S]

Raskite paskutinj skaiciaus N skaitmenj, kai:

a) N = 103% . 1077,

b) N = 933939 4. 39939339,

c) N = 777777 — 888888,

3. Ar cegzistuoja toks daugianaris P (x), kurio koeficientai yra sveikieji skaiiai, kad P(a) = m
ir P(b) = n, kat:
aA)a=233, b=4d4d, m=14, n=4I;
bya=5 b=9, m=16, n=25;
cya=11, b=33, m=2001, n=20037

4. Trodykite, kad bent vienas i§ skaiéiy a®—b?, a>—c?, b>—c? dalijasi i§ 3, jei skaiius a2 4-b> 4>
dalijasi i§ 3.

5. Trodykite, kad , 3"+ 4 1 dalijasi i§ 10, kai n € N, jei 3" + 1 dalijasi i§ 10.

Atsakymai. 1. a) 2;b) 2;¢) 3. 2. a) 1;b) 6;¢) I. 3. a) ne; b) ne; ¢) taip.

1. K. Bulota, P. Survila, Algebra ir skai¢iy teorija. 1l dalis, Mokslas, Vilnius,
1990.
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