MATEMATIKOS AKIRACIAI

o + w, 2003, Nr. 3, 3244
Nepamirstamosios funkcinés lygtys

Juozas Juvencijus Macys
jmacys@ktl.mii.lt

Funkciniy lygéiy jvairove didziule (Zr. [1], [2]). Joms spresti prisireikia jvairiausiy metodu, todél
§i tema liesiog neaprépiama.

Dar jdomiau, kad kartais ta pati lygtis virsta daugybe skirtingy uZdaviniy su skirtingais atsaky-
mais ir skirtingais sprendimo metodais — uZtenka, kad pasikeisty ieSkomos funkcijos apibrézimo
ar reikSmiy sritis, nebeSnekant apie funkcijai keliamus papildomus reikalavimus,

Pademonstruosime tai lygties

F(E2+2Y) = F200 4 2 (h

pavyzdZiu. Bitent tai, kad ji gali neatpaZistamai pasikeisti, ir lemia, jog ji daznas svecias olim-
piadose ir Zurnaly uzdaviniy skyriuose.

Tieséje ir pustieséje
1°. Iprasciausias mums pasirodyty toks uZdavinys:

ISspreskite (1) funkcine lygt.
Nenorint akcentuoti termino ,.funkciné lygtis*, uzdavinj galima suformuluoti ir kitaip:

Raskite visas funkcijas f(x), kurios su visais x ir y tenkina (1) lygybe.

Tai, kad nenurodyta nei funkcijos apibréZimo sritis, nei jos reik§miy sritis, ir reifkia, jog funkcija
apibréZta realiyju skaiciy aibéje R ir jgyja reik§mes toje patioje aibéje. Vis délto siekiant visi§ko
aiSkumo, funkeijos apibrézimo ir reik§miy sritys nurodomos:

Raskite visas funkcijas f: R — R, su visais x ir y i§ R tenkinancias sqlygq
FO2+3%) = 2@ + 12 0).

Si uzdavinj isspresime kiek véliau, 2° punkte, o dabar imsimés panaSaus, tik lengvesnio uZda-
vinio.

Raskite visas funkcijas f: Ry — R, kurios su visais x = 0 ir y = 0 tenkina sqlygq
F2 4y = £2@ + FPO).
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Nepamirstamosios funkcinés Iygtys 33

Sprendimas. Funkcija /" apibréZta visy neneigiamuyjy skaiciy aibéje Rg = {x: x = 0}. Imkime
(1) lygybéje x = y = /3, tada f(x) =2f~ ([) 0, o tai reiSkia, kad miisy funkcija jgyja tik
neneigiamas reik8mes. Dabar (1) I)’bee_]L imkime x = y = 0. Tada f(0) = 2/2(0), taigi turime
du atvejus: A) f(0)=0ir B) f(0) = 5

A) f(0) =0. Istate j (1) lygybe y = 0, gauname

F(x?) = ), (2)

todél f(x?+y?) = f(x) + f(y?). Pakeitg Sioje lygybéje x | /%, y i V¥ gauname, kad su visais
y = 0 teisinga lygybe
flx+y)= @)+ Fy). (3)

Tai Zinomoji Kosi funkcine lygtis (Zr. [1]), kurig Siaip jau iSspresti sunku — sprendZiama be
papildomuy salygu ji turi labai egzotisku sprendiniy. Esant jprastinéms papildomoms salygoms
— pavyzdZiui, tolydumo, apréZtumo ar monotoniskumo — jos sprendiniai tik tiesiniai. Bitent
monotoniSkumu dabar ir remsimés.

Kadangi f(y) = 0, tai (3) lygybé reiskia, kad

fx4+y) = fx),

taigi funkcija / didéja (placiaja prasme) neneiﬁiamienh % Ly flx}< fy) jeitik0<x < y.
Imkime (2) lygybéje x = 1. Tada f(1) = f~ 2(1), todél arba J(1) =0, arba f(1)=1.
Jeigu f(1) =0, tai i§ (3) lygybés f(2) =0, tada f(4) =2/(2) =0, f(8) =0, ..., f(2") =0,
, 0 kadangi f(v) didejant, tai f(x) = 0 su visais x. Aisku, kad §i funkcija tenkina (1) lyat]

Tegu dabar f(1) = 1. Kadangi i$ (3) lygybes f(2x) = 2f(x), f(3x) = f(2x + x) = 3/(x)
irt.t, tai f(nx) = nf(x). Paéme ¢ia x = [, gauname f(n) = n, o paéme x = % gauname
I = n_f'(%), L.y. j'(%) i % Pagaliau paeme x = 2, turime f(m) = nf(%), ry. f) = &,

Irodéme, kad f(r) = r visiems racionaliesiems r > 0.

Bet musy funkcija didéja, todél nesunku jrodyti, kad f(x) = x visiems x > 0. I§ tikryjuy,
tarkime, kad kuriame nors taske f(x) < x. Tarp §iy nelygiy skai¢iy jstatykime racionalyjj skaiciy
r, f(x) < r <x. Kadangi f(x) didéja, tai f(r) < f(x), o kadangi r racionalus, tai paskutiné
nelygybe reiSkia, kad » < f(x). PrieStara. Lygiai taip pat negali biti f(x) > x. Vadinasi,
f(x) = x. Si funkcija taip pat tenkina (1) lygtj. Gavome antra sprendinj. Atvejis A) iSnagrinétas.

B) f(0) = 21 IS lygybés (1) su y = 0 gauname

5 2 I
F(x?) = A+ 7 (4)

o tai be kita ko reiskia, kad f(x?) > §, ty. f(x) = L.

Imdami (1) lygybéje x = y = 3, turime f(3) = ]’3(5), ir kadangi f(\) I #0, i
fG ) 1. Rmenm 4) lygybe f(x*+ %) = f2(x) 4+ F2(y) = f(x2 ) — 1+ /(v—) -1
/(\ 2+ F(y3) — 4, 0 tai reiskia, kad

FG+D = T+ 1) - 5. (5)

Imdami y = x 1sluknmme kad jeigu f(x) = q, tai f(2x) = } Vadinasi, /'( )= f(l)= f(2)=

- = A2 = giai taip pat (5) lygybéje vietoj x ir y imdami £ 3, gauname f(x) =2/(5)— %
Taigi jeigu /(\) — q, tai ir /( £ == % Vadinasi, /( )“j( ) =" —-j(z,,) = = %
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34 J. J. Maéys

Jeigu Zinotume, kad f(x) monotoniska, tai i¥ karto bty aisku, jog f(x) = L. Galima apsieiti
ir be monotoniSkumo. Apskai¢iuokime f((x + %)2) dviem biuidais — viena karta taikydami (5)
po to (4), o kitg kartyg — atvirk§&iai:

,/‘((x ok %)’) _ f<.\.z+,\. + %) = f(x%) +f(x + élt) -1

2

H((+3)) = rlr) v =164 04 ) - =

k 72 AU S B )
= (f(.r) +1(3) - —) + 2= 2+ > = f(?).

2

s

Sulyging pastaryjy lygybiy deSinigsias puses, turime f(x + ﬁ) = % arba, vel remiantis (5) lygtimi,
flx)+ _/'(&J — % = % ty. flx)= % su visais x > 0. Atvejis B) i8nagrinétas.

Taigi jeigu f(x) tenkina (1) lygtj, tai arba f(x) =0, arba f(x) = % arba f(x) = x.

Pamingjome, kad irodg (5) lygtyje funkcijos f(x) monotoniSkuma, turétume kita sprendima.
Irodykime, kad f(x) monotoniska. Imdami (5) lygtyje y = x gauname f(2x) = 2f(x)— 4. Tada
imame y = 2x ir gauname f(3x) = 3 f(x) — 1. Tesdami randame, kad f(nx) = n./'(,\')_— @
Kadangi f(nx) = 0, tai f(x) = ﬂz_,—,l visiems 71, o tai reiSkia, kad f(x) > ;1 visiems x. Dabar ;el
18 (5) lygties f(x 4+ y) = f(x).

2°. Grizkime prie uZdavinio, kai funkcija f apibréZta visiems x:

Raskite visas funkcijas f: R — R, visiems x,y € R tenkinandias lygt

42 = 20 + ().

Sprendimas. Kadangi (1) lygties deSinioji pusé neneigiama, tai galéty pasirodyti, kad Sitas
uzdavinys nesiskiria nuo 1° uZdavinio. I8 tikryjy taip néra: (1) lygties kairiosios pusés argumentas
yra neneigiamas, taigi lygtis nedaug tepasako apie funkcijos f(x) reik§mes su neigiamais x ir
nedraudZia tai funkcijai jgyti ir neigiamy reik§miu.

FaktiSkai jau nustatéme funkcijas f(x) = 0, kurios tenkina (1) lygti, tad nebesunku nurodyti
visas funkcijas f: R — R, tenkinancias (1) lygtj.

Formaliai tai galima padaryti taip. Sakykime, kad turime funkcija f: R — R, (1) lygties
sprendinj. Nagrin¢kime ta funkcija tik neneigiamiems x ir y (tai vadinama funkcijos f siauriniu).
Kadangi deSinioji (taigi ir kairioji) pus¢ visada neneigiama, tai turime funkcija f: Ry — R,
tenkinancia (1) lygtj.

Taigi neneigiamiesiems x arba f(x) =0, arba f(x) = %, arba f(x) = x.

Nagrinékime neigiamus argumentus. Imkime x > 0 ir raskime f(—x). IS (I) lygybés
LA=x) = [0+ 9D = f2) = fO7+yD) = f2) = 20, ty. f=x) = £/,
Tai reiSkia, kad vienuose taSkuose gali buti f(—x) = —f(x), o kituose [(—x) = f(x), luigi
tokiy funkeijy yra be galo daug. Beje, ta salyga trumpai galima uZradyti taip: | f(—x)| = f(x),
kai x > 0. Taip gauname funkcija f(x) = 0 ir funkcijy $eimas:

. | .
N kaix =0, . ... |3 kai x > 0,
Fixd= [:l:x, kaix <0, " SOO= { +1, kaix <O0.

Patikrinti, kad visos gautosios funkcijos tenkina (1)} lygtj, paprasta. PavyzdZiui, imkime funk-
cijas

PN kai x = 0,

fle) = {:I:,r, kai x < 0.
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Nepamirtamosios funkcinés lygtys 35

; 9 7 . - . e . 3 ;
Kadangi argumentas x~ -+ y= visada neneigiamas, tai kairioji (1) lygties pusé lygi x% 4+ y2. Bet
tokia pat ir deSinioji puse, kadangi visos funkcijos f(x) reik§més yra x arba —x, ir (z£x)2 +
2 2 3
(£)? =22 4 y2.
Taigi 2° uZdavinys iSsprestas.
3°. Straipsnio autorius susidoméjo, kas atsitikty, jei nagrinétume ne neneigiamus, kaip 1° punk-
te, o teigiamus argumentus. Taigi pakeiskime 1° uZdavinio salyga f: Ry — R 1 salyga
Ji Ry — R (R4 reiSkia teigiamyjy skai€iy aibe) ir spreskime uZdavinj:

Raskite visas funkcijas f: Ry — R, visiems teigiamiems x ir y tenkinancias sqlygq
(.2 P £2. 2
ST+ = o)+ 2.

Sprendimas. Matome, kad i§ apibréZimo srities paSalinome vienintelj taska 0, ir vis délto taj
visiSkai keiCia uzdavinio sprendimg. (Kai duota maZiau, tai ir spresti sunkiau. Sifllome skaitytojui
neskaityti sprendimo ir tuo jsitikinti padiam pasikankinus — autorius taj jau padaré.)

Kaip ir 1° punkto pradZioje, imdami x — \/g y— \/g isitikiname, kad f(x) > 0. Funkcijos
J neneigiamumu toliau ne karta remsimés. Ten imdami (1) lygtyje x = y = 0 gavome kvadratine
lygtj reik§mei f(0) rasti. Dabar nulinés reikSmés ,,uZdraustos* ir pradéti sunkiau. Bet isizifireje |
lygti matome, kad galima rasti reikime j"(%). I§ tikryjy, imkime x = y = %, tada j'(%) = 2./'3(71),
ir turime du atvejus: A) _f(%) =0irB) f(%) = %

A) f(-;—) = 0. Istatome j (1) lygtj y = %:

F(#+2) = 2w (©
b 7) =1 (). )
Remdamiesi ia lygtimi, (1) lygtyje atsikratome funkcijos kvadraty:
f(x?+y?) =f(1'2+l)+ f( ’2+—[)
; . . 4 JLY 1)
Pakeitg x — /x, y — /¥ gauname
) . A X 1
faty=flrtg)+7(v+7): )

Sios lygties funkcija f apibréZta visiems teigiamiems x ir y. [domu, kad jstate iy ==
gauname f(%) = 0, taigi (7) lygtis ,atsimena* sglyga A).
Spreskime (7) lygti. Apskaitiuokime f(x -+ 31) dviem biidais. Viena vertus, (7) lygybéje imant
1

r(+3)=1(s+3) +1(3)

Kita vertus, remdamiesi (7) lygybe

1
4

y = 3,
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36 J. J. Macys

X

ir pakeite x — 3, y — 3, gauname (ta patj gautume imdami y = 0, bet to daryti negalima, x ir

y teigiami!)
r(x+3)=r@+27(3).

Sulyging abi gautas f(x + 21) i§raiSkas, matome, kad

e )= s ()

Paéme &a x = L, turime 0 = f(;];) + _}"(%), taigi j"(%) =0ir

e+ }1) = f(x). (8)

Dabar (7) lygtyje jau galime atsikratyti argumentuose démens %

Fx+y =&+ ).
Gavome Kosi lygti, bet jos spresti nebereikia: paéme x € (0, %), —

y = %— x matome, kad
0= f(x)+ f(3 —x), ty. f(x) =0 intervale (0, 3). Bet f(3) =0, todél f(x) = 0 intervale

(0, %]. O kadangi remiantis (8) lygybe f(x) periodiSka su periodu % tai f(x) =0 visur.
B) _f(%) = é [statome j (1) lygybe y = 1 tada

£l
of 2 1N _ e ]
A1) =rm+ 5 ©)
Kadangi f2(x) = f(x*+ %) — & tai (1) lygtyje galime atsikratyti funkcijos reik§miy kvadraty:
2y el ] Y '
Fx®+) )_,f(.x +Z)+'f(" +Z) - -,

I | I 2 (10)
fx+y)=f (x + Z) +f (y + Z) -

5.
Elkimes panaSiai kaip A) atveju. Viena vertus,

Flr+3) =) +7(3) -5

Antra vertus,

ir pakeitus x — 5, y = 3,

f(.r - %) = fx)+ 2/(%) = 1.

o+ w



Nepamir§tamosios funkcinés lygtys 37

Sulygine pastarasias f(x + 1) i¥raiskas, gauname

flr+g)=ro+s(3) -5

Remdamiesi Sia lygybe, (10) lygtyje vel atsikratome %:

3 3
fatn=F@+rm+2/(3) -5
Pazyméje k = Hf(%) — %, turime

flx+y)=fl)+ fy)+&. (11)
Keiciame (9) lygybeje x i x -+ y:

f (.rz +y*+2xy + %) = fA(x+y) + %.
Remiantis (11) lygybe,
S+ +f (2xy -+ %) k= (fO)+ f)+k) + ZIL

o remiantis (1) lygybe,

| >
J@2xy) + f(?;) + 2k =21 (x) f () + 2k f (x) 4+ 2kf (v) + k* + i.

[state y = % gauname

| ,
&+ £(3) 2Kk = F)+ 2K () k4R + %

ty.
2Uef(x) =k — k2 — Ll; + f(%)

Jeigu k # 0, tai turime f(x) = ¢ (¢ — tam tikras skaiGius), o kadangi j"(%) = % tai f(x) =
§i funkeija yra funkcines lygties sprendinys. Jeigu k = 0, tai i§ (11) gauname (3) lygybe, t.y.

1] —

Fle+y)= fx)+ fQ).

o kadangi f neneigiama, tai
S+ y) = flx).

Pa¢me (3) lygtyje x = y = %, turime f(1) = 1. Jau matéme 1° punkte, kaip spresti Kogi lygtj
esant monotonisko didéjimo salygai, kai f(1) = 1. Siuo atveju vienintelis lygties sprendinys yra
funkcija f(x) = x.

Taigi nors sprendimas gerokai skiriasi, 1° ir 3° punkty sprendiniai i§ esmeés yra tie patys:

fxy=0, f(x)= % ir f(x) = x (skirtumas tik tas, kad dabar f(x) neapibrezta taske 0).

o -+ w



38 J. J. Macys

Skaiciy sekos
UZdaviniy forma ir sprendimo metodai nejtikétinai pasikeiia, kai (1) lygtj tenkinan¢ios funkcijos
S apibrézimo sritis yra sveikyjy skaiciy aibé (ar jos poaibiai).

4°. Sakykime, kad funkcija f apibréZta sveikyjy neneigiamuyjy skaiciy aibéje No = {0} U N ir
igyja reik§mes toje pacioje aibeje. Kitaip sakant, reikia rasti (1) lygtj tenkinangias funkcijas
S Ny — Np. Dar kitaip tai btity galima suformuluoti taip:

Raskite visas neneigiamujy sveikuyjy skaiciy sekas (a,), tenkinandias sqlygq
2 9
A2 =Gy +a,;, m 20, n 2 0.
Sprendimas. PersiraSykime salyga iprasciau:
i 2 2 o 2
S(m=+n*) = f2m) + f2n), m=0, nz0. (12)

Imkime Sioje lygtyje m = n = 0. Tada f(0) = 2f3(0), SO)2f(0) —1) = 0. Kadangi pagal
salyga f(0)yra sveikasis skaiCius, tai reiSkinys skliaustuose 2 £(0) — | yra nelyginis skaiius,
taigi nelygus nuliui. Vadinasi, f(0) = 0.

Grizkime prie (12) lygties ir imkime n = 0. Tada

f(m*) = f2m), (13)
todel (12) lygtj galima perraSyti taip:
_/'(m2 + 112) = f(_mz) - f(n?'). (14)

5 ) s 9 [ e .
Jeigu dabar pazymétume m~ = x, n° = y, gautume Kosi lygtj

fx+y)=f&x)+ fy).

kuria i8spresti sveikujy skaiiy aib¢je buty labai paprasta (Zr. 1° punkta). Deja, ¢ia x ir y gali
igyti tik reik8mes, lygias sveikyju skai¢iy kvadratams, ir tai visiSkai keicia reikala.

Imkime (13) lygtyje x = I, tada f(1) = f>(1) ir gauname, kad A) f(1) = 0 arba B) S =1.
Altskirai iSnagrinékime Siuos du atvejus.

A) f(1) = 0. Remiantis (14) lygtimi f(2) = f(1> 4+ 1%) = f2(D)+ f2(1) = 0. Tada remiantis
(13) lygtimi f(4) = f(2%) = f*(2) = 0 ir vél galima judéti i prieki: f(5) = f(1°+2%) =
£2(1) + f2(2) = 0. Bet §tai liko neapskaiGiuota reik§me f(3). Kadangi 3 negalima iSreikst
dviejy kvadraty suma, tai reikia naujos idéjos. Cia mums padeda garsioji tapatybé 32 + 42 = 5%

0= f2(5) = f(59) = f(3* +4%) = F2(3) + 24,

taigi 0 = f2(3) +0ir f(3) =0.

Dabar galime eiti toliau: f(8) = f(2°+2%) = f2(2)+f2(2) =0, f(9) = f3Y) = f1(3) =0,
FQ10) = f(1243%) = f2(1) + f%(3) = 0. Liko dvi skylés: f(6) ir f(7). Uzlopyti pirmaja
mokame: perrade taikyta tapatybe kaip 6% + 8> = 102, gauname 0 = f(10%) = f2(6) + f2(8),
taigi 0 = f2(6) + 0 ir f(6) = 0.

O §tai apskai¢iuoti f(7) galima taip: kadangi 50 = 12472 = 52452, tai f(50) = f(1> +7%) =
F(52+5%, it f2() + f2T) = f25) + f25), 04 f2(7) =0+0, taigi f(7) = 0.
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Jau apskaiCiavome f (1) reikSmes, kai n < 10. Suvokiame, kad taip galima eiti ir toliau:

112 +22 = 10% 4 52,
122 412 =92 4 g2,

1324+ 12 =112 + 72, (15)
14% 422 = 102 + 102,
152 = 122 4- 92,

Zinodami maZesniu argumenty funkcijos reik§mes, randame didesniy argumenty funkcijos reiks-
mes. Toliau mums padés tapatybés (k > 3), kurias patikrinti elementaru:

(5k +1)° +2° = (4k +2)% + 3k — 1)2,
(5k +2)* + 12 = (dk + D2 + 3k + 2)%
(5k +3)* + 1% = (4k + 3)% + Bk + 1)2, (16)
(5k +4)* + 2% = (4k +2)* + 3k + 42,
(Sk +5)% = (dk +4) + (3k + 3)2.

Matome, kad taip pasieksime bet kurj skaigiy » (indukcija!), taigi f(n) =0 visiems n € Ny.

B) f(1) = 1. Pasirodo, kad viskas einasi beveik taip pat: paeiliui apskai¢iuojame visas f(n)
reik8mes.

I§ tikryjy, remiantis (14) lygtimi, f(2) = f(1>+12) = f2(1) + f2(1) = 1 + | = 2. remiantis
(3) lygtimi, f(4) = f(2%) = f2(2) =4, f(5) = f(12+2%) = f2(N) + f2(2) = | + 4 = 5.
Vel tapatybeé 3% + 4% = 5% padeda apskaiGivoti £(3): 25 = f2(5) = £(5%) = f(32+42) =
FP@+ f24),ir f23)=25-42=9,

Dabar paaiSkéja, kodél nagrinéjame tik neneigiamas reik§mes. Todel kad kitaip gautume f(3) =
+3 ir uZdavinys tapty daug sudétingesnis. O dabar lieka tik reiksme J(3) =3 Tad galime judéti
toliau kaip ir atveju A): f(8) = f(22+2%) = f22) + f22) =4+4 =8, f(9) = £(3?) =
23 =9, fU0) = F(12+3%) = f2(1) + f23) = 1 + 9 = 10.

Vel 6° + 8% = 10% todel 10> = f2(10) = f(10%) = f(6*+8%) = f
J7(6) = 10 — 87 =36, f(6) = 6. O kadangi 12+ 7% = 52 + 52, tai f(I12+47
PP+ 2D = f25) + f25), 1+ f2(7) =25+ 25, ir £(T) =7.

Taigi f(n) = n visoms n reik§meéms iki 10. Irodysime, kad visoms n reik¥meéms fn) = n.
Tam galima remtis (16) tapatybémis, bet galima naudotis ir paprastesnémis (nors gal ir kick
sunkiau atspéjamomis) tapatybémis:

2(6) + f2(8), ir
D= F(5% + 59,

2k + 1)+ (k= 2)* = @k — D2+ (k +2)2,
(2k +2)% + (k —4)% = (2% — 2) + (k + 4)2

(zinoma, jos tinka ir ten).
Kadangi su k& > 4 bus 2k + 2 > [ + 4, tai nuosekliai galésime apskaidiuoti tolesnes reik§mes:

PPk + 1) = f22k — 1)+ fAk+2) — f2k —2),
FRk+2) = 22k —2) + f2k+2) — f2k —4).

Atvejo B) nagringjimas baigtas.
Vadinasi, 4° punkto funkciné lygtis turi du sprendinius: f(n) =0 ir f(n) = n.
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5% Jau minéjome, kad nagrinéti neigiamas funkcijos reik§mes biity sudétinga, bet nelabai
nattralu reikalauti, kad jos buty sveikosios. Taigi iSspreskime uzdavini:

Raskite visas neneigianugjy skaiciy sekas (ay), tenkinancias sqlygq
2 2
e =0, +a,, mz20, nz0.

Sprendimas‘ IeSkome (1) lygties ‘;prendiniLg f: Ny = Ry. Sj karta (12) lystyje pdému
m = n = 0, gauname lygtj £(0) = 2£%(0), kuri turi du sprendinius: f(0) = 0 ir f(0) =

i
Pirmu atveju sprendimas licka tas pats, taigi uZtenka iSnagrinéti antra atvejj.
C) f(0) = % Imdami (12) lygtyje n = 0, gauname
2 : l
f (m‘) = f2(m) + i (17)
I§ &ia, kai m = 1, wrime f(1) = fA()+ 3, (f(D=5> =0, ty. f(1) = L. Toliau

skaiCiuojame panaSiai kaip 4° pun]\le tik remﬂmes ne (13) o (17) lygtimi:
remiantis (12) lygtimi, £(2) = (1) + A1) = + 1 = b remiantis (17) lygtimi, f(4) =
/(")+4—4+4—7, (8 = fO1?4+2%) = J’ (l)+/()=7,4+4— G+ 1 =
1(75)— }‘(3 +4)—f B+ 24, 2 (3)—4, /(3)—7 FAGLY f(1"+7)— 1‘(S + 57
f? m+r (7= /> (i)+f (5), f* (7)—4,.f(7) 35 f(8) = f( +2%) = f2(2)+ 2(2) =§,
FO) =) +5= )‘(10)—/(1-4-?)—/ (l)+/ *B) =g 3= fA0)+ 3= f(10%) =
F(6*+8%) = /'3(6)+f (8), f2(6) =1, f(6) =3, irtL.L

Taigi 5° uzdavinys turi 3 sprendinius: f(n) =0, f(n) = % ir f(n) =n.

I-.)l

6°. Kaip jau minéjome, atsisakyti neneigiamumo salygos keblu. Tiesa, ja galima pakeisti
monotoniSkumo salyga. Tada uZdavinys tampa toks:

Raskite visas monotoniskas sekas (ay), tenkinancias sqlvgq
2 2
Qg2 =ay, +a,, mz0, nz0.

Pastaba. Biitent Sis uzdavinys buvo pasitlytas 2002 mety ,,Baltijos kelio™ olimpiadoje Tartu
(Estija). Jj iSsprendé tik dvi komandos i§ deSimt; véliau Sankt Peterburgo komandos vadovai
prisipazino (bet nesiteiké to pasakyti dar svarstant uZdavinius), kad panaSy uzdavinj jy komanda
buvo sprendusi.

Sprendimas. IeSkome (1) lygties monotonisSky sprendiniy f: Ny — R. MonotoniSkumg su-
prasime placiaja prasme: kai m < n, tai arba a,, < a, visiems nariams (seka monotoniskai did¢ja
placigja prasme), arba a,, = @, visiems nariams (seka monotoni§kai maz¢ja placiaja prasme).

Nagrinékime tuos pacius 3 atvejus, kaip ir 4° ir 5° punktuose.

A) F(0) =0, f(1)=0. Tada f(2) =0, f(8) = f(22+2%) =0, f(8 +8) =0ir L., ir dél
monotoni§kumo visi sekos nariai lygiis 0, f(n) = 0.

B) f(0) =0, f(1) = 1. Seka didéja, todeél visi jos nariai neneigiami. Vadinasi, tinka senas
sprendimas (t. y. galima naudotis sekos nariy neneigiamumu) ir gauname splcnclml S =n.

C) f(0) = . Tada f(1) = f(O*+12) = f2(0) + f2(1), L.y. (f(H=$>=0, f(1) = %;
f@ =W+ =5 R+ = f'2(°)+f°(°) =5 f&+8) = 2@+ [2(8) =

ir t.t. Vac[umsl kaip norint toli yra sekos nariy, lygiy 7, todél remiantis monotoniSkumu visi _]IL

lygiis ;, fn) = %
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Matome, kad monotoni§kumas labai palengvina sprendima. Parodysime, kaip jis padeda spresti
uZdavinj ir atveju B) (nes sprendimas be tos salygos, kaip matéme, néra paprastas).

Jeigu Zinotume, kad reikSmes jgyjamos sveikuju skaiiy aibéje, o f(n) grieztai monotonigka, tai
atveju B) sprendimas visiSkai supaprastéty. PavyzdZiui, rade, kad f(0) =0, f(1) =1, f(2) =2,
S(4) = 4, matytume, kad f(3) = 3. O rade, kad f(5) = 5, f(10) = 10, i§ karto galétume
teigti, kad f(6) =6, f(7) =17, f(8) =8, f(9) =9 (kitaip keturios sveikosios reik§mes tarp 5 ir
10 ,netelpa*). Zodziu, kadangi f(n) = n kai kuriems pakankamai dideliems n, tai biity galima
daryti iSvada, kad f(n) = n visiems n.

Bet sprendimas palyginti nesudétingas ir musy atveju kai monotomskum'\s nccrne7ms 0 1uy|a-
mos reik§meés bet kokios. Kadangi f(2n%) = f(n®+n?) = )+ () = 2f2(m), 0 f(n?) =
f(O +n3) = / (n), tai visai nesunku apskamuot: H~daug™ f(n) reikSmiy — batent tas relksmex
kai n yra dvejeto laipsnis: f(2) = 2, f(2%) = f3(2) = 4, f@=r2.-2% = 2f2(2) = 8,
f@h= e =16irtt

Taigi f(2%) = 2*. Kadangi bet kuris skaidius n yra tarp dviejy gretimy dvejeto laipsniy, tai
kiekvienam n yra toks k, kad 2¢ < n < 2**!. Kadangi misy seka monotoniskai dideja, tai

~
1 | (2 k1
F@ < f) < £, 0 kadangi oy < L < o, tai fm’ <l 18T Ly

2/; o /(”) 2k+l ( <
2k+1 S Tk 2\ n B

Irodéme, kad kiekvienam n santykis yra l'u‘p ir 2. O dabar tarkime, kad yra toks m, kad
FGn) # m. Tada £92 £ { ¢y L0 o | gpy L0

m m n ’
Sakykime, kad ’(’r”) < 1. Tada pakankamai didelis —’-f}”—') laipsnis ,,mazas®, bent jau maZesnis
uz 4. Kad gautume priestarg, liko parodyti, kad yra sekos nariy, kurie lygis @ dideliems

[Ellp;nldmb
Imkime mlnctm n. Tada fun®) = f2m), fim% = Fm?) = FHm), fm®y = 2t =

F8m), . f(m- )= f “(m). Taigi
f®y ) ( f(m))z"

Jon
n

m2' m2 m

pakankamai dideliems s bus maZas.

Jeigu i%l > |, lygiai taip pat jrodome, kad atsiras sekos nariy, kuriems santykis % bus
didesnis uz 2.

Beje, jeigu monotomskumq suprastume siaurgja (grieZtaja) prasme, tai i§ rastujy sprendiniy

fn) =0, f(n) =5 ir f(n) =n pirmuosius du reikéty atmesti.

7°. Dabar i.t“;sidlhl\mklme, kodel 4°~6° punktuose reikéjo sekos neneigiamumo arba monoto-
niSkumo salygos, ir bandykime rasti visas sekas, tenkinancias salyga

e = am + a mz=0,nz0

(kitais ZodZiais, raskime visas funkcijas f: Ny — R, tenkinancias (1) lygtj). Kodél gi tokios ar
pana8ios salygos neprireiké [° punkte, kai nagrinéjome f: Ry — R? Al‘;akymfls paprastas: ne-
neigiamujy skaiciy aibéje kiekvieng skaitiy galima isreiksti kaip x2+y2, o sveikujy neneigiamuyjy
skai€iy aibéje — ne kickviena. Jau minéjome, kad tada, pavyzdZiui, f73) =9, ir f(3) = £3.
Dalykas tas, kad 3 néra nei kvadratas, nei iSrei§kiamas dviejy kvadraty suma.
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Apskritai dviejy kvadraty suma neiSreiskiami visi pavidalo 4n + 3 skaidiai. I8 tikryju, bet kurio
lyginio skai¢iaus kvadratas (2m)* = 4m? dalijasi i§ 4, o bet kurio nelyginio skai¢iaus kvadrata
Qm+ D2 = 4m? +dm + 1 dalijant i§ 4 gaunama liekana 1. Todél kvadraty ar dviejy kvadraty
sumg dalijant i§ 4 gaunama liekana 0, | arba 2. Kadangi 4n + 3 lickana lygi 3, tai teiginys
irodytas.

Taigi matome, kad visy seky radimo uZzdavinys tiesiogiai susijes su klausimu: kokie skaiciai
isreiskiami dviejy kvadraty suma? SkaiCiy teorijoje randame i§samy atsakymg (tik ji jrodyti
gana sunku): n pats yra kvadratas arba iSreikiamas dviejy kvadraty suma tada ir tik tada, kai
I skaiCiaus 1 skaidinj pirminiais daugikliais pavidalo 4k 4+ 3 pirminiai jeina lyginiu laipsniu.
Pavyzdziui, 7 = 4-14-3 neiSreiskiamas, 0 13 = 4.3+1 = 32422 iSreiskiamas, 14 = 2.7 = 2(443)
neisrei§kiamas, 0 26 =2 - 13 =24 3 4+ 1) = 52 + 12 irei¥kiamas dvieju kvadraty suma.

Beje, prisiminkime, kaip apskaitiavome f(7): i§ lygybés 7% + 12 = 52 + 52 radome, kad
ST 17 = f(57+5%), i &a f2T) = f25)+ £2(5) — £2(1). Kitaip sakant, §i lygtis susijusi ir
su tokiu skaiciy teorijos klausimu: Kurie skai¢iai keletu biidy iSreiSkiami dviejy kvadraty suma?

Sakykime, kad funkcija f: Ny — R tenkina (1) lygti. Tada funkcija ¢ = | f]| igyja tik ne-
neigiamas l'eik:“smm g: Nog — Rp ir taip pat tenkina lygtj Bet 5° punkte matéme, kad tada
en) =0, gn) = j arba g(n) = n, Ly. |f(n)] =0, If(n)l ,, arba | f(n)| = n. Salyga (1)
reiskia, kad tikrai neneigiamos yra tos f (1) reik§mes, kai n iSreifkiamas kvadratu arba kvadraty
suma, bet §i salyga nevarzo kitokiy funkcijos reik§miy.

Vadinasi, (1) lygtj tenkina tik tokios funkeijos:

1)y f(n)=0;

%. Jei n pats yra kvadratas arba iSreiSkiamas dviejy kvadraty suma,

[:I:%, jei ne;
¥ Fi) e { |ct n pats yra kvadratas arba iSreiSkiamas dviejy kvadraty suma,
+n, jei ne.

8%, Gali kilti klausimas: Kodél neatsisakius 0 ir nagrinéjant lygtj sveikujy skaic¢iy aibéje? Kitaip
sakant, galima buty bandyti rasti (1) lygties sprendinius f N —> Ry (o tada ir f: N — R).
Reikalas ¢ia toks: iSmetus 0, labai susiauréja reifkinio x> + y? igyjamy reik§miy aibé — jei
anksciau jai priklausé sveikyju skaiciy kvadratai, tai dabar — nebiitinai. Ir jei ankséiau turédami,
pavyzdziui, f(0) ir f(2) mokéjome apskaiCiuoti f(4), tai dabar — nebemokame: 4 néra dvieju
natitraliygy skaiciy kvadraty suma.

Zinoma, nekelia jokiy abejoniy, kad 5° ir 6° punkto sprendiniai f(n) = 0, f(n) = %

S (n) = n tiks ir dabar. Klausimas kitas — ar néra daugiau sprendiniy.

Galéty pasirodyti, kad tai paprasta. Sakykime, kad f(1) = a. Tada galima apskaiciuoti
f(2) = f(2415) = 2+ f2(1) = 242, dabar £(5) = f(124+2%) = f2(1)+ £2(2) = a*+4a®,
taip pat £(8) = f(224+2%) = f2(2)+f>(2) = da*+4a* = 8a*. Kitaip sakant, zinodami funkcijos
reikSmes su kai kuriais argumentais, galime apskaiciuoti f reikSmes tiems argumentams, kurie
iSreiSkiami kaip dvieju ankstesniy argumenty kvadraty suma (vadinasi, netgi apskaiciuoti be galo
daug tokiy reikSmiy). Dabar kyla mintis kituose taSkuose apibrézti funkcija beveik bet kaip ir
gauti lygties sprendini.

Vis délto Eia pat misy laukia sunkumai. PavyzdZiui, kadangi f(25) = f(3%> +4%) = f2(3) +
f2(4), tai reik§més £(3), f(4) ir £(25) susijusios ir juy bet kaip nepasirinksi.

To negana. Zinome sprendinj f (1) = n. Tai rei§kia, kad f(1) = 1. Bet ar §i saglyga garantuoja,
kad f(n) = n? Zinoma, i§ karto gauname f(2) = f(12+12) = f2() + f2(1) = 2, f(5) =
2D+ f22) =5, f(8) = f(22+2%) = f2(2) + f2(2) = 8. Bet §tai, kaip jau sakéme,
nemokame paprastai apskaiciuoti f(4). Vis délto isisukti i§ padéties pavyksta.
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K’lip ir anksCiau, kadangi 12472 =524+ 52 tai gdllme rasti f(7): f M+ 2 = F25) 4
F25), 1+ FATN =25+725, f(DH =1. Kad'mcvl 72442 = 82412, tai f2(4) = 64+1—49 = 16,
f(4) = 4. Remdamiesi lygybémis 2> + 112 =52+ 10% ir 124+ 132 =724 | 12, turime:

2@+ 200 = £25) + £2110),
£+ £2313) = 20 + 200,

Sudedame pastarasias dvi lygybes:
4414 f2(13) =25+ 49 + £2(10).

Tada 5 s "
222 +3%) = 69+ f2(12 + 3%,
[4+r (3)]2 69+ [1+ 23],

6f2(3) =54, f23)=9, f(3)=23.

Dabar jau pupldacim F£10) = f2(1) + f23) = ]0 Kaddntrl II“ + 22 = 10% + 52, tai
A1 = b 2(10) + f (5) — f3(2) = 121, fl) = Kadangi 3 24112 = 7% 4+ 92, tai
S29) = 9+ 121 —49 = 81, f(9) = 9. Pagaliau 22 + 92 = 6%+ 77, todél £(6) = 6. O kai
jau zinome f (1) reik§mes nuo n = 1 iki n = 10, tai remdamiesi indukcija mokame jrodyti, kad
f(n) = n visiems n.

Panasiai jsitikiname, kad jeigu f(1) = 0, tai ir f(n) = 0. IS tikryjy, tada _/"(2) =0, f(S) =0,
f(8) =0, /'(?)—O f(4) = 0. Todel f(7) = f> 4) + f? (I)—O Bet 172+ 12 = 132 4 112,
todel 0 = f* (13)+/ (11), f([ ) =0, f(13) = 0. Kadangi 13 = 2° 432, tai 0 = FAD)+ f2(3),
f(3)=0. Vel 112432 =92 —|—7' taigi f(9) = 0. Pagaliau 7“ #9"—6 + 72, todel /(6) —D

Dabar s'ﬂ\yktmc kad f(]) = 3 Ismkmklme kad f(n) = 5. I8 tikryjy, f(2) =22 (I) = 5
f(8) = q, f(5) = ,,, f(D) = 3. Vel 77 442 = 82 12, todel 1(4) :21' taip pat f(17) =

132412 = 112 4 72 lunmc f(13) = f(11), tada i§ 172 + 12 = 132 4 112 gaundmu
5 =2/2(13), fF(13) = f(11) =}

B 117+ 2% = 107 + 5% wrime f(10) = 4, /(10) / (3 )+$ = 5
fO8) = f3*+3) =223 =1ir kadanoi 18% + 42 = 142 + 122,

Bet 142 + 22 = 10% + 10%, tod¢l f(14) = 1, taigi ir f(l’?) 4

Dabar 122+ 1% = 82 4+92, taigi f(9) = Kdd'lnﬂl 92422 = 72462 tai £(6) = L. vel wrime
fn) = % kai 1 < n < 10, ir remdamiesi mdukcua mokame jrodyti, kad f(n) = % visiems n.

2004 mety Lxeluvos moksleiviy matematikos olimpiadoje buvo sprendZiamas ‘toks autoriaus
pasiiilytas uzdavinys.

Begaliné realiyjy skaiciy seka a, (n € N) tenkina sqlvgq
) 2
ey =a,+a,, keN, meN.
Ar gali ay bati lygus:
a) I; b) —1; ¢ % d) —31; e) 07
Atvejais a), b) ir e) problemy nekyla: nesunku paraSyti alilinl\amu seky pdvyzdzius a) 1,2, 3,
i) —1,2,3,4,...:¢0,0,0, .... Otai kai a) = (/monm ir kai a; = ——) tokia bL,'\:.l

neeu7|qtu0|=1 Tai nustatyti padedd aso (SO — tai I'n'lZ[dl.IbIdH skai¢ius, dviem biidais igreiSkiamas
kaip kvadraty suma: 50 = 12 47 = 52 4 52),
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Pazymekime a; = a, tada:

1 | 2
Ard=did,  drd=sdradl  hrd=i(hed)
Bet §i lygybé nejmanoma, nes:
I 1 452 I | 4
5= m+5). 52V +g) W=V

Vis délto klausimas, ar sprendiniai f(n) =0, f(n) = L 4t () = n vieninteliai, lieka atviras.
Tikeésimes, kad atsakyti | ji padés skaitytojai. )

Autoriaus prierasas. Straipsnis jau buvo parengtas spausdinti, kai su juo susipaZino pasaulio
moksleiviy ir studenty olimpiady medalininkas, VU magistrantas Giedrius Alkauskas. Jis rémesi
tapatybe 65% +20% = 68>+ 12, i§ kurios (1'67‘5 +a§{, = agg -l-af. ISsireiSkes Cia figliruojancius sekos
narius pirmuoju a| = a, jis gavo 16-ojo (!} laipsnio lygtj

2

(64(:8 + a2)2 + (32(:8 — 16a% 4 Za* 2(12) = (64(:8 + 4(;4)2 4w,
Isskaidyti daugianarj, susidarantj perkélus visus narius | vieng puse, jmanoma, nes tai yra 8-0jo

. . L) v ey - . . P 5 [ - . .. v
laipsnio @~ atZvilgiu daugianaris, turintis ,,daug*® racionaliyjy Sakny (i§ kuriy tris jau i§ anksto
Zinome). Gauname lygtj

a*(a — 1)(a + 1)(4a® + 1)(2a% + 1)(2a — 1)*Q2a + 1)*(8a* — 24* + 1) = 0.

Aisku, kad §i lygtis turi tik 3 neneigiamus sprendinius: @ =0, ¢ = + ira = 1.

Taigi (1) lygties sprendiniai f: N — Ry yra tik funkcijos f(n) :dO, fn) =
olimpiadoje nagrinétos sekos pirmas narys gali buti tik I, qi 0, —é, —1.

ir f(n)y=mn,0

1| —
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