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Olimpiady ir konkursy uZdaviniai

Lietuvoje kasmet vyksta daug jvairiy matematiniy olimpiady ir konkursy, miisy
moksleiviai variosi tarptautinése matematinése varfybose. Zurnalo puslapiuose —
pastaryjy mety Lietuvos ir tarptautiniy variyby uidaviniai.

Komandiné matematikos olimpiada ,,Baltijos kelias 2002
Tartu, 2002 11 02

1. Raskite visus realiuosius lygéiy sistemos

a® + 3ab? + 3ac? — 6abe = 1,
b3 +3ba® + 3bc® — 6abe = 1,
¢ +3ca® + 3ch? — 6abe = 1
sprendinius.
2. Realieji skaiciai a, b, ¢, d yra tokie, kad:

at+b+c+d=-2, ab+ac+ad + be + bd + ¢d = 0.

[rodykite, kad bent vienas i$ skaiéiy a, b, ¢, d yra ne didesnis uz —1.

3. Raskite visas tokias realiyjy skai¢iy sekas ap < a; < a» < -+, kad visiems sveikiesiems
skai€iams m, n > 0 bty teisinga lygybé Byl = af;[ +a?.

4. Tegul n yra naturalusis skaiius. Irodykite, kad visiems neneigiamiems skaigiams X1, X2, . un,
Xy, tenkinantiems salyga x; +x3 4 -+ +2x, = 1, teisinga lygybe

i}x,-(t —x)” > (1 —%)2.

i=l

S. Raskite visas tokias realiyjy skaiéiy a ir b poras (a, b), kad

Ja+b=+/21./3.

6. Statiakampéje lentoje m x n (m,n > 2) Zaidé¢jas ZaidZia tokj Zaidimg. I¥ pradZiy bokstas
pastatomas kuriame nors laisvai pasirenkamame laukelyje. Kiekvienu éjimu bokstg galima
pastumti per bet kiek laukeliy vertikaliai arba horizontaliai. Kiekvienas €jimas turi biiti da-
romas kryptimi, su ankstesne sudarangia 90° kampa pagal laikrodZio rodykle (pavyzdziui, po
¢jimo | kaire, kitas éjimas turi biti padarytas aukstyn, po to i deSine ir t.t.). Su kuriomis / ir
n reik§meémis imanoma bokstu aplankyti kiekvieng lentos laukelj lygiai vieng kartg ir grizti j
pradinj laukelj? (Bokstas aplanko tik tuos laukelius, kuriuose Jis sustoja, bet ne tuos, kuriuos
Jis tik perSoka.)
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PlokStumoje braizome n staCiakampiy. Jie padalija plokStumg i sritis (viena i§ sriciy yra
begaling). Nustatykite didZiausia galimy tokiy sri¢iy skaiciy.

. Tegul aibg P sudaro n (n = 3) plok§tumos taSky, i§ kuriy jokie trys néra vienoje tiesg¢je.

Keliais blidais galima sudaryti aibe T, susidedancig i8$ Cﬁ'_l trikampiu, kuriy visy vir§tinés
yra aibés P taskuose, o kiekvienas i§ aibés T trikampiy turi krasting, kuri néra jokio kito
aibés T trikampio kraStine?

Du magai rodo tokj triukg. Pirmasis magas iSeina i§ kambario. Antrasis magas ima malka
i§ 100 korty, pazymety skai€iais 1, 2, ..., 100, ir praSo triju Zitirovy viena po kito pasiimti
viena korta i§ likusiy malkoje. Zitirovai i§maiSo tas 4 kortas, pakvietia pirmaji maga ir
paduoda jam. Pirmasis magas Zitri | tas 4 kortas ir ,,spéja”, kokia kortg pasirinko pirmasis
Zirovas, kokig — antrasis ir kokiag — tre€iasis. Irodykite, kad magai visada gali atlikti §j
triuka.

Tegul N yra naturalusis skaicius. Du Zaidéjai ZaidZia tokj Zaidima. Pirmasis Zaidéjas sudaro
saraSa nebutinai skirtingy skai€iy, kuriy kiekvienas yra ne didesnis uz 25 ir kuriy suma yra
ne maZesné kaip 200. Antrasis Zaidéjas laimi, jeigu jis gali kai kuriuos 18 ty skai€iy i8sirinkti
taip, kad ju suma S tenkinty salyga 200—N < § < 200+ N. Kokia yra maZiausia N reikSmeé,
kad antrasis Zaidejas visada galéty laimeéti?

Tegul n yra nattralusis skaicius. Imkime n tokiy plok§tumos taSkuy, kad visi atstumai tarp
dvieju tasky buty skirtingi ir jokie trys taSkai nebiity vienoje tiesé¢je. Paéme viena taSka, ji
atkarpomis jungiame su dviem arciausiai jo esanciais taSkais. Po to imame kita takg ir darome
ta patj ir t.t. (jeigu paimtas taSkas jau sujungtas kitomis atkarpomis, tai jos nenutrinamos, bet
jeigu reikalinga atkarpa jau nubréZta, tai ji nekartojama). Irodykite, kad néra tokio taSko,
kuris atkarpomis biity sujungtas su daugiau kaip 11 taSky.

. Keturiy skirtingy plokstumos tasky aibeé § yra tokia, kad paémus bet kurj taSkg X € S likusieji

taSkai raidéemis Y, Z ir W gali bliti pazymeéti taip, kad |XY| = |XZ| 4 | X W|. Irodykite, jog
visi tie keturi taSkai yra vienoje tieséje.

ABC yra toks smailusis trikampis, kurio ZBAC > ZBCA, o D yra toks kraStinés AC taSkas,
kad |AB| = |BD|. Apie trikampj ABC apibréZtame apskritime paimame tokj taska F, kad
ties¢ FFD bity statmena kraStinei BC, o taskai F ir B biity skirtingose tiesés AC pusése.
Irodykite, kad FB yra statmena kraStinei AC.

L, M ir N yra tokie trikampio ABC krastiniy AC, AB ir BC taSkai, kad BL yra trikam-
pio ABC pusiaukampine, o atkarpos AN, BL ir CM turi bendrg taSkg. Irodykite, kad jei
ZALB = /ZMNB, tai ZLNM = 90°.

Voras tupi ant kubo pavir§iaus. Musé taip pat turi atsitGpti ant kubo pavirSiaus, bet ji nori
maksimizuoti trumpiausig kelig iki voro kubo pavir§iumi. Ar visada musei geriausiai pasirinkti
taSka, simetriska vorui kubo centro atZvilgiu?

Raskite visas tokias neneigiamas sveikasias m reik§mes, kad skaiCius a,, = (22m+1y2 4 1
turéty ne daugiau kaip du skirtingus pirminius daliklius.

Trodykite, kad lickanos, gautos dalijant kiekvieng sekos C2002, C3005, Canns- - - - narj i 2002,
sudaro perioding seka.

Raskite visus tokius sveikuosius skaitius n > 1, kad kiekvienas pirminis skaitiaus (n® — 1)
daliklis biity ir skaitiaus (n° — 1)(n> — 1) daliklis.
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Tegul n yra natiralusis skaitius. Irodykite, kad lygtis

I 1
x+y+—-—+—=3n
X oy
neturi teigiamy racionaliyjy sprendiniy.

Ar egzistuoja begaliné aritmetine progresija su skirtumu, nelygiu 0, kad kiekvieng jos narj
blity galima uZradyti kaip a”, kur a ir b yra naturalieji skaiciai ir b > 27

XVII Lietuvos komandiné matematikos olimpiada
Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakultetas, 2002 09 28

1.

ISspreskite lygti
FPex?pat =y L 10,

. I8spreskite lygéiy sistemg

x2+_}’2=2,
B4y =2

Raskite visus teigiamyjy skai¢iy ketvertus (x, ¥, z,1), tenkinandius lygéiy sistema

x+y—zt =0,
Xy—z—t=0,
xyzt = 16.

- Realieji skaiciai x, y, z, 7 tenkina nelygybes x +y+z+t <0, xy+xz4xt+yz+yr+zt > 0,

Xyz+xyt +xzt + yzt < 0 ir xyzt > 0. Trodykite, kad x, y, z, < 0.

[rodykite, kad bent vienas i§ skaitiy x — xy, y — ¥z, z —xz ne didesnis uz % kai x, y,z > 0.

6. Realiojo skaidiaus x £ 0 atvirkStiniu yra vadinamas skaigius xl Yra Zinoma, kad keturiy

nenuliniy skai¢iy suma ir jy atvirkstiniy suma yra lygios nuliui. Irodykite, kad tarp ty keturiy
skaiCiy yra du, kuriy suma lygi nuljui.

7. Raskite maZiausig funkcijos f(x) = —2 cos(3x) sin(6x) reik¥me.

8. Irodykite, kad 10" 4 45n — 1 dalijasi i§ 27, kai n — natiiralusis skaicius.

10.

11,
12.

13.

[rodykite, kad egzistuoja toks natiiralusis skaiius n, kad skaitiaus 2n delimtainéje i¥raiskoje
yra ne maZiau kaip 2002 i§ eilés einantys nuliai.

Raskite maziausia nattralyjj skaiciy, kurio puse yra sveikojo skaiiaus kvadratas, tre¢dalis yra
sveikojo skaitiaus kubas, o penktadalis yra sveikojo skai€iaus penktasis laipsnis.

Tegulay =1, a3 = 2, a4y = M, n=273,.... Irodykite, kad a, > +/2n, kai n = 3.

tin—1]

Ar egzistuoja tokie sveikieji skaitiai @ ir b, kad skaitiai

(43 oy

taip pat biity sveikieji su kiekvienu naturaliuoju n?

Ar egzistuoja toks Simtojo laipsnio daugianaris p(x) su realiaisiais koeficientais, kad

pQ) > |p(M + [p2)| + - + | p(2001)] + | p(2002)|?
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Raskite visas funkcijas f(x), apibréZtas su kiekvienu realiuoju x ir tenkinancias salygas:
F(fx)=x, FA+fx)=1-x.
Raskite visas funkcijas f(x), apibréZtas su kiekvienu realiuoju x ir tenkinancias salyga
FaP4y? = 2xy) = f2(x) + y* = 2x£ (7).

Per metus mokyklos bibliotekoje apsilanké 410 mokiniy. Jie visi kartu paémé 5081 knyga.
Ar galima tvirtinti, kad atsiras 18 mokiniy, kurie kartu paémé ne maZiau kaip 224 knygas?

Sachmaty lentoje 8 x 8 pastatomas karalius, kuriam leidZiaina daryti tik tokius éjimus: arba
per vieng langelj | kaire, arba per vieng langelj | apaCig, arba per viena langelj istriZaine
auk$tyn-deSinén. Ar gali jis 64 ¢jimais apeiti visa lenta taip, kad kiekviename langelyje
apsilankyty po vieng kartg ir sugrjZty j pradinj langeli?

Kokiag didZiausig reikSme gali jgyti | vienetinj apskritima jbrézZto keturkampio krastiniy san-
dauga?

I smailyjj trikampj ABC jbréZtas kvadratas, kurio kraStiné yra lygi a. Dvi kvadrato virSunés
priklauso kraStinei BC, kitos dvi — AB ir AC. AnalogiSkai, tegul & ir ¢ yra kraStinés
dar dviejy kvadraty, kuriy po dvi virStnes priklauso atitinkamai AC ir AB, o kitos dvi —
atitinkamai AB, BC ir AC, BC. Irodykite, kad

BC AC  AB
_+T+_>5+‘/§‘
(5

Plok$tumoje nubréZti penki apskritimai. Duota, kad bet kokie keturi i§ juy turi bent vieng
bendrg taska. Ar visada tie penki apskritimai turi bent viena bendra taska?

1V individualioji Raseiniy krasto olimpiada prof. Jono Kubiliaus taurei laiméti
Raseiniai, 2003 12 22

i

Natiiralusis skai¢ius uZraSomas vienais nuliais ir vienetais ir dalijasi i§ 27.
a) Nurodykite bent vieng tokj skaiciy.
b) Raskite patj maZiausia tokj skaiCiy.

. Raseiniy Magduté sugalvojo 12 (nebutinai skirtingy) sveikyjy skaiCiy ir sudéjo juos po 11

visais galimais budais. Ji gavo skaigius 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99 ir 100.
Kokius skaicius buvo sugalvojusi Magduté?

. Saloméja turi Maironio rasty deSimttomj. Keliais bidais ji galéty paimti 4 tomus taip, kad

tarp paimtyjy 4 tomy jokie 2 tomai neity i§ eilés?

. Duota lygtis 10" — 3" =7.

a) Raskite bent viena tos lygties sprendinj natiiraliaisiais skaiciais m ir n.
b) Irodykite, kad kity sprendiniy natiiraliaisiais skaiCiais »2 ir n néra.

. Kai trikampyje ABC buvo iSvestos pusiaukampinés AD ir BE, tai paaiskéjo, kad kampas

ADC lygus ir kampui AE B, ir kampui BAC.
Raskite trikampio ABC kampus.
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IV komandiné Raseiniy krasto olimpiada prof. Jono Kubiliaus taurei laiméti
Raseiniai, 2003 12 22

1

10.

Nattiraliojo skai¢iaus skaitmeny suma nesidalija i§ 7. Kiek daugiausiai tokiy skai&iy gali eiti
i§ eiles?

A6 B 7 C 10 D12 E 14

Kiek sprendiniy sveikaisiais skaigiais turi lygtis % + Jl = %?

Al B2 C3 D 4 ES

. 416 keleiviy perveZti i§ Ariogalos | Raseinius gali bati paimtos 7, 21 ir 31 viety maSinos.

Kokj maZiausia masiny skaiéiy reikia paimti, kad jose nelikty tuséiy viety?
A 13 B 16 C 18 D 20 E 21

Raseiniy Magdute sugalvojo 7 nebitinai skirtingus sveikuosius skaicius ir sudeéjo juos visais
galimais budais po 6. Ji gavo tokias sumas: 29, 30, 31, 32, 33 ir 34. Koks yra didZiausias i$
Magdutés sugalvoty skaidiy?

A6 B 7 C3 D9 E 10

Ant atkarpos, kurios ilgis yra a + b, | viena pus¢ nubreZti du besilietiantys kvadratai, kuriy
kraStinés yra a ir b. Kvadraty centrus O ir O, sujungiame atkarpomis su pradinés atkarpos
vidurio tasku P. Kiek laipsniy turi kampas O P 0,?

A 60 B 75 C 90 D 100 E 120

. Visy trizenkliy skai&iy, kurie baigiasi 7 ir dalijasi i§ 7, skai&iy pazymeékime n, o visy trizenkliy

skaiiy, kurie baigiasi 8 ir dalijasi i§ 8, skai¢iy paZymekime m. Tada skirtumas n — m lygus:
A —10 B -9 Ci0 D2 E3

- Kiek yra keturZenkliy skaiciy, kuriy visi skaitmenys skirtingi?

A 5040 B 5000 C 4536 D 2003 E 2004

- SkaiCius A yra skaiCiaus 27 kartotinis, uZraSomas tik nuliais ir vienetais. Kiek maZiausiai

skaitmeny A gali turéti?
A3 B5 Co D 10 E 27

. Kai trikampyje ABC buvo i§vestos pusiaukampinés AD ir BE, tai paaiSkéjo, kad kampas

ADC lygus ir kampui AEB, ir kampui BAC.

Raskite maZiausio ir didZiausio trikampio ABC kampy skirtuma.

A 30° B 40° C 45° D 60° E Nustatyti nejmanoma

[ kvadrato 4 x 4 langelius jraSome po kartg visus skaicius nuo 1 iki 16. Kvadrata vadinsime
antimagisku, jeigu visy eiluéiy, visy stulpeliy ir abieju ,,ilgyju* jstriZainiy langeliy skai&iy
sumos duoda 10 i§ eilés einanéiy skaiiy. Paveikslélyje

5(7]|14
6|13| 3| *
11{12] 9
10

parodytas toks nevisiskai uZpildytas antimagiSkas kvadratas. Kai jis bus visigkai uZpildytas,
koks skaiCius stoves Zvaigzdutés vietoje?
Al B2 C8 D 15 E 16
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V komandiné Pasvalio krasto olimpiada prof. Broniaus Grigelionio taurei laiméti
Jaunesniuyju klasiuy grupé
Pasvalys, 2003 11 21

1. Seima susideda i§ trijy asmeny: tévo, motinos ir siinaus. Siuo metu jy amZiy suma lygi 65
metams. Prie§ 9 metus §i suma buvo lygi 40 mety. Prie§ 4 metus tévas buvo 9 kartus vyresnis
uz suny. Kiek mety turi tévas, motina ir stinus?

2. Suprastinkite reiSkinj

5241

x2+x+1"
3. Tegu a, b ir ¢ yra tokie skai€iai, jog a + b + ¢ = 0. [rodykite, kad ab 4 bc 4 ac < 0.
4. Ar egzistuoja trikampis, kurio aukStinés lygios 1, 2 ir 37

5. Naudodami absoliuciojo didumo Zenkla, uzradykite funkcija y = f(x),

kurios grafikas pavaizduotas paveikslélyje. ¢

P50
E—
6. Pirmu Zingsniu intervalas [0; 1] dalijamas j tris lygias dalis, o viduriné atkarpa (%; %) iSmeta-
ma. Antru Zingsniu kiekviena i§ likusiy atkarpy dalijama | tris lygias dalis ir vél iSmetamos
vidurinés dalys, ir t.t. Kokia po n Zingsniu likusiy atkarpy ilgiy suma?

7. Pu yra kiny ilgio vienetas, o mu yra ploto vienetas. Sta¢iakampio lauko plotis 21 pu, o plotas
(1 % + % + % -+ :L + %) mu. Zinodami, kad 1pu = 2 Zingsniams, 1 mu = 240pu2, raskite
lauko ilgj Zingsniais.

8. Viena lygiagretainio kra$tiné buvo padidinta 20%, o kita — sumaZinta 20%. Keliais procentais
pakito lygiagretainio plotas?

9. Kiek yra nattiraliyjy skaic¢iy n (1 < n < 500), nesidalijanciy nei i$ 2, nei i§ 37

10. Sakysime, kad n-tieji kalendoriniai metai yra laimingi, jeigu skai€ius 1" 42" 43" 44" dalijasi
be liekanos i§ 5. Ar yra laimingi 2003 ir 2004 metai?

Vyresniuju klasiy grupé

1. Lygiagretainio ABC D taskas E yra kratinés BC vidurio taSkas, o ' — krastinés C D vidurio
taskas. [rodykite, kad tieses AE ir AF dalija istrizaing BD | tris lygias dalis.

2. Zinoma, kad daugianarj p(x) dalijant i§ x + 1 gaunama liekana 1, o dalijant i§ x — 1 liekana
yra 3. Kokia lickana bus dalijant p(x) i§ x> — 1?

3. Trodykite, kad skaiCius 2% 4+ 1 nesidalija i§ 7 né su vienu naturaliuoju skai¢iumi k.

4. Kickvienas lentelés m x n skaiCius yra lygus kaimyniniy skai€iy aritmetiniam vidurkiui (ke-
turiy, jei skai¢ius yra lentelés viduje, triju, jei jis yra lentelés kraSte, ir dvieju, jei skaicius yra
lentelés kampe). Irodykite, kad visi lenteléje esantys skaiCiai yra lygs.

5. Irodykite, kad i§ visy vienodo perimetro P trikampiy didZiausia plota turi lygiakraStis trikam-
pis.

6. Seima susideda i§ trijy asmeny: tévo, motinos ir siinaus. Siuo metu jy amZiy suma lygi 65
metams. Prie§ 9 metus §i suma buvo lygi 40 mety. Prie§ 4 metus tévas buvo 9 kartus vyresnis
uz stny. Kiek mety turi tévas, motina ir stnus?
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7. Raskite suma S = f(5553) + f(553) + -+ + fGogs): jei fx) = s

8. Sakykime, kad @ % b = a”. Raskite %(1"2(32*)(*—2;‘)?%

9. Sakysime, kad n-tieji kalendoriniai metai yra laimingi, jeigu skai€ius 1" 42" 43" +-4" dalijasi
be liekanos i§ 5. Ar yra laimingi 2003 ir 2004 metai?

10. Ar egzistuoja trikampis, kurio auk§tinés lygios 1, 2 ir 3?

IIT komandiné Rietavo olimpiada mokytojo Kazio Siksniaus taurei laiméti
Rietavas, 2004 01 24
UZzduotis jaunesniuyju klasiy moksleiviams

1. I8 trikampio ABC vir§unés B i§vestos auk§ting BD ir pusiaukrastiné BE. Jos kampa B dalija
| tris lygius kampus. Raskite trikampio ABC kampus.

2. Du apskritimai, kuriy ilgiai lygiis 0,5 m, rieda staiakampio vir§ii- O
nemis — vienas ifore, o kitas — vidumi. Stafiakampio ilgis — 2m, O
plotis — 1m. Kiek apsisukimy padarys kiekvienas apskritimas,
apriedéjes visg staliakampj?

3. Duotas aritmetinis reiSkinys 4 - 12 + 18 : 6 4 3.

a) Skliaustelius sudéliokite taip, kad jis biity lygus 50.
b) Kaip reikia sudélioti skliaustelius, kad reiskinys jgyty maZiausia galima reik§me?
¢) Kaip reikia sudélioti skliaustelius, kad reiskinys igyty didZiausia galimg reik§me?

4. Ratu suraSyti 20 skaiCiy. Kiekvienas i§ ju lygus abiejy savo kaimyny sumai. Apskaitiuokite
visy ty dvideSimties skaiGiy suma.

5. Raskite maziausig natiiralyjj skaiéiy, kuris nubraukus jo pirmajj skaitmenj sumaz¢ja 57 kartus.

6. Milijono nattiraliyjy skaitiy sandauga lygi milijonui. Kokia didZiausia reik§me gali lgyti iy
skaiciy suma?

7. I kvadrato 5 x 5 kiekviena langel]j jraSyti skai&iai O arba 1 taip, kad bet kurio 2 x 2 kvadratélio
trys skaiCiai buty vienodi. Kokiy didZiausia reik§me gali igyti visos 5 x 5 lentelés skai&iy
suma?

8. Kelioné i§ uosto A j uosta B trunka 15 pary. Kiekvieng dieng 12 valandg i§ uosto A j uosta B
iri§ B i A iSplaukia garlaivis. Kiek i§ uosto A i8plaukes garlaivis, sutiks garlaiviy, plaukianéiy
i§BjA?

9. Berniukas turi tiek pat sesery, kiek ir broliy. Jo sesuo turi du kartus daugiau broliy negu
sesery. Kiek Sioje Seimoje yra mergaiiy ir kiek berniuky?

10. LaikrodZio rodyklés rodo pirma valanda dienos. Raskite artimiausia laiko momenta, kai
rodyklés sutaps.

UZduotis vyresniujy klasiy moksleiviams

1. Ar yra toks nattiralusis skai&ius n, su kuriuo skai&iaus 72004 paskutiniai keturi skaitmenys yra
20047

2. Koks trizenklis skaidius yra lygus jo vienety skaitmens kubui?
3. Naturalieji skai¢iai nuo 1 iki 99999 i% eiles suraSyti ilgoje popieriaus juostoje. Gautas skaiius
yra 1234567891011121314...999979999899999. Raskite io skaitiaus skaitmeny suma.
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10.

. Tegu x > 0, y > 0. Maziausia i§ trijy skai€iy x, y +

»Alfa plius omega* uzdavinynas

Apskaiciuokite suma
1 l 1 1

+v2  aiA Brva T ey i

Ar galima kvadratg padalyti | tris keturkampius taip, kad | kiekviena i§ ju biity galima jbrézti
apskritima (apskritimy spinduliai nebitinai vienodi)?

Trikampio aukStiniy ilgiai yra 3 cm, 4 cm ir 5cm. Koks 8is trikampis — smailusis, statusis ar
bukasis?

Be skaiciuoklio apskaiCiuokite log,(tg 1°) 4+ log, (tg2°) 4 - - - 4 log, (tg 89°).

1
x,

min(x, y + %, %). Kokia gali biiti didZiausia skaigiaus a reik§meé?

% pazymékime a, t.y. a =

Raskite visas realiyjy skaiciy aibéje apibréZtas funkcijas f(x), tenkinancias lygybe
x(fO)+ f(=x)+4)+2f(x)+2=0.

Jonas ir Petras gyvena viename name. Kiekvienoje laiptingje kiekviename aukSte yra po 4
butus. Jonas gyvena penktame aukste 83 bute, o Petras — treCiame aukSte 169 bute. Keliuy
auks$ty tas namas?

Rostropoviciaus gabuoliy fondo atrankos uzdaviniai

\/

1.

. Trupmena

VII klasés

Kiek nattiraliyjy sprendiniy (x, y) turi lygtis x + y + xy = 237

Ad B5 Co D 8 E 10

Nattiralusis skaiCius baigiasi 13, dalijasi i§ 13, jo skaitmeny suma lygi 13 ir jis yra pats
maziausias i§ visy tokiy skaiciy. To skaiciaus §imty skaitmuo yra

Al B3 Cs D6 E7

I kiek daugiausiai daliy gali padalyti plokS§tuma 4 tiesés?
A8 B9 C 10 D11 E 12

Natiiralusis skaiCius yra uZraSomas vien tik nuliais ir vienetais ir dalijasi be liekanos i§ 9. Ne
visi jo skaitmenys yra vienodi. Kiek skaitmeny turi maZiausias toks skai€ius?
A6 B9 C 10 D11 E 12

Natiiralusis skaiius vadinamas palindromu, jeigu jis yra toks pat ar skaitytum jj i§ deSinés |
kaire, ar i§ kairés j deSing. Kiek yra tokiu 4-Zenkliy palindromu, kurie dalijasi i§ 997
AS B7 C8 Do E 10

. Natiiralyjj skai¢iy vadinsime antikvariniu, jeigu jo skaitmeny suma nesidalija i§ keturiy (pa-

vyzdziui, 111 yra antikvarinis skai¢ius). Kiek daugiausiai antikvariniy skai€iy gali eiti i§
eiles?
A3 B 4 C7 Do E9

== yra didesne uZ %, bet mazesné uz % (m ir n yra sveikieji teigiami skaiciai) ir

tokia, kad jos skaitiklio m ir vardiklio n suma m 4+ n yra pati maZiausia ir lygi:
A 19 B 21 C 20 D 31 E 32

. Keliais budais (jskaitant ir pradinj) galima perstatyti pavardés ROSTROPOVICIUS balses,

kad maestro pavarde likty tokia pat?
A6 B3 C5 D 12 E2
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Pric nattiraliojo skai¢iaus n pridéjome jo skaitmeny suma ir gavome 2004. Kiek yra tokiy
skirtingy nataraliyjy skai&iy?
Al B2 Cc3 D6 E Tokiy nattraliyjy skai¢iy néra

10. Elektroninis laikrodis rodo laika nuo 00:00:00 iki 23:59:59. Kiek sekundZiy per parg laikrodzio

rodomame laike yra lygiai trys septynetai?
A 21 B 36 C 60 D 72 E 120

VIII-X klasés

| A

10.

Kiek sprendiniy sveikaisiais skai€iais (x, y) turi lygtis xi - }l = é?
A 14 B 15 C 28 D 29 E 30

- Naturalusis skaiCius baigiasi 11, dalijasi i§ 11, turi 11 skaitmeny ir yra pats maZiausias i§ visy

tokiy skaiCiy. Tada to skaiGiaus tikstan&iy (ketvirtas i§ deSinés) skaitmuo yra:
Al B2 C3 D5 E9

- I kiek daugiausiai daliy gali padalyti plok§tuma 10 tiesiy?

A 20 B 45 C54 D 56 E 1024

. Nattralusis skaiéius, uZra§omas vien tik nuliais ir vienetais, dalijasi be liekanos i% 54. Kiek

skaitmeny turi maZiausias toks skaidius?
A6 B9 C 10 D11 E 12

. Kiek yra neneigiamy sveikujy skaitiy x ir y pory (x; y), tenkinan¢iy nelygybe x + y = 20047

A 2004 B 2007006 C 2009010 D 2009010 E 2011015
1

m

. Trupmena 2 yra didesné uz T{lm bet maZesné uz gg (m ir n yra sveikieji teigiami skaiGiai) ir

n
tokia, kad jos skaitiklio m ir vardiklio n suma m +n yra pati maZiausia ir lygi:

A 199 B 201 C 301 D 302 E 303

. Ant didZiulio stalo bet kokiomis kriivelémis guli 1000 vieno cento monety. Yra Zinoma, kad

jungdami tas centy kriiveles j didesnes, galetume sudaryti arba 8 superkriiveles po 125 centus,
arba, jungdami kitaip, 5 superkriiveles po 200 centy. Kiek daugiausiai vieno cento monety
gali pasitaikyti maZiausioje (arba vienoje i¥ Ju, jeigu tokiy maZiausiy kriiveliy pasitaikyty ne
viena) centy kriiveléje?

A 25 B 40 C 50 D 20 E 60

Keliais bidais (jskaitant ir pradinj) galima perstatyti atskirai vardo MSTISLAVAS ir atskirai
pavardés ROSTROPOVICIUS raides, kad MSTISLAVAS ROSTROPOVICIUS biity skaitoma
vis taip pat?

A 288 B 576 C 764 D 336 E 960

. Trikampio ABC kratinés AB =7, BC =5 ir AC = 3, KraStinéje AB paimti tokie taskai P

ir 0, kad AP = PC ir CQ = QB. Tada kampas C QP plius kampas C P Q minus kampas
QCP lygu:

A 30° B 45° C 60° D 75° E 90°

Trikampio ABC kraitinéje AB paZymétas toks taskas K, kad AK = 3K B, krastinéje BC —
toks taSkas M, kad kampas BK M yra dvigubai didesnis u# kampa BAC, o atkarpos KM,

MC ir BK yra lygios. Tada trikampio ABC kampy didumai laipsniais yra:
A 60, 60, 60 B 75, 60, 45 C 90, 60, 30 D 105, 45, 30 E 90, 45, 45
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XI-XII klasés

1.

10.

Kiek yra sveikyju skaidiy x ir y pory (x; y), tenkinanciy nelygybiy sistema

2x 2 3y,
3x =24y,
S5x —T7y £ 207

Al B 12 C 210 D 231 E 400

. Kokj maZiausia skai¢iy Saskiy, kuriy skersmuo yra lygus 1,5, uZtenka padéti ant 7 x 7 langeliy

lentos (langelio krastinés ilgis yra 1) taip, kad bent vienas kiekvieno langelio vidaus taskas
buity uZdengtas kuria nors i§ padétyju Saskiy?
A8 B9 C 10 D11 E7
Nattralusis skai¢ius uZraSomas vienais nuliais ir vienetais ir dalijasi be lickanos i§ 54. Kiek
skaitmenuy turi maZziausias toks skaicius?
A9 B 10 C 11 D 27 E 28

P S s ., L ; | 1 1
Kiek sprendiniy sveikaisiais skaiCiais (x, y) turi lygtis + + 5= TR
A4 B5 Co D 10 E 12
Natiiralusis skai¢ius yra vadinamas palindromu, jeigu jis yra toks pat, ar skaitytum ji i§ definés
i kaire, ar i§ kairés i deSing. Kiek yra 7-Zenkliy palindromuy, kurie dalijasi i§ 97
A 810 B 900 C 990 D 1000 E 1331

. Keliais biidais (jskaitant ir pradinj) galima perstatyti atskirai vardo MSTISLAVAS ir atski-

rai pavardes ROSTROPOVICIUS raides, kad visa laika likty MSTISLAVAS ROSTROPOVI-
CIUS?
A 288 B 576 C 764 D 336 E 960

Ant stalo bet kokio didumo kriivelémis guli milijonas 1 euro vertés monety. Yra Zinoma, kad
jungdami tas krivveles j didesnes, galétume sudaryti arba 8 superkriivas po 125000 eury kiek-
viena, arba 5 superkriivas po 200000 eury. Kiek daugiausiai eury gali pasitaikyti maZiausioje
pinigy kriiveléje (arba vienoje i$ ju, jeigu tokiy maZiausiy kriiveliy buty ne viena)?

A 10000 B 12500 C 25000 D 50000 E 62500

Trikampyje ABC AB =7, BC =5 ir AC = 3. Kradtinéje AB paimti tokie takai P ir O,
kad AP = PC irCQ = QB. Tada ZCQP + ZCPQ — ZQCP laipsniais lygu:

A 30 B 45 C 60 D 75 E 90

. Trikampio ABC krastinéje AB paZymétas toks taSkas K, kad AK = 3K B, krastin¢je BC —

toks taSkas M, kad kampas BK M yra dvigubai didesnis uz kampg BAC, o atkarpos KM,
MC ir BK yra lygios. Raskite trikampio ABC kampy didumus laipsniais.
A 60, 60, 60 B 75, 60, 45 C 90, 45, 45 D 105, 45, 30 E 90, 60, 30

3 x 3 lenteléje i eilés suraSyti visi skai€iai nuo 1 iki 9.
1]2]3
4156
7189

Leidziama paimti bet kurj 2 x 2 kvadrata ir prie abieju vienos kurios jo jstriZaines skaiciy
pridéti po 1, o i¥ abiejy kitos jo istriZainés skaiciy po 1 atimti. Si veiksma galime kartoti kiek
norime. Kiek daugiausiai vienody skai€iy galima gauti tokioje lentelgje?

A4 BS5 Co6 D7 E 8

o+ w



wAlfa plius omega® uzdavinynas 81

Minsko matematikos olimpiada, 2004 01 11
VIII klase

1

IX

1.

Penki nattiralieji skaiCiai pasiZymi tokia savybe: jeigu imtume visus galimus trijy skaiiy
rinkinius ir suskaiCiuotume kiekvieno trejeto skaigiy sumg, tai gautume lygiai 7 skirtingus
rezultatus, o jeigu ta pati su visais galimais skaidiy ketvertais — tai gautume 5 skirtingus
rezultatus. Irodykite, kad visy ty penkiy skaitiy suma dalijasi i§ 3.

Skaitmenys 3, 4, 5 ir 6 ra¥omi | eilg taip, kad tarp bet kuriy trijy i¥ eilés einanciy skaitmeny
biity ne daugiau kaip vienas skaitmuo 3, tarp bet kuriy keturiy i¥ eilés einandiy skaiciy — ne
daugiau kaip vienas skaitmuo 4, tarp bet kuriy penkiy i§ eilés einanciy skai€iy — ne daugiau
kaip vienas skaitmuo 5, tarp bet kuriy eiy i§ eiles einanciy skaitmeny — ne daugiau kaip
vienas skaitmuo 6. Kiek daugiausiai skaitmeny galima paraSyti laikantis §itos salygos?

Nattralieji skaiciai @, b ir ¢ tenkina lygybe a® +b2 4 2bc = 8c2. Irodykite, kad a yra sudétinis
skaicius.

Kvadrato ABCD viduje paZzymétas istrizainei B D nepriklausantis taSkas K, krastinéje CD
paZymetas taSkas M, MK = KD, o atkarpos BK ir KM yra statmenos. Raskite kampo
KBM diduma.

Statiakampis languoto popieriaus lapas m x n buvo sukarpytas { vienodus kvadratus ir i
vienodus lygiaSonius staciuosius trikampius. Kvadrato jstriZainés ir trikampio statinio ilgis du
kartus didesnis uZ langelio krastine. Karpoma buvo arba langeliy krastinémis, arba langeliy
istriainémis. [rodykite, kad jeigu visus gautuosius kvadratus pakeistume minétais trikampiais,
tai i§ gautojo figilireliy rinkinio vél galétume sudéti pradinj staciakampi lapa.

klasé

I lygiakraStj trikampj ABC, kurio krastinés ilgis lygus 1, jbréZti du kvadratai MNKL ir
RKPT taip, kad taSkai M, L ir R priklauso kraStinei AC (taSky iSsidéstymo eilé yra tokia:
A, M, L, RirC),otafkai P ir T — kraitinei BC (taSky iSsidéstymo eilé yra B, P, T ir ),
taskas N priklauso krastinei AB. Raskite tu kvadraty krastiniy ilgius.

- Raskite visus natiiraliyjy skaiéiy trejetus (a, b, c), kad a2 + b2 — 3302 — 8bc, o a yra pirminis

skaicius.

- Ar galima skaiCiy 2004 uZraSyti keliy skirtingy démeny suma taip, kad tarp visy galimy

paporiy sumu, sudaryty i§ ty démeny, bty lygiai 7 skirtingos sumos?

DZonas ir Jonas turi uZtektinai 1 x 2 domino kauliuky. DZonas padengé tais kauliukais
(be persidengimy) visg 10 x 10 matmeny lenta. Jrodykite, kad Jonas visada gali uzdengti
kauliukais vir§ DZono denginio (be persidengimuy) visa lenta taip, kad né vienas Jono padétas
kauliukas nesutampa né su vienu DZono padétu kauliuku.

- Klaséje mokosi 22 mokiniai. Per matematikos kontrolinj mokytojas dave spresti kiekvienam

po tris skirtingus uzdavinius taip, kad jokie du moksleiviai negavo trijy vienody uZdaviniy,
Be to, mokytojas padalino klase i kelias (maZiausiai 2) grupes ir paskirsté uzdavinius taip, kad
Jjoks uzdavinys nebuvo duotas spresti skirtingy grupiy moksleiviams. Irodykite, kad mokytojui
prireiké ne maZiau kaip 10 vZdaviniy.
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X klasé

1.

[ ]

Kam lygus reiSkinys

(ﬁ %+§)(a+b+c—2),

jeigna+b+c=a’>+b>+ct=a’ +b3+ N

. TaSkai M ir N atitinkamai yra rombo ABC D kraStiniy BC ir CD vidurio taSkai.

[rodykite: jeigu atkarpos AM ir BN yra statmenos, tai ABC D yra kvadratas.

. Skaitmenys 4, 5, 6, 7, 8 ir 9 raSomi | seka taip, kad tarp bet kuriy keturiy i§ eilés einanciy

skaitmeny biity ne daugiau kaip vienas skaitmuo 4, tarp bet kuriy penkiy i§ eilés einanciy
skaitmeny — ne daugiau kaip vienas skaitmuo 5, tarp bet kuriy i§ eilés einanciy skaitmeny
— ne daugiau kaip vienas skaitmuo 6, tarp bet kuriy septyniy i eilés einanciy skaitmeny —
ne daugiau kaip vienas skaitmuo 7, tarp bet kuriy i§ eilés einanciy skaitmeny — ne daugiau
kaip vienas skaitmuo 8, tarp bet kuriy 9 i§ eilés einanciy skaitmeny — ne daugiau kaip vienas
skaitmuo 9.

a) Irodykite, kad toje sckoje negali buti be galo daug nariy.

b) Raskite patj didZiausig eilés nariy skai€iy.

. Duota 100 skirtingy realiyjy skaiciy. Pats maZziausias i§ juy yra 0,08, pats didziausias — 40, o

jeigu imtume visas galimas tokiy skaiCiy poras ir suskaiiuotume kiekvienos poros sumag, tai
gautume lygiai 197 skirtingus rezultatus. Raskite duotyjy 100 skai€iy suma.

. Miesto matematikos olimpiadoje dalyvavo 1000 moksleiviy. Kiekvienas moksleivis sprendé

po 3 skirtingus uZdavinius, jokie du moksleiviai negavo spresti visy vienody uZdaviniy, jokie
du moksleiviai i§ skirtingy rajony (mieste daugiau negu vienas rajonas ir i§ kiekvieno rajono
olimpiadoje dalyvavo bent vienas moksleivis) negavo spresti to paties uzZdavinio.

Irodykite, kad olimpiadoje buvo duota spresti ne maZiau negu 23 uZdaviniai.

XI klasé

1.

2.

Nattiraliyjy skaiciy x, y ir z suma lygi 100. Raskite didZiausia galimg reiSkinio xy + yz 4 zx
reik§me.

Raskite visus nattiraliuosius skaicius m ir n, tenkinan€ius lygybe

2

n n
—|=|—|+mn
i m

Ploki§tumoje duoti keli skrituliai. Tegul d yra toks teigiamas skaicius, kad bet kuriuos du
skritulius galima uZzdengti skrituliu, kurio skersmuo lygus d. Irodykite, kad visus skritulius
galima uzdengti kvadratu, kurio krastine lygi d.

([x] Zymi skaidiaus x sveikaja dalj).

Lygiagretainyje ABCD pazymétas krastines CD vidurio taskas m. Tegu AM =a, BM = b
ir AB = c. Kraitinése AD ir BC atitinkamai pazyméti tokie taskai N ir K, kad &% = 22 ir

i—’; = % Irodykite, kad tieseé KN eina per trikampio AM B ibréZtinio apskritimo centra.

. Raskite patj didZiausia nattralyjj skaiciy ir patj maZiausig natiiralyjj skai€iy n, kad egzistuoty

n tokiy skirtingy realiyjy skaidiy, jog tarp 2004 paporiy sumy yra lygiai 2004 skirtingos
SUmos.
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XII klasé

1. Realieji skai&iai x, y ir z tenkina sistema

3+ y 427 =64,
x+»+2)(z+x) =24

Raskite reiskinio x* + y* 4 z* 4 2 reikime.

(x2+y2+22=70,

. Irodykite, kad

4 si L 1 — sin . -+ sin A% sin s
1 — - §8in — - sin — = 1 — sin — — — sin —,
e Mg S 14 14 14

- Tetraedro PABC visi plokstieji kampai prie vir§iinés P yra status. [rodykite, kad tetraedro

tiris V' tenkina nelygybes

V3 V3

— /vl
2 ]

kur H — tetraedro auksting, i§vesta i§ vir§tnés P, o L — atkarpos, jungiandios vir§iing P ir
trikampio ABC pusiaukrastiniy sankirtos taska, ilgis.

- ISkilajame keturkampyje ABCD ta¥kai K ir L atitinkamai yra kraStiniy DC ir AB vidurio

taSkai. Duota, kad AB = AC = BD ir ZLKC = Z/LBC. Raskite kampo ADC diduma.

Skaitmenys 3, 4, 5 ir 6 rafomi i seka taip, kad tarp bet kuriy trijy i§ eilés einanciy skaitmeny
biity bent vienas skaitmuo 3, tarp bet kuriy keturiy i¥ eilés einangiy skai€iy — bent vienas
skaitmuo 4, tarp bet kuriy penkiy i¥ eilés einanéiy skai¢iy — bent vienas skaitmuo 5, tarp bet
kuriy Sesiy i¥ eilés einan&iy skaitmeny — bent vienas skaitmuo 6. Kiek daugiausiai skaitmeny
galima paraSyti laikantis Sitos salygos?

Vilniaus miesto jaunyjy matematiky olimpiada, 2004 01 24
IX (I gimnazijos) klasé

1.

2.

Apskai€iuokite funkcijos f(x) = ax? + bx — 2 koeficientus a ir b, jei maZiausig reik§me,
lygia —6, ji igyja, kai x = 2. (4 taSkai)
UZzkoduoto uZrakto Sifras yra dviZenklis skai&ius. Buratinas uZmirso koda, bet prisimena, kad

skaiCiaus skaitmeny suma, sudéta su skaidiaus skaitmeny sandauga, yra lygi padiam skaiiui.
SuraSykite visus galimus skai¢ius, kad Buratinas galéty kuo greiGiau atrakinti uzrakta.

(4 taskar)
KeturZenklis skaiius sudarytas i§ vienody skaitmeny. PenkiaZenklis skai&ius taip pat sudary-
tas i§ vienody skaitmeny. Dalydami penkiaZenklj skai&iy i§ ketur¥enklio gauname dalmenj 16
ir liekang. Dalinyje ir daliklyje atmetus po vieng skaitmenj, dalmuo nepasikeigia, o lickana
sumazéja 2000. Raskite tuos skai&ius. (4 raskai)

Apskai€iuokite:

(]—5%)'(1_612")'(lh%)"“'(l"zoéz2)'(1_20(1332)'(1_2_6&7)'

(4 taskai)

AD, BE ir CF yra smailiojo trikampio ABC aukstinés. [rodykite, kad

(4 taskai)
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X (II gimnazijos) klasé
1. Apskaiciuokite f(2), jeigu su bet kuriuo x # O teisinga lygybé f(x) +3f(%) = x2.(4 taskai)
2. UZkoduoto uZrakto Sifras yra dvizenklis skaiCius. Buratinas uZmirSo koda, bet prisimena, kad
skai€iaus skaitmeny suma, sudéta su skaiciaus skaitmeny sandauga, yra lygi paciam skaiciui.
SuraSykite visus galimus skaicius, kad Buratinas galéty kuo grei€iau atrakinti uZzrakta.
(3 taskai)

3. Irodykite, kad skaicCius 99922004 | 2 nera sveikojo skaitiaus kvadratas. (4 raskai)
4. AD, BE ir CF yra smailiojo trikampio ABC auk$tinés. [rodykite, kad
AF BD CE
(4 taskai)
5. Ar lygtis 14x2 + 15y% = 7209 turi natiraliyjy sprendiniy? (5 taskai)
XI klaseé

1. I8spreskite Iygciy sistema:
4ly| +7x = —12,
[ 6lx|+8 = x|y +4y.
(4 taskai)
2. Skaitiaus n deSimtainiame uZraSe yra SeSiasdeS§imt trys skaitmenys. Tarp Siy skaitmeny tik
dvejetai, trejetai ir ketvertai, kity skaitmeny nera. Zinoma, kad dvejety skaicius 21 didesnis
uz ketverty skaiciy. Raskite skaiCiaus n dalybos i§ 9 liekana. (4 taskai)

3. Jeigu skystj iSpilstytume i 40¢ talpos indus, tai vienas indas buty nepilnas. Jeigu ta skystj
iSpilstytume i 50 ¢ talpos indus, tai indy reikéty 5 vienetais maZiau ir visi indai buty pripildyti.
Jeigu ta skystj i8pilstytume j 70 £ talpos indus, tai reikéty dar 4 indais maZiau nei pilstant |
50¢ talpos indus, bet vel vienas indas biity nepilnas. Kiek litry skys€io buvo inde?

(5 taskai)

4. T statyjj trikampj jbréZto apskritimo lietimosi taSkas dalija jZambing i atkarpas, kuriy ilgiai m

ir n. Trodykite, kad trikampio plotas S = mn. (4 taskai)
5. Trodykite, kad daugianaris (x — 2)%%3 — (x — 1)2%%* dalijasi i§ x? — 3x + 2. (3 taskai)
XII klasé
1. IsSpreskite lygti: /2 —x =1—+/x — 1. (3 taskai)

2. Skaiciaus n deS§imtainiame uZraSe yra SeSiasdeSimt trys skaitmenys. Tarp Siy skaitmeny tik
dvejetai, trejetai ir ketvertai, kity skaitmeny neéra. Zinoma, kad dvejety skaitius 21 didesnis
uz ketverty skaiiy. Raskite skaiciaus n dalybos i§ 9-iy liekana. (4 taskai)

3. Jeigu skystj iSpilstytume i 40 ¢ talpos indus, tai vienas indas bity nepilnas. Jeigu ta skystj
iSpilstytume i 50 ¢ talpos indus, tai indy reikety 5 vienetais maZiau ir visi indai buty pripildyti.
Jeigu ta skystj i¥pilstytume j 70 ¢ talpos indus, tai reikéty dar 4 indais maZiau nei pilstant
50 ¢ talpos indus, bet vél vienas indas biity nepilnas. Kiek litry skys€io buvo inde?

(5 taskar)

4. Isspreskite lygti sin(% + [Z]) = % ([a] — sveikoji skaitiaus a dalis). (4 taskat)
5. T apskritima ibréztas Iygiakra§tis AABC. Lanke BC paZymétas taSkas M. Irodykite, kad
MB+ MC=MA. (4 taskai)
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LII Lietuvos moksleiviy olimpiada
Kédainiai, 2003 04 15
IX-X klasés
1. Ratu bet kokia tvarka po vieng karta suraSyti visi nattiralieji skai¢iai nuo 1 iki 2003. Du
gretimus skai€ius a ir b galima sukeisti vietomis, Jjet a —b > 1. Irodykite, kad taip sukei&iant
skaiCius visada galima juos i§déstyti didéjimo tvarka.
2. Nagrin¢kime nattiraliyjy skaiéia ketvertus (a, b, ¢, d), tenkinan€ius salygas:

a+b+ec+d=ab+cd, as<b<e<gd.

a) Raskite bent du tokius ketvertus.
b) Raskite visus tokius ketvertus.

3. Trikampio ABC pusiaukampinés AM ir BN susikerta tagke Q. Apie trikampj M QN api-
bréZtas apskritimas eina per taska C. Raskite trikampio QM N kampus.

4. Egzaming ra$tu laiko 67 studentai. UZduotj sudaro 6 klausimai. Uz teisinga atsakyma i pirma
klausimg studentas gauna 1 taka, priefingu atveju gauna —1 taSkg, uZ antrg klausima —
atitinkamai 2 arba —2 tagkus ir t.t., uz SeSta — atitinkamai 6 arba —6 tagkus.

a) Raskite maZiausig galimg teigiamg skirtumg tarp dviejy studenty surinkty baly sumy.
b) Irodykite, kad bent keturi studentai surinks vienoda baly suma.
c¢) [rodykite, kad bent du studentai gaus visiSkai vienodus jvertinimus uz kiekvieng klausima.

XI-XII klaseés

1. Natiiralusis skaitius n yra toks, kad skaiiai 2n + 11ir 3n 4 1 yra sveikyjy skai¢iy kvadratai.
a) Irodykite, kad n dalijasi i§ 8.
b) Ar biitinai n dalijasi i§ 16?

2. Turime lyg&iy sistema:

1
rx[2+_2=4,

3
2 L _
}‘-2+E-—]‘
2 | L
T2’1_1+;_2“-—4,
74 l_
‘12H+H_1

a) Tegul n = 2. Raskite bent 3 sistemos sprendinius.
b) Tegul n = 2. Raskite visus sprendinius.
c) ISspreskite sistemg su kiekvienu nataraliuoju n.

3. 1 apskritimg jbréZto iskilojo septynkampio trys kampai lygiis 120°. Irodykite, kad maZiausiai
dviejy jo krastiniy ilgiai lygis.

4. StaCiakampé lenta 6 x 9 sudaryta i§ 54 vienetiniy kvadratéliy. I kai kuriuos jos langelius
galima padéti po vieng $aske,
a) Ar galima taip padéti Saskes, kad bet kuriuose dviejuose kvadratuose 4 x 4 ¥agkiy skai&ius

bty skirtingas?
b) Ar galima taip padéti $askes, kad bet kuriuose dviejuose kvadratuose 5 x 5 Saskiy skaitius

biity skirtingas?
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XVIII Lietuvos komandiné matematikos olimpiada
Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakultetas, 2003 09 27

1.

]

ISspreskite lygti
. 1 1

2 = [t o+ e - 5

X+ > + |x 3

. ISspreskite lygéiy sistemg

24y 4+2=1,
x2y? + y22? + 22x% = xyz(x + y +2)°.

3. Raskite visas natiraligsias » reik§mes, su kuriomis n* 44" yra pirminis skaigius.
4. Trodykite, kad x| +x2 4+ -+« +x, —x1x2- - X, £ —1, kai xy,x2,...,%, 2 1.
5. Irodykite, kad
x] )J2 x” n
1 —x 1—x 1—x;,  n-—-1
kain>2 0<x,x2, ..., xp<lirxy+xp+---Fx,= 1.
6. Irodykite, kad

10.
11.

12.

13.

14.

(1) (1) <

kai n — naturalusis skaiCius.
Irodykite, kad
3(xt 4 y* 4+ 2%) + 48 > 8(xy + ¥z + 2%x),
kai x, y, z — realieji skaiCiai.
Raskite visas natiiraligsias n reikSmes, su kuriomis reiskinys 36" 4 24" — 7" — 5" dalijasi i§
899 be liekanos.

Irodykite, kad egzistuoja be galo daug tokiy natiiraliyjy skaiciy », kad 2003" — 1 dalijasi i§ n
be liekanos.

Raskite visas natiiraligsias n reik¥mes, su kuriomis 80" — 1 dalijasi i§ 8" — 1 be liekanos.

Raskite visus tokius natiiraliujy skaiiy SeSetus (a1, az, ..., ags), kad ag = 144 ir
an43 = pq2(Qn41 +ay), kain = 1,2, 3.
Raskite visus tokius nattiraliujy skaiiy trejetus, kad bet kuriy dviejy i8 jy sandauga dalijant

i§ tretiojo skaidiaus gaunama liekana yra lygi 1.

Ar egzistuoja de§imtojo laipsnio daugianaris p(x) = %10 4 agx? + - - - + a1 x + ag su nattra-
liaisiais koeficientais a1, a2, . . ., ag, turintis 10 realiyju $akny ir tenkinantis salyga p(2003) <
10332

Ar egzistuoja funkcija f(x), apibréZta su kiekvienu realiuoju x ir tenkinanti salygas

1
F(=x%) = P2 + 7
kiekvienam realiajam x bei f(y) # f(z) kiekvienai realiyju skai€iy porai (y,2), y # 27

o+ @



15.

16.

17.

18.

19.

20.

wAlfa plius omega* udavinynas 87

Ar egzistuoja funkcija f(x), apibréZta su kiekvienu realivoju x ir tenkinanti salygas
FU(f(x))) = x bei f(0) =2003?

Aplink apskritimg yra suraSyti 2003 skai¢iai, kiekvienas i¥ kuriy yra lygus arba 1 arba 0.
PradZioje ne visi skai€iai yra vienodi. Su jais atliekama tokia operacija: tarp dviejy skirtingy
greta esanCiy skaiiy jraSomas 1, o tarp dviejy vienody greta esandiy — 0, tada pradiniai
skaiCiai nutrinami, ir vél lieka 2003 skaidiai. Ar galima po keliy tokiuy operacijy gauti visus
nulius?

Lygiagretainio kraStinés yra lygios a ir b, o istriZzainés c ir d. Raskite jo kampus, jei

a* + b* = (cd)?.

Vienetiniame apskritime yra paZyméta n tasky (n > 2), kurie sujungti atkarpomis. Jrodykite,
kad yra ne daugiau kaip = atkarpy, ilgesniy uz +/2.

Duota n (n > 2) ta¥ky, i§ kuriy jokie trys nepriklauso vienai tiesei. Kiek maziausiai rei-
kia spalvy norint nuspalvinti visas taskus JjungianCias atkarpas taip, kad Jjokios dvi atkarpos,
turincios bendrg viriiine, nebity nuspalvintos viena spalva?

TaSkas P yra trikampio ABC viduje ir tenkina salygas

ZABC+ ZACB=3/PBA=3/PCA.

Irodykite, kad
AC AB

AB+PC _ AC+ PB’

Penktoji jaunesniyju klasiy moksleiviy matematikos olimpiada Vilniaus universitete
Vilnius, 2003 09 27

NP
1.

VI klasés

SkaiCius vadinamas simetriniu, jeigu jis lieka toks pat, ar Ji raSytum i§ kairés | deSine, ar

atvirkSCiai — i§ deSines | kaire (pavyzdziui, 7227 yra simetrinis skai¢ius).

a) Raskite vieng tokj simetrinj skai&iy, kuris baigiasi 27, dalijasi i§ 27 ir kurio skaitmeny
suma irgi lygi 27.

b) Raskite tris tokius skai&ius.

c¢) Raskite maZiausia tokj skai&iy.

. Visuose lentelés 4 x4 laukeliuose suraSyti pliusai. Vienu éjimu leidZiama imti bet kurj kvadrata

2 x 2 ir visus laukeliy Zenklus pakeisti prieSingais. Ar atlikus keleta tokiy €jimy jmanoma i§
lentelés su visais pliusais gauti lentelg, kurioje pliusai ir minusai eity Sachmatine tvarka?

- Ar galima plokS§tumoje rasti tokius 4 taskus, kad visi gesi imanomi atstumai tarp ty tagky biity

lem, 2em, 3em, 4em, 5¢cm ir 6 cm?

. 100 metry ilgio rastas buvo supjaustytas i 3 ir 4 metry ilgio rastgalius, kuriy i§ viso buvo 30.

Po to prireiké juos supjaustyti j 1 m ilgio dalis. Kiek karty reikés rastgalius pjauti?

. Lentoje buvo paraSyti skaiiai 1, 3, 4, 6, 8,9, 11, 12, 16. Petras ir Jonas paeiliui iSbrauke

4 skaicius, po to Jonas iSbrauke dar 4 skaiCius. Petro iSbraukty skaiCiy suma buvo 3 kartus
didesné uZ Jono i¥braukty skaiCiy suma. Koks skaitius liko neiSbrauktas?
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VII-VIII klasés

1.

Kiek yra penkiaZenkliu skai€iy, uzraSomy vien tik skaitmenimis 2 ir 5 (net nebiitinai abiem)
ir tokiy, kad jokie 2 dvejetai nestovi §alia? O kiek yra tokiy deSimtZenkliy skaiciy?

. Trikampio ABC pusiaukrastinéje BM yra paZymétas toks taSkas S, kad BS = 35M. Tiese,

einanti per taskus A ir S, kerta trikampio krasting BC taSke N. Raskite keturkampio CM SN
plota, jeigu pradinio trikampio ABC plotas yra 40.

Nurodykite nors viena tokj skai¢iu, kuris baigiasi 2003, dalijasi i¥ 2003 ir kurio skaitmeny
suma yra lygi 2003.

[§ natiraliyjy skai¢iy nuo 1 iki 22, paraSius juos visus po viena karta, buvo sudaryta 11
trupmeny. Koks galéjo biiti didZiausias skaiCius trupmenuy, lygiy sveikiems skaiciams?

Kauno miesto 2004 mety matematikos olimpiada
II rato uzdaviniai

IX klase

j 72

Ar galima tam tikro ilgio viclos gabala sukarpyti i tris vienodo ilgio virbus taip, kad vieng i§
ju sutrumpinus vienu decimetru, o kita — dviem decimetrais ir sujungus ju galus, susidaryty
statusis trikampis? Jei galima, tai kokio ilgio viela turéty buiti? Atsakyma pagriskite.

(3 taskai)

2. Dvizenklio skai¢iaus skaitmeny suma lygi 15. 1§ to skaiiaus atémus 27, gaunamas skaicius,
uZradytas tais padiais skaitmenimis, bet atvirk$¢ia tvarka. Raskite pradinj skaiéiy. (3 taskai)
3. I§skaidykite dvinarj x* + 4 dauginamaisiais. (3 taskai)
4. Raskite santykj %, jei %Jr‘)i‘*— = 1,5. (3 taskai)
5. Dviejy natfiraliyjy skaiiy suma lygi 596. Vienas i§ Siy skai€iy baigiasi skaitmeniu 2. Jeigu
% skaitmenj nubrauktume, tai gautume Kita skaiciy. Raskite Siuos skaiCius. (4 taskai)
6. Mokinys turéjo igspresti 20 uZdaviniy. UZ kiekviena teisingai i§spresta uZdavini jam buvo
skiriami 8 balai, uz klaidingai — atimami 5 balai, o uZ nespresta uzdavinj — O baluy. Mokinys
surinko 13 baly. Kiek uZdaviniy ji i§sprende? (4 taskai)
X klasé

1. Mokinys turéjo i¥spresti 20 uzdaviniy. UZ kiekviena teisingai iSspresta uzdavinj jam buvo
skiriami 8 balai, uz klaidingai — atimami 5 balai, o uZ nesprgsta uZdavini O baly. Mokinys
surinko 13 baly. Kiek uzdaviniy i§sprendé mokinys? (4 taskai)

2. Raskite santykj £, jei i—f—;ji‘— =1,5. (3 taskai)

3. 1 m? ploto kvadrato jstrizainé padalyta i 3 lygias dalis. Viduriné istrizainés dalis yra maZesnio
kvadrato istrizainé. Raskite maZesniojo kvadrato plota. (3 taskai)

4. Triju sveikuyjy skaiéiy suma lygi 0. Ar gali ju kuby suma buti didesné uz 2004200420047

(4 taskai)

. Lentoje uZrasyti skaiciai 3, %, 2. Vienu &jimu leidziama iSsirinkti du i§ uZraSyty skaiciy
. i 5o % L § 4 RS — v 2

(pazymeékim juos a ir b), juos nutrinti ir ju vietoje parasyti skaicius I;T ir 4. Ar po keleto

¢jimy lentoje gali atsirasti skaidiai §, £ ir 37 (6 taskai)
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XTI klasé
1. Trupmenos vardiklis 5 vienetais didesnis u¥ skaitiklj. Jei prie trupmenos skaitiklio pridésime
14, o i§ vardiklio atimsime 1, tai gausime trupmeny, atvirkSting duotajai. Raskite duotaja
trupmena. (3 taSkai)
2. ISspreskite nelygybe +/x2 +6x +9 ++/x2 — 2x + 1 < 6. (3 taskai)
3. ISspreskite lygtj 2 = {/] +yx+ 1+ + . (4 taskai)
4. Kas daugiau: 107%0 ar 73759 (4 taskai)
5. Trikampis ABC yra lygiakrastis. KraStinése AB ir BC atitinkamai paimti taskai M ir N taip,
kad MB + BN = AC. Trodykite, kad ZMAN + ZMCN = 60°. (6 taskai)
XII klaseé
1. Ar gali daugiakampio jstriZainiy skai&ius biti tris kartus didesnis uZ jo kratiniy skaiciy?
(3 raskai)
2. Firmoje dirba x samdyty darbininky. Savininko pajamos yra D(x) = 41x — x? piniginiy
vienety, o jo iSlaidos yra P(x) = 7x piniginiy vienety. Savininko pelnas lygus T (x) =
D(x) — P(x). Koks galimas didZiausias pelnas piniginiais vienetais? (3 taskai)
3. Su kuriomis a reik§mémis lygtis x2 — (2¢ — Dx —34¢! —22-2y — 0 turi du sprendinius?
(3 taskai)
4. T trikampj, kurio kratinés 63, 39 ir 60, jbrézZtas apskritimas. Nubrézta apskritimo liesting,
lygiagreti ilgiausiai trikampio krastinei. ‘ApskaiCiuokite gautosios trapecijos plota. (3 taskai)
5. Duota, kad f(x2 + 1) = x* + 4x2. Raskite Fl™ = 13, (4 taskai)
6. Duota, kad @’ = a + 1. Irodykite, kad a5 = g% + 1. (4 taskai)
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