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Kad realiyjy skaiciy aibg sudaro racionaliyjy ir iracionaliyjy skaiciy ,partijos”, visi Zino.

45 Taciau kuriai , partijai* priklauso i jvairiy sqrysiy atsirandantys skaiciai (pavyzdziui, funkcijy

\‘ reik§mes), dainai sunku pasakyti. Perskaite straipsnj, sufinosite, kodel sin 1, sin 'l—l cos 1, cos %
m nepriklauso racionalinjy skaidiy aibei.

Straipsniuose [1] ir [2] elementariai jrodyta, kad cos 1° iracionalus (taip pat iracionalios visos
racionaliuoju laipsniy skai¢iumi iSreiskiamo argumento trigonometriniy funkcijy reik§més — su-
prantama, i§skyrus Zinomas reik¥mes: sinuso ir kosinuso 0, :i:%, *1, tangento ir kotangento O
ir &1). Sio straipsnio tikslas — parodyti, kaip galima elementariai jsitikinti, kad sin 1 ir cos 1, taip
pat ir sin% bei cos %, n € N (atkreipiame démesj — dabar argumentas matuojamas radianais!),
iracionalios.

IS pradZiy irodysime vadinamagsias Teiloro nelygybes funkcijoms sinx ir cosx (0 < x < %):
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(plg. [3], p. 296).
Irodyti jas paprasCiau, negu sugalvoti. Pradékime nuo nelygybés sinx < x jrodymo. Kadangi
funkcijos x — sinx i§vestiné (x — sinx)’ = 1 — cosx teigiama, tai funkcija didéja, x — sinx >

2 . 2 .
0 —sin0, t.y. sinx < x. Panafiai cosx > 1 — 57> nes ivestiné (cosx — 1 + 57) = —sinx +x
" i < 2 A 2 S 3
teigiama (jau jrodytal), todél cosx—1+%; > cos0— 1-}-3—!, t.y.cosx > ]—‘;—!. Vél sinx > X =77,

nes (sinx —x 4+ %)’ =cosx — 1+ é—? > 0. Dabar aiSku, kad cosx < 1 — ';—? + ;—:, nes iSvestine
(—cosx+1— '5—? + %)’ =sinx —x + ;—? teigiama. Tesdami toliau gauname nelygybes (1) ir (2).
Skaitytojui gali buti jdomu pasiZitréti, kaip atrodyty »grieZtas” jrodymas matematinés induk-
cijos metodu.
Nesunku jsitikinti, kad (1) nelygybe galima uZraSyti taip:

=3 .5 .2n—1
n4l( X X n—1_X L
(—1) (.x--S—!-I-ET—----I-(—I) —(-i”__—l)!—smx):-o (3)

(i8 tikrujy, kai n = 2m, gauname kairiaja nelygybe, o kai n = 2m + 1 — deSinigja).
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PanasSiai (2) nelygybe galima uZraSyti taip:
3 4 .2n

" PP e e
(=1 (]_ T +(=D (2n)!

2!

— cos x) >0 (4)

(kai n = 2m, gauname deSiniajq nelygybe, o kai n = 2m — 1, gauname kairigja).
Su n = I nelygybés (3) ir (4) virsta atitinkamai nelygybémis sinx < x ircosx > 1 — 57 kurios
jau jrodytos. Tarkime, kad jos teisingos su n = k: '

(_])k-kl(x_§+§_.--—i—(—l)k_l%—sinx)>0, )
(_])k(l_;+g_...+(—l)ké—‘:!—cosx)>0. (6)
[rodykime, kad jos teisingos irsun =k 41, t.y.
(_1)k(x_;_?+§_...+(—l)"%—sinx)>D, (7
(_])k+l(l_§+§_...+(—l)k+‘%—cosx)>0. (8
I5 tikryjy, (7) nelygybés kairiosios pusés iSvestiné lygi (—1)*(1 —%T——l—%—- 2 '+(—1)kﬁ%f —Cos x)

ir remiantis (6) nelygybe teigiama. Tod¢l (7) nelygybés kairioji pusé — didéjanti funkcija, taigi
jos reik§meé taSke x didesné uZ reik8me taske O, lygia nuliui. (7) nelygybé irodyta.

Panagiai (8) nelygybés kairiosios pusés iSvestiné lygi (7) nelygybés kairiajai pusei (nes (—1)¥*2 =
(— D)%), taigi remiantis (7) nelygybe yra teigiama. Todél (8) nelygybés kairéje esanti x funkcija
didéja ir yra didesn¢ uz 0 — reik¥me taSke 0. (8) nelygybé jrodyta.

Remiantis matematinés indukcijos principu, (3) ir (4) (taigi ir (1) bei (2)) nelygybés jrodytos
su visais n.

Dabar mes jau visiSkai pasirenge jrodyti, kad sin 1 ir cos | yra iracionalieji skai€iai. Imdami
(1) ir (2) formulése x = 1, gauname:

[ | 1 | |
| — 4 — — e — — csinl<l—— 4 —— . —
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Tarkime, kad sin1 yra racionalusis skaiCius, sinl = *3 (p,q € N). ParaSykime (9) nelygybe
buitent su m = ¢, o vietoje sin 1 jra§ykime *;1:

l 1 " | 1 p ] 1 + 1 1 + 1
PR p— _— et e ————— < —_ < —_—— —_—— s s — .
3! 5! (49— 1! ¢ 3! 5! (4g — !  (4q + D!
Padauginkime §ig nelygybe i§ (4g + 1)!:
(4g + 1)! (4g 4+ 1)! (4g + 1)!
et ———— < 4p(4g—1)!(4g +1 g+ —- i — —— 1.
(4g+1) TR Gg =11 = pl4g—Dldg+1) < (4g+1) @D+

Matome, kad kairioji nelygybés pusé lygi sveikajam skai€iui, o deSinioji — vienetu didesniam
skaidiui. Gavome, kad sveikasis skaiCius 4 p(4g —1)!(4g +1) atsiduré tarp dvieju gretimy sveikuju
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skaiCiu, o taip buti negali. PrieStara reiSkia, kad miisy prielaida dél skaitiaus sin 1 racionalumo
buvo neteisinga. Vadinasi, sin | yra iracionalusis skaicius.

PanaSiai jrodome ir cos | iracionaluma. Tarkime, kad cos 1 racionalus, t.y. cos | = ‘{'}3 Tada
(10) nelygybéje imdami m = ¢ gauname:

I 1 " 1 l p < 1 4 1 l + l
—_—— — — 8 S e—— < —_ — — — — & 8 — .
21 41 4g—2) g 21" 41 g —2)! ' (4q)!
Dauginame nelygybe i§ (4g)!:
(4g)! (4q)! (4g)! (4g)! (4q)! (4g)!
Ag)l - — e Ap(Ag—1)! < (dg)—d O &g
O TRT g —2y1 = PU=Dl < G)l—= =4+ g —2)1 "

Vel sveikasis skaiCius 4p(4g —1)! atsidaré tarp dviejy gretimy sveikujy skaiciy, o taip buti negali.
Priestara.

Kiek netikéta, kad elementaraus sin 1 ir cos 1 iracionalumo irodymo literattiroje aptikti nepa-
vyko. O S§tai e iracionalumo jrodyma nesunku rasti elementariosios matematikos enciklopedijose
ir net vadovéliuose (Zr., pavyzdziui, [3]).

Pasvarstykime, ka dar galima teigti remiantis sin1 ir cos 1 iracionalumu. Visy pirma i to
visi8kai neiSplaukia, kad sin2 ar cos2 yra iracionalis. I3 tikryjy, jeigu sina yra iracionalus, tai

nebiitinai sin2c bus racionalus: pavyzdZiui, sin Z = ¥2 iracionalus, bet sinZ = 1 racionalus.
] 2 2

Panagiai cos Z = 32 iracionalus, bet cos £ = 1 racionalus.
6 2 3= 3

Kita vertus, jeigu cos & racionalus, tai racionalus ir cos na. I8 tikryju, jeigu cos « racionalus, tai
racionalus ir cos 2o = 2 cos> @ — 1 . Bet tada racionalus ir cos 3, nes cos 3w = (cos 3o +cosw) —
cosc = 2 cos 2a cos — cos . Racionalus ir cos 4a, nes cosda = (cos 4 + cos 2ar) — cos 2o =
2cos 3 cos o — cos 2w ir t.t. Taigi racionalus ir cos na = cos no +cos(n —2)a — cos(n — 2)a =
2cos(n — 1o cosa — cos(n — 2)a (matematiné indukcijal).

I§ Sio Takto i§ karto i§plaukia, kad cos% yra iracionalus. I§ tikryju, jeigu cos% biity racionalus,
tai racionalus bty ir cos(n - %) = cos 1, o taip néra.

Nepavyksta panasiai jrodyti, jog sin% yra iracionalus (nes jeigu sino racionalus, tai dar ne-
biitinai sinn« racionalus). Bet galima vél remtis (1) nelygybe. Tarkime priefingai, kad sin%

racionalus, sin% = 5, ir imkime (1) nelygybéje x = f m = g. Tada

| 1 " 1 1 7 1 1 + 1 + 1

_—— —_— o — < — < ———_— e e — ¢
n 33 5’ (4g — Din%=1 " g " n 313 (4g — Dn%=1 " (dg + 1) Inda+!

Padauginus ia nelygybe i§ (49 + 1) In%*!, sveikasis skaicius 4p(dg — 1)!(dg + D)%+ atsiduria
tarp dviejy gretimy sveikyjy skaidiy

N = (4qg + l)r”4q . (4q + ])!”4£[—2 + (4q + ])!1‘149'_4 o (4q -+ ])!;12
Rt 3! 5! (4g — 1)1

ir N + 1, o taip biiti negali.

Zinoma, panasiai galima buvo jrodinéti ir cos

n
Deja, Sitokiu buidu nepavyksta jrodyti, kad, sakysime, sin2 ar cos% iracionalus, nors kitais

metodais galima jrodyti, kad reik§més sinn, cos, tgn ir netgi apskritai sinr, cosr, tgr, kai r —

racionalusis skaiCius (r # 0), visada iracionalios, Bet tai jau kur kas sunkesnis uZdavinys.

iracionaluma.
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GriZkime prie skaiCiaus e. Straipsnyje [4] pademonstravome, kaip remiantis riby teorija jrodo-
ma, kad skaiCius e iracionalus. Vis délto paprasCiausia remtis i§vestinémis.

Irodykime Teiloro nelygybe (x > 0) funkcijai e™ (funkcijai e* ji blity gerokai sudétingesné,
Zr. [3]):

x x?. t24'1'—1 X 1C2 2n—1 J2n
I_-_+_ ..... -‘—<e""‘.<1_.4_+4__...— X +— (Il)
1 21 (2n — D! 12! 2n—1)!  (@n)

Jos jrodymas visiS8kai panaSus | (1) ir (2) nelygybiy jrodymg. Kadangi e™ < 1, tai funkcijos
JSx) =e " —14x iSvestiné —e™* + 1 teigiama, todél e* — 1 +x > f(0) =0, t.y. | —x <e™™.
Bet funkcijos e™ — 1 4 x — 37 iSvestiné —e™ + [ — x neigiama, todél e™ — 1 +x — -§~? <0, ir
¢™" < 1—x+%. Tegsdami ir gauname (11) formulg. Jeigu jrodinétume ja ,,grieZtai*, matematinés
indukcijos metodu, tai formulg patogu uZsiraSyti taip:

" 2 in
X o x X
—]m(l'—'_'*‘_‘—““ _1 m____e—.r) O 2
(=1 o2t + =D m! ~ (12)
(kai m = 2n — 1, gauname kairiajg (11) nelygybés puse, o kai m = 2n, — de$inigja). Kai m =1,
nelygybé 1 —x < e™ jau jrodyta. Jeigu ji jau jrodyta su m, tai ji teisinga ir su m + 1:

(_l)m-i-l(l _i_i_‘r_z_____l_(_l)m£+(__l)m+lﬂ
11 21 m! m!
I8 tikryju, paskutinés nelygybés kairioji pusé didéja, nes jos iSvestiné teigiama — tai (12) nelygybés
kairioji pusé.
Dabar imkime (11) nelygybeje x = I:

- e_'”) > 0.

1 | | 1

l—— == — Y P R DR . 13
I!+2! (2n — 1)! 1!+2! (2)1—1)1+(2f1)! 3
IS jos iSplaukia, kad e — iracionalusis skaiCius. Tarkime prieSingai — kad e racionalus, e = -;*';—
(g, peN). Tadae ! = {’1 ParaSe (13) nelygybe su n = g, gauname
1 1 " l 1 p ] 1 + 1 1 4 1
— a—a _— et s e e—— < — < — — —_— e s s — %
121 2g—-1)! ¢ 2! 2g — 1! (2g)!
Padauginkime nelygybe i§ (2¢)!. Tada
(29)!  Q2g)! (2g)! (2g)!  (2q)! (2g)!
2g) ——— — i = 2p(2g-D! < 2g))\—F+——— ————+1.
e TR Y Qg — 1 =~ 2Pa— Dl < Gali=—m 2 —D1

Kairioji ir deSinioji nelygybés pusés yra du gretimi sveikieji skaiciai, ir tarp ju negali jsiterpti
sveikasis skaiCius. Gavome prieStara.
. . . - . . . _ S
[rodZius e iracionaluma, i§ karto aiSku, kad taip pat iracionaliis yra skaiciai ev, n € Z (t.y.
skaiciai %, & \‘/g ir pan.). Deja, jrodyti e” (tuo padiu ir e", r € Q) iracionaluma daug sunkiau.
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