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Dirichlé principas

Vytautas Narmontas

Kickvienam aisku: jei 5 triusiai patalpinti | 4 narvelius, tai bent viename narvelyje
yra daugiau nei vienas triusis. Taigi visi Zinome svarby matematiniy samprotavimig

elementq, pravarty ir moksleiviams, ir mokslininkams.

Straipsnyje skaitytojas

ras daug Sio samprotavimo taikymo pavyzdZiy ir pajus malonumg viskq iki galo

Suprargs.

Dirichlé principas pavadintas iZymaus vokie¢iy
matematiko Péterio Gustavo LeZiono-Dirichlé
(Peter Gustav Lejeune-Dirichlet, 1805-1859)
vardu. 1837 metais P. G. Dirichleé pavyko jro-
dyti, kad aritmetinéje progresijoje, kurios pir-
mas narys ir skirtumas yra tarpusavyje pirmi-
niai skaiCiai, yra be galo daug pirminiy skai-
¢iy. Jis pirmasis jrodé paskuting Ferma teore-
mg, kai n = 5. Reik§mingiausi Sio mokslinin-
ko darbai atlikti matematinés analizés (Dirichle
konvergavimo pozymis, Dirichlé eilutés), me-
chanikos ir matematinés fizikos (Dirichle prin-
cipas harmoniniy funkeijy teorijoje) bei skaiciy
teorijos srityse.

Spresdami jrodymo uZdavinius, kartais nau-
dojames Dirichle principu, kuris daZnai patei-
kiamas Zaisminga forma: jei | n narveliy yra
uzdaryta daugiau kaip n triusiy, tai bent viena-
me narvelyje bus daugiau negu vienas triusis.

Akivaizdus ir bendresnis Dirichlé principas:
jei | n narveliy yra uzdaryta daugiau kaip n x k
triusiy, tai bent viename narvelyje bus daugiau
negu k triusiy.

Galima pateikti ir abstraktesng Dirichlé prin-
cipo formuluote. Tegu X ir ¥ — dvi baigtinés
aibes, aibés X elementy skai¢ius didesnis uZz ai-
bés Y elementy skaifiu, f — funkcija, kurios
apibrézimo sritis yra aibé X, o reik¥miy sritis
— Y. Tada yra du skirtingi elementai x € X,
x' € X, su kuriais f(x) = f(x').

Dirichlé principa galima taikyti ir begalinéms
aibéms, turindioms tarj (plota, ilgj): duota n

aibiy, kiekvienos i3 ju turis (plotas, ilgis) di-
desnis arba lygus 1. Jei visos §ios aibés yra
vienos aibés, kurios taris (plotas, ilgis) mazes-
nis uz n, poaibiai, tai maZiausiai dvi i§ duotyjy
n aibiy turi bent vieng bendra taska.

Pats Dirichlé principas — visiSkai akivaizdus
teiginys, kitaip sakant, jokio principo &ia ir né-
ra. Juo labiau niekuo ¢ia détas ir P. G. Dirichle.
Bet kadangi tokio tipo samprotavimai padeda
i§spresti jvairiausius uzdavinius, tai buvo pato-
gu suteikti jiems pavadinimg. Vienas i§ malte-
matiky, studijuodamas Dirichlé darbus, juokais
tokius samprotavimus pavadino jo vardu... Ir
pavadinimas (jau nebe juokais) prigijo (tik nie-
kas neZino, ar tokia ,autoryste* apsidZiaugty
pats Dirichl¢). Beje, ne visur pavadinimas ir
prigijo — rimtesnése enciklopedijose jis pava-
dinamas déZiy principu, populiarioje literatii-
roje — triusiy ir narveliy principu. O anglai
nickada nemini Dirichlé, bet triuSius pakeicia
balandziais (pigeon-hole principle). Taigi Diri-
chlé principas visai paprastas, tik visa gudrybe
yra atspéti, kada ir kaip jj taikyti sprendZiant
uzdavinius — juose juk niekas nekalba nei apie
triuSius, nei apie narvelius. Zinoma, jeigu i%
anksto numanome (ar Zinome, kaip kad toliau
nagrinéjamuose uzdaviniuose), kad samprotau-
ti reikia remiantis juo, tai atspéti, ka laikyti nar-
veliais, o kg — triuSiais, Zymiai lengviau. Ir tai
¢ia reikia treniruotiy ir jgudZiy.

Beje, sprendZiant uZdavinius (taip pat ir to-
liau pateikiamus) praveréia tokia Dirichlé prin-
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Dirichleé principas 7

cipo forma (ja [5] knygos redaktorius pavadino
vidurkio principu): jei n skaiciy suma lygi S,
tai tarp Siy skaiciy yra skaicius, ne didesnis uz
S ir skai¢ius, ne maZesnis vz £

1 vzdavinys. Katinas Bazilijus Buratinui pa-
Zadéjo atskleisti didelg paslapti, jei jis i§ skai-
ciyy +1, 0, —1 sudarys tokj antimagiskqg n x n
kvadratq, kad kiekvienoje eilutéje, kiekviename
stulpelyje ir jstriainése esanciy skaiiy sumos
biity skirtingos. Padékite Buratinui, jei tai jma-
noma.

Sprendimas. Tarkime, kad toks kvadratas su-
darytas. IS skai¢iy 41, 0, —1I sudarytos sumos,
kuriose yra po n démenu, gali {gyti sveikgsias
reikSmes nuo —n iki +n — i§ viso (2n + 1)
reik§miy. Kvadrate yra n eiluciy, n stulpeliy
ir 2 istrizainés — i§ viso (2n + 2) sumy. Pagal
Dirichlé principa bent dvi i§ §iy sumy bus vie-
nodos. Gaila, bet Buratinui padéti nejmanoma.

2uzdavinys. Kvadrate 4 x4 yra 15 tasky. [ro-
dykite, kad is jo galima iskirpti kvadratélj 1x 1,
kuriame nebiity né vieno i§ duoty 15 taskuy.
Sprendimas. Kvadratg 4 x 4 galima padalyti
1 SeSiolika kvadrateliy 1 x 1. Kadangi yra 15
tasky, tai pagal Dirichlé principg nors viename
kvadratélyje nebus né vieno tasko.

3 uzdavinys. Kube, kurio briaunos ilgis lygus
I, yra 2003 musés. [rodykite, kad yra trys mu-
sés, kurios telpa | spindulio ﬁ sferq.
Sprendimas. Padalykime kubg j 1000 lygiy ku-
beliu, kuriy briaunos ilgis yra 0,1. Pagal Diri-
chlé principa bus kubelis, kuriame bus maZiau-
siai 3 musés. Apie §j kubelj apibréZto rutulio
l 3 tai 3

spindulys lygus *2/—; Kadangi 11 > %,
1 2

muses tikrai bus spindulio 17 rutulyje.

duzdavinys. SesiasdesimtZenklio skaidiaus ui-
rase néra nuliy. [rodykite, kad jame galima
iSbraukti keletq skaitmeny taip, kad gautasis
natitralusis skaicius dalytysi i§ 1001.
Sprendimas. Pagal Dirichle principa skaiciaus
uzraSe bent vienas skaitmuo kartojasi maZiau-
siai 6 kartus, nes 60 = 9 x 5+ 15. ISbrau-
ke visus kitus skaitmenis, gausime SeSiaZzenk-
li skaiCiy aaaaaa, kuris dalijasi i§ 111111 =
111 x 1001.

5 uzdavinys. [rodykite, kad tarp 65 natiiraliy-
Ju skaiciy visada yra 9 skaiciai, kuriy suma
dalijasi is 9.

Sprendimas. Jeigu tarp duoty 65 skaidiy yra
9 skai€iai, kuriy dalybos i§ 9 liekanos jgyja 9
skirtingas reikSmes, tai §iy skaiCiy suma daly-
sis 1§ 9, nes juy dalybos i§ 9 liekany suma bus
0+142+---48=36. Jeigu tokiy 9 skaitiy
néra, tai duoty skaiciy dalybos i§ 9 lickanos ga-
li jgyti daugiausiai 8 skirtingas reik§mes. Ka-
dangi 65 = 8 x8+1, tai pagal Dirichlé principa
bus bent 9 skaiciai, kuriy dalybos i§ 9 liekanos
bus vienodos. Siy skai€iy suma dalysis i§ 9.

6 uzdavinys. Vienetiniame kvadrate paZyme-
tas 101 taskas, ir jokie 3 taskai néra vienoje
tieséje. [rodykite, kad yra trikampis, kurio vir-
§inés yra duoti taskai, o plotas ne didesnis uz

0,01.

Sprendimas. Kvadrata padalykime i 50 lygiy
staCiakampiy 0,1 x 0,2. Pagal Dirichlé princi-
pa bent viename i§ ju bus maZiausiai trys duoti
taSkai. Trikampio, kurio vir§iinés yra Sie tas-
kai, plotas yra ne didesnis uZ puse Sio stadia-
kampio ploto, t.y. uz 0,2 x 0,1 x 0,5 = 0,01
(pabandykite pastarajj teiginj jrodyti).

7 uzdavinys. Ant apvalaus stalo krasto vieno-
dais atstumais yra iSdéstytos n valstybiy ve-
liavos, o prie stalo sédi po vienq kiekvienos
falies atstovq. Né vienas atstovas nesédi prie
savo Salies véliavos. Ar galima stalq pasuk-
ti taip, kad bent du atstovai sédeéty prie savo
Salies véliavos?

Sprendimas. Yra (n — 1) budy pasukti stala,
kad pasikeisty véliavy ir atstovy padétis. Kiek-
vienam atstovui priskirkime stalo pasukima, po
kurio atstovai bus prie savo Salies véliavos. At-
stovy yra n, o skirtingy pasukimy yra (n — 1).
Pagal Dirichlé principa bent dviem atstovams
priskirti stalo pasukimai bus vienodi.
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8 V. Narmontas

8 uzdavinys. Ar galima 1,5 x 1,5 kvadratq uz-
dengti trimis Iygiais 1 x 1 kvadratais?
Sprendimas. Kvadratu | x |1 negalima uZdeng-
ti dviejy kvadrato 1,5 x 1,5 vir§iniy, nes di-
dZiausias atstumas tarp kvadrato 1 x 1 taSky yra
V2 < 1,5. Todél kvadrata 1,5 x 1,5 uZdengti
reikeés maziausiai keturiy kvadraty 1 x 1.

9 uzdavinys. Kvadrate 5 x 5 yra 16 nudaZyty
langeliy. [rodykite, kad jame yra nudaZytas

wkampas |.

Sprendimas. Tarkime, kad kvadrate 5 x5 né-
ra nudazyto kampo. Tada bet kuriame kvadrate
2 x 2 yra ne maziau kaip du nenudazyti lange-
liai. Tuomet kairiojoje pus¢je esancio kvadrato
5 x § kryZziukais paZymétoje dalyje yra ne ma-
Ziau kaip 8 nenudaZyti langeliai, o kryZiukais
nepaZymetuose langeliuvose — ne daugiau kaip

1 nenudaZzytas.
X x| x| x s|e|le|e]s®
KX XX . L XIX|[X]|X
XXX . . XIX|[X]|X
XIX|X|X . . XX |[X|X
RN ERE XXX |X

Analogiskai deSiniojoje pus¢je kvadrato 5x5
kryZiukais nepaZymétuose langelivose gali biiti
ne daugiau kaip | nenudaZytas langelis. Tada
viduriniame kvadrate tarp taSkiukais paZymétuy
langeliy yra daugiausiai du nenudaZyti. Bet
tarp ty langeliy yra keturi kampai, todél bent
du i§ ju yra nudaZzyti. Prie§tara.

10 uzdavinys. Ar tarp 5 natiraliyjy skaiéiy vi-
sada yra du, kuriy kvadraty skirtumas dalijasi
is 7?7

Sprendimas. Nattiraliojo skai€iaus kvadrato da-
lybos i§ 7 liekanos gali buti 0, 1, 2 ir 4. Pagal
Dirichlé principa maZiausiai dviejy duoty skai-
iy kvadraty dalybos i§ 7 lickanos bus lygios,
ir Siy kvadraty skirtumas dalysis i§ 7.

11 uZdavinys. [rodykite, kad tarp natiiraliyjy
skaigiy 2 —1,22—1,23—=1,...,2"—1 (n

— nelyginis ir n > 1) yra bent vienas skaicius,
kuris dalijasi is n.

Sprendimas. Tarkime, kad né vienas i§ duoty n
skaiCiy nesidalija i§ n. Tada tarp n skaiciy yra
bent du, kuriy dalybos i§ n liekanos sutampa.
Tarkime, kad tai yra skaiéiai 2* — 1 ir 2/ — |
(2 — 1 > 2" — 1). Tada skaijcius (2* — 1) —
(2" —1) =2* = 2" = 2/(2*7" — 1) dalijasi i§ n.
Kadangi n ir 2° yra tarpusavyje pirminiai, tai
skaiéius 2°7" — 1 dalijasi i§ n (1 < s —1 < n).
PrieStara.

12 uzdavinys. Duoti du to paties kintamojo
daugianariai. Kiekvienas i§ jy yra keturiy ne-
lyginio laipsnio, ne didesnio kaip 15, vienana-
riy suma. Ar §iy daugianariy sandauga visada
turés panasiy nariy?

Sprendimas. Sudauging duotus daugianarius,
gausime 4 x 4 = 16 démeny, kuriy laipsniai
gali jgyti daugiausiai 15 skirtingy reik8miy: 2,
4, 6, ..., 30. Pagal Dirichlé principa tarp jy
bus bent du vienodi.

13 uzdavinys. Ar galima kubo virsines su-
numeruoti natiraliaisiais skaiéiais nuo 1 iki
8 taip, kad kiekvienos kubo briaunos galuose
esanciy skaiciy sumos biity skirtingos?
Sprendimas. Sumos gali jgyti 13 skirtingy reik§-
miy: 3, 4, 5, ..., 15. Tarkime, kad tarp sumy
yral+2=3143=4,1+4=25. Tada
negalime gauti sumos, lygios 6, nes 1 ir 5, 2 ir
4 yra ne tos pacios briaunos galuose. Vadinasi,
1§ sumy reikSmiy 3, 4, 5, 6 vienos, $iuo atve-
ju 6, negalima gauti. PanaSiai jrodoma, kad i3
sumy reik$miy 12, 13, 14, 15 vienos gauti ne-
galima. Vadinasi, skirtingy sumy reikSmiy yra
ne daugiau kaip 11, o kubo briauny yra 12.
Pagal Dirichlé principa bent dvi sumos jgis ta
pacig reik§me.

14 uzdavinys. [rodykite, kad bet kuriems tar-
pusavyje pirminiams natitraliesiems skaiciams
a ir b galima rasti tokj natitralyji skaiciy n,
kad skirtumas a" — 1 dalytysi is b.

Sprendimas. Pagal Dirichlé principg tarp skai-
¢iy 1, al, a?, a, ..., a" yra bent du, kuriy
dalybos i§ b liekanos vienodos. Siy skaiciy
skirtumas dalijasi i§ b. Tegu tai yra skaiCiai
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Dirichleé principas 9

a" ir a*, ¢ia u ir z — natbralieji, u > z. Ta-

da skaiCius a" — a* = a*(a""* — 1) dalijasi
i§ b. Kadangi a ir b tarpusavyje pirminiai, tai
skaiCius a¢"7% — 1 dalijasi i§ b. Vadinasi, tokj
skaiCiy n visada galima rasti.

15 uzdavinys. [rodykite, kad is bet kuriy 52
natitraliyjy skaiciy visada galima isrinkti du,
kuriy suma arba skirtumas dalytysi i§ 100,
Sprendimas. Visas galimas skaiCiy dalybos i$
100 liekanas suskirstykime i grupes: {0}, {1; 99},
{2; 98}, ..., {49;51}, {50}. Kadangi grupiy
yra 51, o skaiCiy — 52, tai pagal Dirichlé prin-
cipa bus bent du skaiciai, kuriy dalybos i§ 100
lickanos pateks j ta pacia grupg. Jeigu abi da-
lybos i§ 100 liekanos lygios, tai i§ 100 dalysis
Siy skaiciy skirtumas, o jei skaiCiy dalybos i§
100 liekanos skirtingos, tai i§ 100 dalysis Siy
skaiCiy suma.

16 uzdavinys. Ar galima skaicius 0, 1, 2, 3,
..., 9 isdeélioti ratu taip, kad bet kurie du gre-
timi skaiciai skirtysi 3, 4 arba 5 vienetais?

Sprendimas. Pastebésime, kad bet kurie du i
skai€iy 0, 1, 2, 8, 9 negali biiti greta. Skaicius
7 negali buti né vienoje i§ likusiy penkiy viety,
nes Salia jo 1§ uZraSyty skaiciy tegali biti tik 2.
Taigi skai€iy norimu baidu iSdélioti negalima.

17 wzdavinys. Duoti astuoni natiiralieji skai-
cial ay, az, ..., ag, be to, a; < az < -+ <
ag < 15. [redykite, kad tarp visy galimy skir-
tumuyy a; — ap (k < i) yra maZiausiai trys vie-
nodi.

Sprendimas. 1§ viso skirtumy yra £ = 28,

Jie gali jgyti reikSmes: 1, 2, 3, 4, ..., 14.
ReikS§me 14 gali jgyti tik vienas skirtumas: 15—
I = 14, Galimi du atvejai:

1) tarp skirtumy yra reik§meé 14,

2) tarp skirtumy reik§més 14 néra.

Jeigu tarp skirtumy yra reik§meé 14, tai ji tik
viena. Likusieji 27 skirtumai gali jgyti dau-
giausiai trylika skirtingy reik§miy. Pagal Diri-
chl¢ principa bent trys skirtumai bus vienodi,
nes 27 =2 x 134 1. Jeigu tarp skirtumy néra
reik§mes 14, tai 28 skirtumai jgis daugiausia
trylika skirtingy reik§miy. Pagal Dirichlé prin-
cipg tarp Siy skirtumy bus bent trys vienodi,
nes 28 =2 x 13 4 2.

18 uzdavinys. Ar galima taisyklingojo 45-kam-

plo virsanése skaitmenis 0, 1,2, ..., 9 isdéstyti
taip, kad kiekvienai skirtingy skaitmeny porai
biity krastiné, kurios galai sunumeruoti Siais
skaitinenimis?

Sprendimas. Skaitmuo a sudaro devynias po-
ras su kiekvienu i§ likusiy devyniy skaitmenu.
Kad visoms Sioms poroms biity krasting, kurios
galai sunumeruoti poroje esanciais skaitmeni-
mis, reikia, kad skaitmuo a btity bent penkiose
virSinése. Kadangi skaitmeny yra 10, tai jiems
visiems prireiks maziausiai 5 x 10 = 50 viety,
todél uZdavinio salyga tenkinancio i¥déstymo
nera.

19 uzdavinys. [rodykite, kad tarp 39 vienas po
kito einanciy natiraliyjy skai¢iy yra skaicius,
kurio skaitmeny suma dalijasi is 11.

Sprendimas. Tarp pirmujy dvideSimties iy skai
¢iy pagal Dirichlé principa yra bent du, kuriy
paskutinis skaitmuo yra nulis. Bent vieno i§
i§ ty skaiCiy uZraSe prie§ nulj yra skaitmuo,
nelygus 9. §j skaitiy pazymékime N, o jo
skaitmenu suma — S. Tada skaidiai N, N + 1,
N+2,...,N+9, N+ 19 yra tarp duoty 39
natiiraliyjy skai€iy, o juy skaitmeny sumos ati-
tinkamai lygios S, §+1, S+2, ..., S+10. Tarp
vienuolikos vienas po kito einanéiy nattraliyjy
skaiCiy yra vienas, kuris dalijasi i§ vienuolikos.

20 uzdavinys. Natiralieji skai¢iai a ir b (b =
2) yra tarpusavyje pirminiai. [rodykite, kad
yra toks natiiralusis skaicius n, kad skaiciaus
n x a dalybos i§ b liekana lygi 1.

Sprendimas. Nagrinékime skaidius: 1 x a,
2xa,3xa, ..., (b—1) x a. Né vienas
15 juy nesidalija i§ b. Tarkime, kad tarp jy né-
ra tokio skaiciaus, kurio dalybos i§ b liekana
lygi 1. Tada juos dalydami i§ b galime gau-
ti visas liekanas, iSskyrus O ir 1, t.y. (b — 2)
skirtingy liekany: 2, 3, ..., b — 1. Kadan-
gi skaiCiy yra (b — 1), o skirtingy liekany —
(b — 2), tai pagal Dirichlé principg yra bent
du skaiciai, kuriy dalybos i§ b liekanos sutam-
pa. Tegu tai bus skaifiai (k x a) ir (m x a),
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10 V. Narmontas

l<k<b-1,1<m<b-—1,k>m. Tada
skaicius k x a —m x a = (k—m) x a dalijasi i§
b. Taip biuti negali, nes 0 < k—m < b, o skai-
Ciat @ ir b yra tarpusavyje pirminiai. Gavome
priestarg.

21 uzdavinys. Languotame popieriuje pazyme-
ti penki langeliy linijy susikirtimo taskai. [ro-
dykite, kad yra atkarpa, jungianti tuos taskies
ir einanti per langeliy linijy susikirtimo taskq.
Sprendimas. Iveskime staciakampe koordina-
¢iy sistemy, kurios ays sutapty su langeliy
linijjomis. Tada duoty taSky koordinatés gali
buti: (lygineé; lyging), (lyginé; nelyginé), (ne-
lyging; lygine), (nelyginé; nelygin¢). Pagal
Dirichle principa tarp penkiy duoty tasky bus
maziausiai du, kurie pateks | vieng i§ keturiy
Lharveliy™: (lygine; lyging), (Iyginé; nelyging),
(nelyging; lygine), (nelyginé; nelyginé). Siuos
taSkus jungiancios atkarpos vidurio taskas eis
per langeliy linijy susikirtimo taSka, nes Sios
atkarpos vidurio tasko koordinatés bus sveikie-
ji skaiciai.

22 uzdavinys. Kiekviena is devyniy tiesiy kvad-
ratq dalija | du keturkampius, kuriy ploty san-
tykis yra 2 : 3. [rodykite, kad bent trys i§ §iy
tiesiy susikerta viename taske.

Sprendimas. Kiekviena i§ tiesiy kvadratq dalija
I du staciakampius arba | dvi trapecijas. Ka-
dangi gauty staciakampiy arba trapecijy ploty
santykis yra 2 : 3, tai kickviena §iy tiesiy tokiu
pat santykiu dalija ir kvadrato vidurio linija,
kuria sudaro gauty trapecijy arba staciakampiy
vidurio linijos. Tai nesunkiai jrodome, uZrasg¢
gauty trapeciju arba gauty staciakampiy ploty
formules ir pasinaudoj¢ tuo, kad gauty ketur-
kampiy ploty santykis yra 2 : 3. Ta8kuy, kurie
kvadrato vidurio linijas dalija santykiu 2 : 3, i3
viso yra 4, o tiesiy — 9. Pagal Dirichlé principg
bus taskas, per kurj eis bent 3 tiesés.

23 uzdavinys. Fibonacio seka 1, 1,2, 3,5, 8,
13, 21, ... apibréZiama taip: ay =1, ap = 1,
ap = Qp—1 + @n—2, 1 = 3, n — natiralusis. Ar
tarp 100000001 pirmyjy Sios sekos nariy yra
skaicius, kuris dalijasi i 100007

Sprendimas. Nagrinékime ios sekos nariy da-
lybos i§ 10000 lickanas. Sekos n-ojo nario da-
lybos i§ 10000 liekang paZymékime [,,. Skir-
tingy liekany yra 10000, o skirtingy liekany
pory yra 10000 x 10000 = 100000000. Im-
kime liekany poras: (11, {2), (2, [3), (I3, 14), ...,
(Z100000001 , {100000002). Pagal Dirichlé principa
15 §iy 100000001 liekany pory maZiausiai dvi
yra vienodos, t.y. I = Ly, lpp1 = lpe (kK <
100000002, m < 100000002, &k < m). IS su-
mos ir vieno i§ dviejy démeny dalybos liekany
vienareikSmiSkai nustatoma kito démens daly-
bos liekana, todél lp— = l—1, lf—2 = Ln_2,
voryld =V =dpggas l = 1 = hy_ppy: AlS-
ku, kad I,,—; = 0.

24 uzdavinys. Idealios rutulio formos plane-
toje sausuma uZima daugian negu puse plane-
tos ploto. [rodykite, kad yra rutulio skersmuo,
jungiantis sausumag si sausuma.

Sprendimas. Visag sausumg ,,nudazykime* Za-
lia spalva, o visus taSkus, kurie yra simetri§-
ki rutulio centro atZvilgiu, — raudonai. Pagal
Dirichlé principg biitinai bus taSkas, nudaZytas
dviem spalvomis. Per §j taSka ir eis ieS§komas
skersmuo, nes jo abu galai priklausys sausu-
mai.

25 uzdavinys. Vienetiniame kvadrate ABCD
yra keletas apskritimy, kuriy spinduliy suma
Iygi 0,6. [rodykite, kad yra tiesé, lygiagreti
si AB, kuri turi bendry tasky bent su dviem
apskritimais. (Apskritimai gali kirstis, sutapti
arba neturéti bendry taski.)

Sprendimas. Visy apskritimy skersmenu suma
lygi 2 x 0,6 = 1,2. KraStinéje BC suprojek-
tuokime visy apskritimy skersmenis, lygiagre-
¢ius su atkarpa BC. Pagal Dirichlé principa
bus toks krastinés BC taSkas, kuris priklau-
sys bent dviejy apskritimy skersmeny projek-
cijoms. Ties¢, einanti per §j taSka ir lygiagreti
su AB, bus ieSkomoji.

26 uzdavinys. Miskas yra skritulio, kurio spin-
dulys lygus 215 m, formos. Atstumas tarp bet
kuriy dviejy sio misko medZiy yra ne maZesnis

o+ w
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uz 10m. [rodykite, kad miske yra maZiau negu
2003 medziai.

Sprendimas. Tegu miske auga n medZiy. Apie
kiekvieng medj apibrézkime 5 m spindulio skri-
tulj, kurio centre yra medis. Sie skrituliai ne-
susikerta ir visi yra skritulyje, kurio spindulys
yra 215+ 5 = 220 metry. Pagal Dirichlé prin-
cipa m x 5% x n < w x 220%. Gauname, kad
n < 1936.

27 uzdavinys. [rodykite, kad iskilajame ketur-
kampyje, kurio perimetras lygus P, o plotas
— S, visada telpa skritulys, kurio spindulys
yra -f;

Sprendimas. Tegu a, ap, as, as — duoto ketur-
kampio krastiniy ilgiai. Tada a;+as+a3+aq =
P. Paimkime statiakampj, kurio krastiniy il-
giai lygus P ir §/P, ir padalykime | a; x S/ P,
ayxS/P,a3xS/PirasxS/P staciakampius.
Kiekviena gauty stadiakampj dedame i§ vidaus
prie atitinkamos duoto keturkampio krastinés
taip, kad jos sutapty. Kadangi gauty stadia-
kampiy ploty suma lygi S, tai pagal Dirichlé
principa duotame keturkampyje bus taskas, ku-
rio nedengs né vienas i§ statiakampiu, nes kai
kurie statiakampiai gali dengti vienas kitg, kai

1. Keanm, 1973-2001.

2. H.B. Bacunses, A.A. Eropos, 3adauu 6cecoiosnnix MamemMamuieckux oni-
nuad, Hayxa, 1988.

3. V. Gusevas, A. Orlovas, A. Rozentalis, Uzklasinis matematikos darbas VI=VIII
klaséje, Sviesa, 1982.

kurie gali ,,i8listi* uz keturkampio riby. Sis
taSkas ir bus skritulio centras.

28 uidavinys. Komisija rinkosi 40 karty. Kiek-
viename posédyje buvo po 10 Zmoniy, be to,
bet kurie du komisijos nariai kartu posédiavo
tik vienq kartq. [rodykite, kad komisijos nariy
skaicius didesnis uz 60.

Sprendimas. Tegu komisijos nariy skaiius »n
ne didesnis u% 60. Kadangi l@ > 6, tai
pagal Dirichlé principa bus Zmogus, kuris da-
lyvavo bent 7 posédZiuose. Visi Zmoneés, su
kuriais jis susitiko, buvo skirtingi, o jy i§ viso
buvo 7 x 9 = 63 > 59. PrieStara.

29 uzdavinys. [rodykite, kad tarp 82 vienspal-
viy kubeliy visada galima rasti arba 10 ta pa-
c¢ia spalva, arba 10 skirtingomis spalvomis nu-
daZyty kubeliy.

Sprendimas. Jei kubeliams nudaZyti buvo pa-
naudota ne maZiau kaip 10 skirtingy spalvy, tai
tarp 82 kubeliy bus 10 skirtingomis spalvomis
nudazyty kubeliy. Jei kubeliams nudaZyti pa-
naudotos ne daugiau kaip 9 skirtingos spalvos,
tai pagal Dirichlé principa bus bent 10 kubeliy,
nudaZyty ta pafia spalva.

4. Autoriy kolektyvas, Matematika 10. 11 dalis, TEV, 2002.
5. Autoriy kolektyvas, Matematika 10. Mokytojo knyga, TEV, 2002.
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