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Straipsnyje apivelgiamos LIMM ketvirtosios laidos mokymo programos uzduotys,
pateikiami sunkesniy uidaviniy sprendimai,

2003 mety balandZio ménesj iSleidome ketvir-
taja Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos lai-
da. IS 2001 metais jstojusiy 900 moksleiviy
Siemet ja baigé 464 moksleiviai. Daugelis 1§
ju jau studentai. DidZiausias LIMM absolven-
tu burys papildé Vilniaus universiteto Matema-
tikos ir informatikos fakultetg — j pirmajj kursa
istojo 146 Sios laidos absolventai.

Glaustai apZvelgsime per §iuos dvejus moks-
lo metus nagrinétas temas ir pakomentuosime
sunkesniy uzdaviniy sprendimus.

Pirmoji tema — skaitiavimo sistemos. I
parengé Vilniaus universiteto docentas Gedi-
minas Stepanauskas. Studijuodami teoring me-
dZiaga, moksleiviai susipaZino su skai&iavimo
sistemomis, gavo daug istoriniy Ziniy, moke-
si spresti jvairius skaitiavimo sistemy keitimo
uZdavinius. Tema, matyt, moksleiviams pati-
ko, nes uZduoties sprendimus atsiunté beveik
visi priimtieji LIMM klausytojai. Sunkiausiai
sekési spresti devintajj uZdavinj, todeél pateikia-
me jo sprendimag.

Uzdavinys. Yra Zinoma dalumo taisykle: de-
Simtainés sistemos skai&ius dalijasi i§ 9 tada ir
tik tada, kai jo skaitmeny suma dalijasi i§ 9.
[rodykite Sios raisyklés analogq trejetainéje sis-
temoje: trejetainés sistemos skaicius dalijasi i§
2 tada ir tik tada, kai Sio skaidiaus trefetainiy
skaitmeny suma dalijasi i§ 2. Uzrasykite Sios
taisyklés apibendrinimq n-tainei sistemai.

Sprendimas. Pozicinés trejetainés sistemos skai-
Ciy, kurio skaitmenys yra a, b, ..., ¢, d, gali-
ma uZra8yti tokiu badu: a-3"+5-3"=1 4. .. 4
c¢-3+d. Bet koks trejeto laipsnis yra nelyginis
skaicius, todél

3 =2m+1lira-3"+b.3"" 4o o34 d =
a Cu+1)+b QutD)+---+c-2+1)+d =
(Qau+2bv+- - -42¢0)+(a+b+- - Fc+d) =
2t+a+b+-- 4 c+d.

Pirmasis démuo dalijasi i3 dviejuy, todél skai-
Ciaus dalumay i¥ dvieju nulemia likusiy démeny
suma.

Taigi trejetainés sistemos skaitius dalijasi i¥
2 tada ir tik tada, kai Jo trejetainiy skaitmeny
suma a +b + -+ + ¢ + d dalijasi i§ 2.

Apibendrinimas n-tainei sistemai: n-tainés
sistemos skaiius dalijasi i§ (n — 1) tada ir tik
tada, kai jo n-tainiy skaitmeny suma dalijasi
i§ (n —1).

Antrosios eilés kreiviy tema (Ja parengé do-
centas Petras Vaskas) — jZanga i analizing geo-
metrija, galinti palengvinti pasirinkusiy tiks-
liuosius mokslus pirmuosius studiju Zingsnius.
Moksleiviai turéjo galimybe susipaZinti su kii-
gio pjuiviais — parabole, hiperbole, apskritimu,
elipse ir juy savybémis. Studijuojant $ig temg
moksleiviams nepakako mokykliniy vadovéliy
— teko atidZiai i$nagrinéti pateikta medZiagg ir
dar paskaityti papildomai. Moksleiviams sun-
kiausiai sekési pavaizduoti apskritimo bei api-
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brézty apie apskritima trikampio ir kvadrato ly-
giagreCigsias projekcijas.

Vilniaus pedagoginio universiteto docenté Li-
vija Maliaukiené LIMM klausytojams parengé
tema ,,Jdomioji logika®. Ji supaZindino moks-
leivius su istoriniais logikos uZdaviniais, jvai-
riais paradoksais (garsiuoju barzdaskucio uZda-
viniu ir kt.), iSdésté teiginiy logikos pradmenis,
kurie leidZia efektyviai spresti ir sudétinges-
nius loginius uZdavinius. Kie€iausias rieSutas
moksleiviams buvo §is uzdavinys.

Uzdavinys. Penki draugai turi po vieng siiny.
Kiekvienas siinus pasiskolino po knygq is vie-
no savo tévo draugiy. Visy Siy draugy pavardés
panasios | profesijy pavadinimus, bet né vieno
i§ jy pavardée neprimena jo paties profesijos.
Kalvio siinus paémé Kalvelio knygg; jo pavar-
dé primena Kalvelio sitnaus profesijq, taip pat
Jis bendrapavardis su tuo, kieno knygq paémeé
Kalvelio siinus. Zinoma, kad dailidés pavardé
ne PuodZifinas ir kad dailidé paémeé knygq i§
Siksniaus. Kokia stikliaus pavardé? (Pagal se-
nq tradicijq sinus paveldi savo tévo profesijq.)

Sprendimas. Nors uZdavinys gana painus,
bet ji nesunku iSspresti sudarius ir iSanaliza-
vus teiginiy lentelg (joje atsakymai paZymeéti
Zvaigzdutémis).

Pavarde

Kalvelis | Dailidé |Puodziiinas| Siksnius | Stiklius
Profesija
Kalvis
Dailidé

PuodZitinas

*

Sikinius
Stikliug

Su atvirkstinés funkcijos savoka susipaZista-
ma mokykloje, ta¢iau sunkumy kyla net univer-
sitety studentams. Ketvirtaja uzduotimi, kuria
parengé Vilniaus pedagoginio universiteto do-
centas Algimantas Pranas Urbonas, siekta gi-
liau suvokti atvirksting funkcija, bandyta gvil-
denti atvirkStines funkcijos egzistavimo klau-
simus. Teoringje medZiagoje pateikta nemaZai
pavyzdziy, iliustruojaniy, kaip jvairiais atve-
jais randama atvirkstiné funkcija. Musy mok-
sleiviai $ig uzduotj sprendé nelengvai, o sun-
kiausiai — septintajj uZdavinj.

Uzdavinys. Su kuriomis a reik§meémis f(x) =
ax?> +4x +5, x € [=2;1], turi atvirksting

funkcijq?

Sprendimas. Funkcija y = ax?+44x +5 (para-
bolé, kai @ % 0) yra monotoning ir turi atvirks-
ting, kai parabolés vir§iinés abscise (x = —=)
nepriklauso intervalui (—2; 1), t.y. kai a ten-
kina sglygas: (—% £ —2 arba H% =z 1) =
(%\{Oarba%gmzb(0<a < 1 arba
—2<a<0 Kaia=20, f(x) =4x+5
yra tiesiné funkcija, turinti atvirkSting. Taigi
Fx)= ax*+4x 45, x € [—2; 1], turi atvirks-
ting funkcija, kai ¢ € [—2; 1].

Penktoji tema — ,,Optimizavimo uZdaviniai*'.
Jos tikslas — pademonstruoti matematikos ga-
limybes sprendZiant jvairius praktinius uZdavi-
nius ir kuriant matematinius modelius. Sios
uzduoties teorinéje dalyje i§samiai supazindi-
nama su tiesiniy lyg€iy ir tiesiniy nelygybiy bei
ju sistemy sprendiniy aibiy grafiniu vaizdavi-
mu. AiSkinama, kaip galima panaudoti grafi-
kus sprendZiant kai kuriuos optimalaus plana-
vimo uZdavinius, pavyzdZiui, kai reikia suda-
ryti didZiausia pelna duosiantj gamybos plana
ar kai perveZimus reikia organizuoti taip, kad
iSlaidos blity maziausios. Moksleiviai daugiau-
siai klydo nustatydami optimizavimo uzdavinio
sveikaskaiti sprendinj (kurio komponentés yra
sveikieji skaiciai). I§spreskime deSimtajj uzda-
vinj.

Uzdavinys. Dviejy tipy gyvenamieji namai sta-
tomi i dviejy ritsiy detaliy. Pirmo tipo name
yra 12 buty, o antrojo — 16 buty. Pirmo tipo
namui pastatyti reikia 100 pirmos riisies ir 110
antros risies detaliy, o antrojo — 200 pirmos
ritsies ir 90 antros rities detaliy. Kiek vieno
ir kito tipo namy galima pastatyti turint 1400
pirmos risies ir 990 antros risies detaliy, kad
bendras buty skaicius biity didZiausias?
Sprendimas. Matematinj modelj lengviau pa-
raSyti sudarius duomeny lentelg:

Namy tipai Detalés Buty name skaicius
D, | D>
T 100 | 110 12
T, 200 | 90 16
Istekliai 1400 | 990
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Planuojamg pirmo tipo namy skaitiy pazy-
méje x, 0 antrojo — y, gauname tokia apribo-
Jjimy sistema:

110x + 90y < 990,

100x + 200y < 1400,
x=20,y>0.

Buty skaicius z randamas pagal formule z =
12x + 16y. Taigi namy statybos optimalaus
planavimo uZdavinio matematinis modelis yra
toks: rasti max(12x + 16y), kai

x+4+2y < 14,
{ 11x +9y <99,
xz20,y>0.
Si uzdavinj sprendZiame grafiskai (Zr. pav.).
Lygio tiesiy kryptys tokios kaip tiesés z = 0,
kurios lygtis yra 12x 4 16y = 0.

DidZiausia reik§me tikslo funkcija igyja tas-
ke M. Jo koordinates (Z—%; %) randame i§ lyg-
Ciy x+2y = 14ir 11x+49y = 99 sistemos, nes
Siame taSke susikerta tiesés Lyir L. Tasko M
koordinatés néra sveikieji skaitiai, todél po-
ra (-?—%; %) néra §io uzdavinio sprendinys. At-
kreipkime démes; | tai, kad ie$kant sveikaskai-
¢io optimaliojo plano apvalinti rastojo taSko M
koordinates néra tikroji iSeitis. Siame u¥davi-
nyje apvalindami taSko M koordinates gautu-
me taSka (6;4), nepriklausantj leistinajai ai-
bei, nes jis netenkina antrosios nelygybes (Cia
daZniausiai ir klydo moksleiviai!). Tikrajj re-
zultata (4; 5) randame braiZzydami lygio tieses.
Taigi reikia statyti 4 pirmo tipo ir 5 antro tipo
namus.

§c§toji ir septintoji uZduotys skirtos kombi-
natorikos ir tikimybiy teorijos Zinioms pagi-
linti. Jas parengé profesorius Pranas Survila.
Sunkiausiai sekési spresti pirmajj Setosios te-
mos ir devintajj septintosios temos uZdavinius.

Uzdavinys (VI tema). Septynis vienodai atro-
dancius bananus ir 5 skirtingo dydZio apelsi-
nus reikia sudéti | du maielius taip, kad kiek-
viename maiselyje bity po lygiai vaisiy ir ne
maZiau kaip po 2 apelsinus. Kiek yra skirtingy
pakavimo bady, kai: a) maiseliai vienodi; b)
maiseliai skiriasi?
Sprendimas. a) Kai maiSeliai vienodi, uZtenka
atrinkti vaisius  viena maiSelj, o likusius sudeti
i kita. Kadangi apelsinai skirtingi ir ju kiek-
viename maiSelyje turi biiti ne maZiau kaip 2,
tai pirmame maiSelyje gali biti: du apelsinai
ir 4 bananai arba trys apelsinai ir trys bana-
nai. Kai maiSeliai laikomi vienodais, pakanka
apskaiiuoti, keliais biidais galima sukomplek-
tuoti pirmaji maiselj, t.y. C2 - 1 = 10.

b) Kai maiSeliai skirtingi, tai budy yra 10+
10 = 20, nes maiSeliy turinius sukeitus gauna-
ma kitokia pakuote.

Uzdavinys (VII tema). Atsitiktinio dydzio X
tikimybiy skirstinys yra

XL | X X2 | X3 | X4 | X5

Pk | PL|P2| P3| P4 Pﬂ

Atsitiktinio dydzio Y tikimybiy skirstinys toks:

Ye [ Y1 | y2|y3 | v yﬂ
Gk |91 |92 | 93| g4 | g5

Trodykite, kad E(X + Y) = EX + EY.

Pirmasis uZdavinys, misy manymu, visai ne-
sudétingas. Moksleivius galbiit suklaidino sq-
lygos formuluoté apie vienodus ir skirtingus
maiSelius, todél ne visi gavo teisingus atsaky-
mus.

Antrasis yra jrodymo uzdavinys — gal todel
ir suglumino dalj moksleiviy. Nors uZdavinio
formuluoté gana »gresminga®, jis lengvai jvei-
kiamas — pakanka mokeéti sudaryti atsitiktiniy
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dydziy X ir Y sumos X4V skirstinj ir skai¢iuo-
ti matematine viltj pagal Zinomus skirstinius.

Kompleksiniai skaic¢iai mokyklinés matema-
tikos programoje nenumatyti, todél aStuntoji
tema ,,Kompleksiniai skaiciai* LIMM klausy-
tojams buvo visiskai nauja. Docentas Algirdas
Nagelé ja iSdésté gana paprastai ir supranta-
mai, pateiké daug skaiciavimo ir taikymo pa-
vyzdziy. Manome, kad moksleiviams 3i tema
patiko, nes gavome net apie 500 aStuntosios
uzduoties sprendimy. Prastesni buvo devintojo
uzdavinio sprendimo rezultatai. Reik¢jo ras-
ti §aknies </—16 reik§miy aibe ir pavaizduoti
ja geometriSkai. Daugiausia klaidy Cia pasitai-
ke uZrasant skaic¢iy —16 trigonometrine forma:
—16 = 16(cos(mr + 2km) + i sin(wr + 2km)),
kel

Suklydus nebepadéjo né Saknies formulé

po+2km

+ i sin
n n

wo+2km
)

w = 4z = 4/r(cos

Cia @g — pagrindiné kompleksinio skai€iaus z
argumento reik§me, r = |z|, £k =0,1,2,...,
(n—1).

ApZvelgéme visas ketvirtosios LIMM prog-
ramos (2001—2003 mety) temas. Norime pri-
minti, kad tgsdami tradicija parengéme ir jau
isleidome ketvirtaja jaunojo matematiko kny-
gele (Jaunajam matematikui 4, Danieliaus lei-
dykla, 2003). Joje skaitytojas ras visa LIMM
2001-2003 mokslo mety teoring medzZiaga, uz-
duotis ir jy sprendimus.
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