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Mokydamiesi geometrijos mokykloje, susipaZjstame su jvairiomis plokstumos transforma-
cijomis: lygiagrecinoju postimiu, asine ir centrine simetrijomis, posikiu, homotetija ir
kitomis. Visy Siy geometriniy transformacijy bendra savybé yra ta, kad jomis taskai
arvaizduojami | taskus, tiesés — | tieses, atkarpos — | atkarpas (nors ir ne visuomet to
paties ilgio), kampai — | kampus, apskritimai — | apskritimus ir pan. Bet yra tokiy
transformacijy, kurios tieses ,,sulenkia" [ apskritimus, o apskritimus ,,istiesina" | tieses.
Tokios transformacijos — tai inversijos. Nors i§ pirmo Zvilgsnio jos atrodo keistokai,
taciau geometrijoje placiai taikomos ir palengvina daugelio uZdaviniy sprendimg.

Sakykime, kad plokStumoje yra apskritimas 7, kurio centras —
take O, o spindulys lygus R. Taskai M ir M’ yra vadinami inver-
siniais apskritimo I atZvilgiu, jei taskas M’ yra spindulyje OM ir
OM - OM' = R%. Apskritimo centras O neturi inversinio tagko.

Plok§tumos transformacija, kuria kiekvienas plokStumos taSkas
M atvaizduojamas i jam inversinj tafkg M’ apskritimo I atZvilgiu,
yra vadinama inversija apskritimo I atZvilgin. Apskritimas I yra
vadinamas inversijos apskritimu, jo centras O — inversijos centru.
Inversijos centras O neatvaizduojamas | jokj plokStumos taSka ir
jis néra jokio ploks§tumos taSko vaizdas.

I§ apibréZimo matome: jei taSkas M atvaizduojamas i taska M’,
tai taSko M’ vaizdas yra taSkas M. Taigi du kartus atlike tg pa-
&ia inversija, gauname tapatingaja plokStumos transformacija. Kaip
Zinome, tokia savybé blidinga ir aSinei bei centrinei simetrijoms.

Jei taSkas M yra inversijos apskritimo [ viduje, tai OM < R.
Tuomet i§ inversijos apibréZimo gauname, kad OM’ > R, t.y. tafko
M vaizdas yra inversijos apskritimo i§oréje. AnalogiSkai parodoma,
kad inversijos apskritimo i§oréje esancio taSko vaizdas yra inversi-
jos apskritimo viduje, o jei taSkas M yra inversijos apskritime, tai
jis atvaizduojamas pats j save. I pirmo Zvilgsnio atrodantis keistas
faktas, kad ,nedidelis* skritulys atvaizduojamas (ir, be to, abipu-
siSkai vienareikimiskai) i begaling srit, esancia jo iSoréje, neturéty
stebinti: tiek skritulio viduje, tiek jo iSoréje yra be galo daug tasky.

Dabar isiaiSkinsime, kaip rasti ta§ky inversinius vaizdus. Saky-
kime, kad taSkas M yra inversijos apskritimo [/ viduje (1 pav.).
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Nubrézkime spindulj OM ir i§ tasko M iSkelkime jam statmenj
(1 pav.); 8is statmuo kerta apskritima ta$kuose T ir S. Per vieng
Siy taSky (pvz., taska T) bréziame inversijos apskritimo liestine,
kuri kirs spinduli OM taske M’. 1§ trikampiy OTM ir OM'T
pana$umo gauname %in- = —O%l,, t.y. OM . OM' = OT? = R?,
todel taSkas M’ yra tasko M inversinis vaizdas. Jei ta¥kas M yra
inversijos apskritimo iSoréje (2 pav.), tai per ji bréziame apskritimo
liestines MT ir M S; tiesiy OM ir ST sankirtos taskas M’ yra taSko
M inversinis vaizdas. [rodoma taip pat, kaip ir ankstesniu atveju.

1 pavyzdys. Inversija, kurios centras yra taske O, o spindulys
lygus R, taskai A ir B atvaizduojami i taskus A’ ir B’. Irodysime,
kad

R?. AB

‘B = ———, |
4 OA-OB M
Pastebime, kad trikampiai O AB ir O B'A’ turi bendra kampa O
ir pagal inversijos apibrézima OA- OA’ = OB - OB’ = R?, vy,

&5 = 9% (3 pav.). Trikampiai OAB ir OB'A’ yra panass, todel

A8 0A g AB' _ OB __ 0B' 0B _ _R2 X o
pa = op VBl Ty = Gf = Gi - 5F = gigp I8 &air

gaunama (1) lygybe. Pastebékime, kad inversija keiia atstumus
tarp taSku, nes i$ jrodytos lygybés gauname, jog AB = A'B’ tada
ir tik tada, kai OA - OB = R?; bendru atveju AB £ A’B’,

2 pavyzdys. Irodykime, kad bet kokiam keturkampiui ABCD yra
teisinga nelygybe AB-CD+ BC - AD > AC - BD.

Nagrinékime inversija su centru taske A ir bet kokiu spinduliu R.
Taskai B, C, D atvaizduojami i taskus B, C’, D' (4 pav.), kuriems
teisinga trikampio nelygybé B'C’ 4+ C'D’ > B'D'. Pasinaudoje¢ (1)

2 2 2 i
lygybe, gauname nelygybe £75¢ + £.CD L-BD Padauging

abi Sios nelygybeés puses i§ AZACAD oq)00me ieSkoma nelygybe.
yg P R2 8 yey

Sakykime, kad inversija apskritimo 7 su centru O ir spinduliu R
atzvilgiu takai A ir B atvaizduojami j ta¥kus A’ ir B’ Kaip jau
matéme 1 pavyzdyje, trikampiai OAB ir OB'A’ yra panasiis. Si
svarbi inversijos savybé padeda braiZant tiesiy ir apskritimy inver-
sinius vaizdus.

Sakykime, kad ties¢ ! eina per inversijos centrg O. Pagal in-
versijos apibréZima bet kuris tiesés / takas atvaizuojamas j taska,
esantj ties€je /, todél tiesé /, einanti per inversijos centra, atvaizuo-
Jjama pati | save.

Jei ties¢ [ neina per inversijos centra O, tai bréfiame statmenj
OA L I (5 pav.) ir randame tasko A € / inversinj vaizdg A’.
Jei kito tiesés / tasko M vaizdas yra taskas M’, tai pagal jrodyty
inversijos savybe ZOAM = ZOM'A’. Bet ZOAM — 90°, todel
ir kampas O M'A’ yra status. Taigi ta¥kas M’ yra apskritime, kurio
skersmuo yra atkarpa O A’. Todél tiesés, neinandios per inversijos
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centrg O, vaizdas yra apskritimas, einantis per inversijos centra
(aiSku, taSkas O néra jokio tasko vaizdas, todél tiksliau sakome,
kad tiesés, neinancios per inversijos centra vaizdas yra apskritimas
be taSko O, einantis per inversijos centra). Be to, take O 3io
apskritimo liestine yra lygiagreti su tiese /.

1 uZduotis. [rodykite, kad apskritimo w, einanéio per inversijos
centrq O (be tasko O), vaizdas yra tiesé, neinanti per inversijos
centrq ir lygiagreti su apskritimo w liestine taske O.

Sakykime, kad apskritimas o neina per inversijos centrg O. Su-
Junkime jo centrg Q su inversijos centru tiese, kertancia apskritima
w taSkuose A, B, ir raskime iy tagky vaizdus A’, B’ (6 pav.).

Imkime bet kokj apskritimo o taSka M, kuris atvaizduojamas

| taSka M’. Tuomet ZA'M'B' = LOM'A' — ZOM'B’. Bet
LOMA = LOAM, Z/OM'B' = ZOBM, LZOAM = ZAMB +
ZABM (pagal priekampio savybe). Todel ZA'M'B' = ZOM'A’ —
ZOM'B" = /ZAMB + ZABM — ZOBM = 90° 4+ ZOBM —
ZOBM = 90°, t.y. taSkas M’ yra apskritime, kurio skersmuo —
atkarpa A’B’. Taigi apskritimo, neinanéio per inversijos centrg vaiz-
das yra apskritimas, taip pat neinantis per inversijos centra.
3 pavyzdys. ApibréZto apie inversijos apskritimg 7 lygiakrascio
trikampio ABC vaizdas yra figiira, sudaryta i§ trijy lanky — A’B’,
— B'C’ ir — C'A’, nes tiesés AB, BC ir CA atvaizduojamos |
apskritimus, einancius per inversijos centra O ir lieCiancius §ias
tieses (7 pav.). Kvadrato ABC D, ijbréZto | inversijos apskritima 7,
vaizdas yra figlira, susidedanti i§ apskritimy, einanciy per taSky tre-
jetus (O, A, B), (O, B,C), (0,C, D), (O, D, A), lanku, esanciy
inversijos apskritimo iSoréje (8 pav.). Kvadrato ABC D ribojamos
plok§tumos dalies vaizdas yra plokStumos dalis, ribojama mine-
ty apskritimy lanky ir esanti inversijos apskritimo iSoréje. Taigi
apréZty figury (tokiy kaip kvadratas) inversiniai vaizdai gali biti
neapréZtos figiros.

2 uzduotis. NubraiZykite | inversijos apskritimq [bréito taisyklin-
gojo trikampio vaizdq ir apie inversijos apskritimq apibréito tai-
syklingojo Sesiakampio vaizdq. Nurodykite, | kq atvaizduojamos iy
figiiry vidinés sritys.
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3 uzduotis. NubraiZykite rombo ABC D, kurio virsinés A ir C yre
inversijos apskritime, o virsiinés B ir D jam nepriklauso, inver-
sini vaizdq. Nurodykite, | kokiq figiirq atvaizduojama $iuo rombu
apribota plokstumos sritis.

4 pavyzdys. Yra du apskritimai ir takas A, nesantis né vieno ju
viduje. I8siaikinkime, kiek gali biiti apskritimy, einangiy per taSka
A ir lietianciy duotuosius apskritimus.

Sakykime, kad | ir w; yra du apskritimai, o ta¥kas A néra né
vieno jy viduje (9 pav.). Tarkime, kad apskritimas w eina per taska
A ir lie¢ia apskritimus ) ir w;. Nagrinékime inversija, kurios
centras — taske A, o spindulys bet koks. Kaip jrodyta anks&iau, §ia
inversija apskritimai ) ir w, atvaizduojami i apskritimus w] ir w),
o apskritimo w vaizdas yra tiesé [, neinanti per inversijos centra bei
lieCianti apskritimus w) ir o).

Taigi uzdavinj naudojantis inversija galima suformuluoti papras-
Ciau: kiek yra tiesiy, lie¢iangiy du apskritimus w) ir w}. Atsakymas
i 8i klausima visiems Zinomas: gali buiti nuo 0 iki 4 tiesiy, lie¢iandiy
du apskritimus (10 pav.). Atlikus ta padia inversija, apskritimai w|
ir wj atvaizduojami i apskritimus w; ir w,, tiesé I’ — i apskritima,
einantj per taska A ir lie¢iantj duotuosius apskritimus. Todél atsa-
kymas | uZdavinio klausima yra toks: priklausomai nuo apskritimy
ir ta8ko tarpusavio padeéties, gali egzistuoti nuo 0 iki 4 apskritimy,
einanCiy per duotajj ta¥ka ir lie¢ian&iy du duotuosius apskritimus.

Mokykloje per geometrijos pamokas daZniausiai nagrinéjami kam-
pai tarp tiesiy. TaCiau galima apibréZti ir kampus tarp kity susiker-
tanciy kreiviy. Sakykime, kad tiesé ! kerta apskritimg v taSkuose
Air B, o ties¢ m yra apskritimo w liestiné take A. Smailusis arba
statusis kampas tarp tiesiy / ir m yra vadinamas kampu tarp tiesés
L ir apskritimo w. Aigku, kad tas pats kampas gaunamas ir taske B
(11 pav.). Tiesé / yra statmena apskritimui w, jei Ji eina per apskri-
timo centra; jei tiesé lieSia apskritima, tai kampas tarp jy lygus 0°.
Jei apskritimai w) ir wy kertasi tatkuose A ir B, o tiesés [ ir m yra
$iy apskritimy liestinés taSke A, tai smailusis arba statusis kampas
tarp tiesiy / ir m yra vadinamas kampu tarp apskritimy w) ir w,.
Del simetrijos apskritimy centrus jungiantios tiesés atzvilgiu, tas
pats kampas yra ir kitame jy sankirtos taske B (12 pav.). Jei O ir
O yra apskritimy centrai, tai kampas tarp apskritimy w; ir ws yra
lygus kampui tarp tiesiu O1A ir 02 A, nes fios tiesés yra statme-
nos apskritimy liestinems / ir m. Jei apskritimai w; ir w, liegiasi
taSke A, tai kampas tarp ju lygus 0°. Jei apskritimai (arba tiesé ir
apskritimas) neturi bendry tasky, tai kampas tarp jy neapibréZtas.

Irodysime svarbig teorema, kuri daZnai vadinama pagrindine in-
versijos savybe.
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Teorema. Kampas tarp apskritimy wy ir wy (arba kampas tarp
tiesiy w ir wy, arba kampas tarp tiesés wy ir apskritimo w3) yra
lygus kampui tarp jy inversiniy vaizdy a)’l ir a)’z.

[rodymas. ISnagrinésime keletg atvejy.

1. Jei w; ir wy yra tiesés, einancios per inversijos centra O, tai
jos atvaizuojamos | save ir §iuo atveju teorema teisinga.

2. Jei w) ir wy yra tiesés, neinancios per inversijos centra O
ir susikertancios taske A, tai ju inversiniai vaizdai yra apskritimai,
einantys per taskq O ir taskqg A’ — tasko A vaizda. Siy apskritimy
liestinés taSke O yra lygiagre€ios su duotosiomis tiesémis, todél
kampas tarp Siy liestiniy lygus kampui tarp duotyjy tiesiy. Taigi
Siuo atveju teorema teisinga.

3. Jei w) ir wy yra dvi lygiagreCios tiesés, né viena i§ kuriy neina
per inversijos centrg O, tai jy inversiniai vaizdai yra du taske O
besilieCiantys apskritimai (paaiSkinkite, kodel). Taigi ir tieses, ir jy
vaizdai sudaro 0° kampus.

4. Jei w) ir wy yra du apskritimai, einantys per inversijos cent-
rg O, tai jy vaizdai yra dvi tiesés, neinancios per taSka O. Jei
duotieji apskritimai taSke O kertasi, tai jie kertasi dar viename tas-
ke A. Todeél juy vaizdai — tiesés /] ir I; kertasi taSke A’, kuris yra
taSko A inversinis vaizdas. Kadangi tiesés I] ir [ yra lygiagretios
su apskritimy w ir wy liestinémis taSke O, todél kampas tarp tiesiy
1 ir 25 lygus kampui tarp duotyjy apskritimy. Jei apskritimai w)
ir wy ta8ke O lieciasi, tai ju vaizdai yra lygiagrecios tiesés (nes jei
tos tiesés kirstysi taske A’, tai jis bty ta§ko A, priklausancio abiem
duotiesiems apskritimams, vaizdas). Taigi ir kampas tarp duotyjy
apskritimuy, ir kampas tarp ju vaizdy lygus 0°. Todél ir §iuo atveju
teoremos tvirtinimas yra teisingas.

5. Jei w) ir wy yra du susikertantys apskritimai, neinantys per
inversijos centrg O, tiesés /) ir Iz — ju liestinés, iSvestos sankir-
tos taSke A (13 pav.), tai §iy liestiniy vaizdai yra apskritimai /] ir
I5, einantys per inversijos centra bei lie¢iantys duotujy apskritimuy
vaizdus w| ir o) taSke A’, kuris yra taSko A inversinis vaizdas.
Kadangi apskritimai {{ ir w] lietiasi tafke A’, tai tame tagke jy lies-
tinés sutampa; analogiSkai apskritimai /5 ir w; taSke A’ turi bendrg
liesting. Taigi kampas tarp apskritimy o) ir @} yra lygus kampui
tarp apskritimy /] ir /5. Bet remiantis 4 atveju kampas tarp apskri-
timy /[ ir [5 yra lygus kampui tarp tiesiy / ir [, t.y. kampui tarp
duotyjy apskritimy.
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Taigi kampas tarp apskritimy @{ ir @) lygus kampui tarp apskri-
timy w; ir w», o tai ir reikéjo jrodyti.

4 uzduotis. Baikite [rodyti teoremq, isnagrinédami atvejus, kal w
ir wy yra: a) tiesé ir apskritimas, einantis per inversijos centrq;
D) tiese, einanti per inversijos centrq, ir apskritimas, neinantis per
Ji; ¢€) tiesé, neinanti per inversijos centrq, ir apskritimas, einantis
per ji; d) tiesé ir apskritimas, neinantys per inversijos centrq.

S pavyzdys. Sakykime, kad w) ir wy yra du apskritimai, taSkas A
nepriklauso né vienam i§ ju. [rodysime, kad egzistuoja vienintelis
apskritimas, einantis per taSkq A, statmenas duotiesiems apskriti-
mams.

Tarkime, kad apskritimas e eina per tagka A ir statmenai kerta
apskritimus w, ir wy (14 pav.). Nagrinéjame inversija, kurios cent-
ras — taSke A, o spindulys R — bet koks. Sia inversija apskritimai
w ir wy atvaizduojami j apskritimus o ir wj, o apskritimas @ —
1 ties¢ I'. Kadangi inversija nekeitia kampuy, tai tiesé // yra statme-
na apskritimams @ ir ), taigi ji eina per §iy apskritimy centrus.
Vadinasi, egzistuoja vienintelé tiesé¢ /', statmena apskritimams @) ir
wy, jos inversinis vaizdas yra vienintelis apskritimas w, einantis per
taska A ir statmenas duotiesiems apskritimams w| ir wy. Pastebé-
kime, kad ta¥kui A esant apskritimy w; ir wy centrus jungiancioje
tieséje, per ji eina ne apskritimas, o tiesé, statmena duotiesiems
apskritimams.

6 pavyzdys. Duotas iskilusis keturkampis ABC D. Apie trikampius
ABC ir ABD apibrézty apskritimy sudaromas kampas yra lygus
apie trikampius ACD ir BCD apibrézty apskritimy sudaromam
kampui. Irodysime tai.

Sakykime, kad wi, wa, w3 ir wy yra atitinkamai apie trikampius
ABC, ABD, ACD ir BCD apibrézti apskritimai. Atlikime in-
versija, kurios centras — tadke A, o spindulys bet koks. Tasko B
vaizdas yra taSkas B’, tasko C — taskas C’, o tasko D — tagkas D'
(15 pav.). Tuomet apskritimo w; vaizdas yra tiese B'C’, apskriti-
mo wy vaizdas — ties¢ B'D’, o pagal pagrindine inversi jos savybe
kampas tarp apskritimy @ ir wp lygus kampui C’B’D’. Apskri-
timo w3 vaizdas yra ties¢ C'D’, o apskritimo wy — apskritimas,
einantis per taSkus B’, C’ ir D’. Taigi kampas tarp apskritimy ws
Ir wg yra lygus kampui tarp tiesés C'D’ ir apskritimo, einanéio per
taskus B’, C' ir D’. Kadangi ir §is kampas, ir kampas C’'B’'D’ yra
lygus pusei lanko C'D’, tai kampas tarp apskritimy w; ir w; lygus
kampui tarp apskritimy w3 ir ws.

7 pavyzdys. Yra du apskritimai w, ir w3, neturintys bendry tasky.
Tuomet egzistuoja inversija, kuria Sie apskritimai atvaizduojami j
koncentrinius apskritimus. Irodysime tai.
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Sakykime, kad apskritimy w; ir @ spinduliai yra ry, r2, ju centrai
— taskai Oy, O,, o atstumas tarp centry lygus d. Tieséje OO, vi-
suomet egzistuoja taSkas C, i§ kurio abiem apskritimams nubréZtos
liestinés CTy ir CT; yra lygios (16 pav.). IS tikryjuy, jei O;C = x,
tai i§ lygybés CTy = CT, gauname, kad x? — r? = (d — x)* — r3,

X rlzmrfﬂlz i J"-?—J"]3+n’2 ; w
arba x = —=3—. Tuomet 0,C =d —x = 2——, t.y. tafkas
: . —— ; 22 .
C yra atkarpoje O;0; ir dalija ja santykiu %l% = ';2_'—:1_{:,-; I3
2 3—r;

ta¥ko C, kaip i¥ centro, spinduliu CT} = CT; nubréZiame apskriti-
mg w, kuris yra statmenas duotiesiems apskritimams (paaiskinkite,
kodel). Vieng i$ taSky, kurivose Sis apskritimas kerta tiese 005,
pazymime O ir nagrinéjame inversija su centru take O. Sia in-
versija apskritimai w; ir w; atvaizduojami i apskritimus w| ir wy,
o apskritimas w — j tiesg /', statmeng apskritimams )| ir o). Taigi
tiese [’ jungia apskritimy w| ir @} centrus ir nesutampa su tie-
se 0103, nes ji neina per taSkg O. Kita vertus, taSkai O, O) ir
O, yra vienoje tieséje, todél apskritimy w) ir ) centrai yra toje
padioje tieséje O;0,. Kadangi tiesés !’ ir O; 0, nesutampa, tai
apskritimy w] ir o) centrai ir tieséje ', ir tieséje 010, gali biti
tik tada, kai jie sutampa, t.y. apskritimai | ir w} yra koncentri-
niai. Taigi bet kuria inversija apskritimai w); ir wj, kuriy centras
yra taSke O, atvaizduojami i koncentrinius apskritimus.

I

O] (@) C 0 wy =
(O] [¢3}

5 uzduotis. ISnagrinékite, kaip pasikei¢ia samprotavimai, kai vie-
nas i§ apskritimy yra kito viduje.

Pateikiame dar keletg uzdaviniy, kuriy sprendima palengvina tin-
kamai panaudotos inversijos.

1. Yra tiesé a ir du plokStumos tadkai toje padioje liesés puséje. Kick egzis-
tuoja apskritimy, einan€iu per tuos taskus ir lie¢iangiy tiesg a?

2, Yra apskritimas ir du tagkai, abu i§sidéste arba jo iSor¢je, arba viduje. Kick
egzistuoja apskritimy, einan€iy per tuos taSkus ir licCian€iy apskritima?

3. Per taska A, esantj apskritimo iSoréje, nubréZta tiesé [, ncinanti per ap-
skritimo centra O ir kertanti apskritima taskuose M ir N. Tadkai M’ ir
N’ yra simetriki taskams M ir N tiesés OA atZvilgiu, o tieses MN' ir
M'N kertasi taske A’. Irodykite, kad taSkas A’ nepriklauso nuo tieses /
parinkimo.

Nurodymas. Isitikinkite, kad taSkas A’ yra inversi§kas taSkui A duotojo
apskritimo atZvilgiu.
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. I skritulio nuopjova jbré#ta n apskritimu; antrasis lietia pirmajj ir treciaji,
tre€iasis — antrajj ir ketvirtajj ir t.t. Jrodykite, kad ibreZluju apskritimy
lictimosi taskai yra viename apskritime.

- Per taskus A ir B eina apskritimai w; ir w,, lie€iantys apskritima e, ir
apskritimas w3, statmenas apskritimui e. [rodykite, kad apskritimas w3
sudaro lygius kampus su apskritimais w| ir ws.

Nurodymas. ISnagrinékite inversija, kurios centras yra taSke A.

. Du apskritimai kertasi tafkuose A ir B. Apskritimg w) jic iSorigkai lictia
taSkuose A; ir By, o apskritimg w» — taskuose As ir By, Irodykite, kad
apie trikampius AA| B} ir AA;B; apibréiti apskritimai licGiasi,
Nurodymas. Isnagrinckite inversijy su centru A ir pasinaudokite apskritimy
vaizdy homotetiSkumu, '

- Apskritimas e yra apskritimo w; viduje. Nubré#ti dar keturi apskritimai,
kuriy kiekvienas lietia apskritimus @) ir w,, taip pat dar du i§ likusiy trijy.
Irodykite, kad gauti keturi lietimosi taskai yra viename apskritime.
Nurodymas. Pasinaudoje 7 pavyzdZiu, atvaizduokite apskritimus w) ir w; |
koncentrinius apskritimus.

a4+ w



