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Pacioje 2003-yjy mety pabaigoje leidykla TEV isverté [ lietuviy kalbq ir isleido Zymaus latviy
matematiko, profesoriaus Agnio AndZanso vadovaujamo autoriy kolektyvo knygele ,, Invarianty
metodas®. Invariantai — labai jdomi matematikos sritis, lavinanti loginj mqstymaq.

INVARIANTY .
METODAS Stos knygeles vertéjo straipsnelyje pateikiama keletas tokio pobiidZio uZdaviniy.

UZdavinius apie tam tikros padéties raidg Zingsnis po Zingsnio kartais pavyksta i§spresti invarianty
metodu. Sio metodo esmé — surasti ir pasinaudoti tam tikra nekintania padéties savybe.

Siek tiek susipaZinkime su invarianto savoka bei uzdaviniais, sprendZiamais invarianty metodu.
Jeigu kam patiks duotieji pavyzdZiai, knygeléje galés rasti daug pana$iy uZdaviniy. Beje, knygeléje
yra ir §iy uZdaviniy sprendimai.

Invariantu, arba invariantiniu dydZiu, vadiname tokj dydj, kuris nagrinéjamame procese nekinta.

Invarianty metodo esmé. Yra daug uZdaviniy, kurivose reikia nustatyti, ar atliekant tam tikras
operacijas galima gauti nurodyta rezultaty. Jei teisingas atsakymas ,,Ne", tai tokig iSvadg daZnai
pavyksta pagristi invarianty metodu.

Panagrinékime keleta invarianty metodo taikymo pavyzdZiu.

Papras¢iausi yra aritmetiniai invariantai, susije su lyginumut.

1 pavyzdys. Yra 10 audinio gabaly. Kai kurinos i§ jy sukarpius | 5 arba 7 dalis, visi gautieji
gabalai sumaisomi ir kai kurie i§ jy vél sukarpomi j 5 arba 7 dalis ir t.t. Ar po kurio nors
skaiciaus tokiy karpymy galima gauti 1997 gabalus?

Sprendimas. Siek tiek pasvarstg, tikriausiai nuspresime: nejmanoma. Dabar patyrinékime
sprendimo eiga, suskirstg ja Zingsniais.

I Zingsnis. Imkime viena audinio gabalg ir sukarpykime i 5 dalis:

1 pabalas . 5 gabalai
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1 pav.

Taigi gabaly skai¢ius po vieno sukarpymo padidéja 4 vienetais, nes 5 — 1 = 4.
Imkime kitg audinio gabalg ir sukarpykime | 7 dalis:

1 gabalas 7 gabalai
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2 pav.
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Invarianty metodas 13

Gabaly skaiCius po Sio sukarpymo padidéja 6 vienetais: 7 — 1 = 6.
2 Zingsnis. Toliau tyrinékime sprendimo eiga. I§ pradziy yra 10 gabaly. Viena gabalg sukarpius
15 dalis, gabaly skaiCius padidéja 4 vienetais, t.y. gaunama 10 +4 = 14 gabaly.
Kitg gabalg sukarpius | 7 dalis, gabaly skaitius padidéja 6 vienetais ir gaunama 10+ 6 = 16
gabaly.
Isvados:
a) jei pradinis gabaly skaicius buvo 10 (lyginis skai&ius), tai sukarpius vieng gabala gaunama
14 arba 16 (lyginj skaiCiy) gabaly;
b) atliekant nurodytas operacijas, audinio gabaly skai¢iaus lyginumas nesikei&ia (buvo lyginis
skaiCius ir lieka lyginis), todél niekada negausime nelyginio skaitiaus audinio gabaly.

Invariantiné savybé — gabaly skaiCius yra lyginis.

DaZnai invariantine savybe renkamés ne teiginj ,,yra lyginis skaitius* arba »yra nelyginis skai-
Cius“, bet teiginj ,,dalijasi i§ 3* arba ,»nesidalija i§ 3,

2 pavyzdys. MiSke auga 36 grybai. Pirmos dienos ryte vienas grybas nuvirto, bet ifaugo 4 nauji.
Taip atsitinka kiekvienq kitq dienq — vienas nuvirsta, 4 iSauga. Kuriq dienq Siame miske bus
15037 grybai? ‘

Sprendimas. Nustatykime, koks yra vienos dienos gryby skaitiaus miske pokytis. Jei migke
iSauga 4 nauji grybai ir 1 nugriliva, tai gryby skaiGius miske padidéja trimis, nes 4 — 1 = 3,
Taip vyksta kiekvieng diena. Pradinis gryby skai&ius dalijasi i§ 3, taigi jis dalijasi i§ 3 visg laika.
Norédami nustatyti, ar kada nors miSke bus 15037 grybai, tikriname, ar skaigius 15037 dalijasi
15 3. Bet Sis skaiCius nesidalija i§ 3 be lickanos, todél nebus tokios dienos, kad miske biity 15037
grybai.

Invariantiné savybé — gryby skaicius dalijasi i§ 3.

Invarianty biina ir algebriniy, o invariantinis dydis gali biiti suma, skirtumas ar elementy skai-
¢ius.

3 pavyzdys. Sesiose kubo virsinése {rasyti nuliai, o dviejose — vienetai (3 pav.). Vienu éjimu
leidZiama pasirinkti bet kuriq kubo briaunq ir prie jos abiejuose galuose parasyty skaiciy prideti
po 1. Ar egzistuoja tokia seka éjimy, po kuriy visose kubo virsiinése bitty jrasyti vienodi skaiciai?

1 0 1 0

0 0 0 0
0 0 0 0

3 pav. 4 pav.

Sprendimas Pirmiausia nuspalvinkime 4 kubo vir§ines, kaip parodyta 4 paveiksle. Nuspalvinto-
se virSunése jraSyty skaiCiy suma lygi 2, o nenuspalvintose — lygi 0. Siy sumy skirtumas lygus 2.
Kiekviena briauna turi viena nuspalvinty ir vieng nenuspalvinta vir§ting. Pasirinkus briaung ir
abiejuose jos galuose pridéjus po 1, vienu metu ir juodose, ir baltose virsiinése jraSyty skaiciy
suma padidinama vienetu, todél $iy virSiniy skai¢iy sumy skirtumas nesikeiia. Taigi jis visg
laikg yra lygus 2. Tam, kad visose vir§linése jrafyti skaitiai tapty vienodi, §is skirtumas turéty
buti lygus 0, bet tai yra negalima.
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14 L. Narkeﬁié’ius

Invariantiné savybé — nuspalvintose ir nenuspalvintose vir§iinése jrafytu skaiciy sumy skirtumas
yra pastovus dydis, t.y. lygus 2.
Viena i§ algebriniy invarianty rusiy yra periodi§kumas.

4 pavyzdys. Begaliné skaiciy seka 1,2,3,5,8,3,1,4,5,9,4,3,7,0,7,7, ... sudaryta taip:
pirmieji du skaiciai yra 1 ir 2, o kiekvienas kitas skaicius, pradedant trecivoju, yra dviejy prie§
Jji einandiy skaiciy sumos paskutinis skaitinuo. Ar §ioje skaiciy sekoje yra greta stovintys skaicial
2 ir4?

Sprendimas. Lyginius skaiCius pazymékime p, o nelyginius — n.

Tada skaiciy seka atrodo taip: n, p,n; n, p,n;n, p,n; n, p,n; ....

Sioje sekoje periodidkai kartojasi grupé (n, p,n). Sekoje niekur néra greta dviejy lyginiy
skaidiy, taigi Sioje sekoje niekur greta nebus skaiciai 2 ir 4.

Invariantiné savybé — sekoje periodiSkai kartojasi grupe (n, p, n).

Biina ir geometriniy invarianty — pavyzdZziui, invariantinis dydis gali buti plotas.

5 pavyzdys. Plokstuma padalyta | vienodus kvadratélius kaip languotas popieriaus lapas. PaZy-
métos 6 kvadratéliy virsinés: A, B, C, D, E, F (5 paw.).

TR0 I
i 1
o
L E 2
4, .
: X # Y i
5 pav. 6 pav.

Virsianese A, B, C stovi figitros. Vienu éjimu leidZiama pasirinkti dvi bet kurias figiiras X ir
Y ir perkelti figiirq X per Y taip, kad figiiros X buvusi bei naujoji virSanés biity vienoje tieséje,
be to, atstumas tarp figiry X ir Y tasky likty nepakites (6 pav.). Ar po keleto tokiy éjimy gali
susidaryti situacija, kad figiira i§ tasko A persikels | taskq D, i§ B—j E, 0 i§ C — | F?

Sprendimas. TaSkus, kuriuose stovi figliros, pazymékime F, F, F3. Atliekant éjimus trikampio
F| F> F5 plotas nesikei&ia.

I§ tikryju, A F) Fo F3 it AF{ F> F3 pagrindai F| F, ir FjF; lygis ir bendra aukStine, taigi ju plotai
lygiis (7 pav.).

7 pav.

O §tai AABC ir ADEF plotai nelygis, todél saglygoje minimos situacijos negausime.

Invariantiné savybé — figliry sudaromo trikampio plotas nesikeiCia.

Visi #monés mégsta jvairius Zaidimus. Pasirodo, kad ir Zaidimuose padeda invariantai. Tiesa,
tai gal Siek tiek netradiciniai Zaidimai.
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6 pavyzdys. Du lokiukai — Lepeskiukas ir Kudlivkas deélioja medaus statinaites kvadrate, kuris
sudarytas i§ 5x5 langeliy. Vienu éjimu leid%iama padéti | medaus statinaite viename langelyje
arba 2 medaus statinaites po vieng dviejuose gretimuose langelivose, jei jie yra laisvi. Tas lokiu-
kas, kuris negali atlikti éjimo, pralaimi, o lokiukas, kuris laimi, pasiima visas medaus statinaites.
Kuris lokiukas, teisingai Zaisdamas, visada gali laiméti (Zaidimq pradeda Lepeskiukas)?

Sprendimas. Pirmu éjimu LepeSkiukui reikia padeti vieng medaus statinaitg j kvadrato centry
(8 pav.).

8 pav.

Antru €jimu antrasis Zaidéjas — Kudliukas savo medaus statinaitg (arba dvi) gali pastatyti bet
kurioje vietoje. Tretiu ¢jimu Lepeskiukas pastatys medaus statinaite (atitinkamai dvi statinai-
tes) simetriSkai kvadrato centro atZvilgiu Kudliuko pastatytai statinaitei (statinaitéms). Ir toliau
LepeSkiukas ZaidZia panaSiai.

Jei Kudliukas gali atlikti eilinj éjima, tai yra galimas simetrigkas e¢jimas, kurj atliks Lepeskiukas.

Taigi Zaidimg laimés Lepeskiukas, t.y. pirmasis Zaidéjas.

Kelety invarianty metodo taikymo uZdaviniy pabandykite iSspresti savarankigkai.

1.

Lentoje uZraSyti skaitiai 1, 2, 3, ..., 10. Vienu éjimu leidZiama iSsirinkti bet kuriuos du i
ju ir prie abiejy pridéti po vienetg. Ar po keliy ¢jimy galima pasiekti, kad visi skaitiai tapty
vienodi?

Yra miesto Zemélapis su 1996 lemputémis. Kiekviena lemputé turi atskira jungiklji. Vienu
metu galima keisti bet kuriy 26 lempugiy jungiklio padétj. I§ pradZiy yra uZdegta 17 lempuéiy.
Ar galima uZgesinti visas lemputes?

- Naturalyjj skai€iy kas minute galima arba dauginti, arba dalyti i§ 2 ar i§ 3. Ar po 60 minuéiy

skaiCius 24 gali buiti pavirtes skai¢iumi 108?

Kvadratiné lentelé sudaryta i§ 4 x 4 langeliy, ir j kiekvieng langelj jrasytas Zenklas ,, - arba
»— (9 pav.). Vienu &jimu leidZiama keisti Zenklus visuose langeliuose, esandiuose vienoje
ciluteje, viename stulpelyje arba vienoje istrizainéje (jstriZaine apibréZiama taip pat kaip 7
pavyzdyje). Irodykite, kad, nors ir kiek tokiy keitimy atliktume, nepavyks gauti lenteles,
kurioje buty tiktai Zenklai ,, 4 .

+ |+ [+]+
+ [+ |+ |+
=+ |+ |+
+ |+ |+ [+
9 pav.

Jonas turi 15 etikeCiy. Pirma savaite jis mokykloje kiekvieng dieng iskeitia 1 etikete | 4
etiketes. Taip jis daro kiekviena savaite. Savaitéje yra 5 mokymosi dienos. Kurios dienos
vakare Jonas turés lygiai 113 etike&iy?

Su naturaliuoju skaiCiumi galima atlikti Sias operacijas: pridéti prie skai¢iaus jo skaitmeny
sumg arba ja i§ jo atimti. Ar atliekant tik Sias operacijas i§ skai&iaus 41 galima gauti skaiciy 917
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