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Funkcijy vaizdavimas ,,Dinaminéje geometrijoje‘

Laura Stepanauskiené
Laura.Stepanauskiene @banga.lt

Straipsnyje aptariama, kaip , Dinaminés geometrijos' aplinkoje paciam susikurti
projektus, naudingus jvairioms funkcijoms nagrinéti. Jau sukurty projekty, jif ap-
rasymu ar pagalbos juos kuriant galima rasti , Dinaminés geometrijos* svetainéje:
http://www.ipc.ltfemokykla/vartai/dinamine_geometrija.

Kompiuteriné mokomop programa ,.Dinaminé geometrija“ gali buti pladiai taikoma ne tik geo-
metrijos pamokose. Siame darbe apraSyta funkciju grafiky braiZymo technika, nors po pirmos
paZinties su programa net nepagalvotume, kad Sioje aplinkoje galima braiZyti grafikus. ,,Dinami-
néje geometrijoje” funkeijy vaizdavimas kur kas sudétingesnis, atimantis daugiau laiko, bet yra
idomesnis nei kitose specialiose grafiky braiZymo programose. Norint nubraizyti funkcijos grafika
»Dinaminés geometrijos* aplinkoje, reikia Zinoti funkcijos apibrézima.

« Pirmiausia nurodoma funkcijos apibréZimo sritis.

« Toje srityje pasirenkamas laisvai judantis taskas A — vienas apibréZzimo srities taskas. Apskai-
c¢iuojama to tasko x koordinaté. Taip gaunamas vienas i§ dviejy tarp saves susijusiy kintamuju
dydZiy, kuriam laisvai parenkamos skaitinés reik§mes i§ funkcijos apibréZzimo srities. Jis va-
dinamas nepriklausomu kintamuoju dydziu, arba argumentu.

» Tuomet pagal nurodyta funkcing priklausomybe y = f(x) apskaiiuojama priklausomo kin-
tamojo y reikmé. Taip gaunamas antrasis kintamas dydis, kurio skaitiné reik§meé kinta
priklausomai nuo pirmojo kintamojo dydZio skaitiniy reik¥miu. Jis vadinamas priklausomu
kintamuoju dydZiu, arba to pirmojo kintamojo dydZio funkcija.

» Gauta tarp saves susijusiy kintamujuy dydZiy x ir y skaitiniy reik¥miy pora vaizduojama
koordinaciy plok$tumos taSku. Taip gaunamas funkcijos grafikui priklausantis ta§kas. Dabar
jau galima stebéti §iy kintamyjy dydziy priklausomybe. TaSkui A slenkant abscisiy agimi, t. y.
kei€iant x reikSme, matyti, kaip kinta nuo jos priklausanti y reik¥meé: plok§tumoje bréZiamas
nurodytos funkcijos y = f(x) grafikas.

» Norint grafika matyti, reikia palikti tasko, kurio koordinatés yra (x; y), pédsaka, kai taskas A
juda abscisiy a¥imi. Tam sukonstruojamas pagal nurodyta funkcinj sary%j gauto tasko (x; y)
hodografas, kai taSkas A(x; 0) perbéga visas apibréZimo srities reik§mes.

Funkcijos apibréZimo srities vaizdavimas ,,Dinaminéje geometrijoje‘

DaZnai funkcijos apibréZimo sritis (funkcijos argumento jgyjamos reik§més) yra visa realiyjy
skaiCiy aibe. ,Dinaminéje geometrijoje** tokia apibréZimo sritis vaizduojama labai paprastai —
abscisiy aSyje pasirenkamas laisvai judantis taSkas A (1 pav.), kurj stumdant abscisiy aSyje, jo
koordinaté x4 kinta nuo —co iki 4o0.
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Jei apibréZimo sritis yra intervalas, tai pirmiausia abscisiy aSyje sukonstruojama atkarpa ir joje
pasirenkamas laisvai judantis taSkas A. Parodytame 2 paveiksle taSkas A yra apribotas intervalu
nuo —3 iki 4.

Funkcijos grafiko braizymo pavyzdys

Naudodamiesi ,,Dinamine geometrija* nubraiZykime kokios nors funkcijos, pavyzdZini, f(x) =
2x — 1 (apibréZimo sritis — visa realiyjy skaiciy aibe), grafika (3 pav.)

fet
A:(2,0; 0,0)

X_.|=2,0

2'_1'_,3—-1=3,U

=;=;=’:0“ bttt
3 pav.

Grafikas braiZzomas atliekant nurodytus Zingsnius.

Pastaba. Riestiniuose skliaustuose {...} paraSyta, kaip dirbant su ,Dinamine geometrija*“ atliekamas nurodytas
veiksmas. Kursyvu nurodomos konkrecios meniu komandos, kurias reikia pasirinkti.

1.

2.

Breéziniy lape sukuriama koordinaiy sistema.

{Grafikas/BreéZti asis)

Abscisiy aSyje pasirenkamas laisvai judantis taSkas A (netinka taskas, vaizduojantis vienetinj
ilgi).

{Pazymima Ox aSis ir pasirenkama komanda Konstravimas/Taskas ant objekto}
UZraSomos taSko A koordinatés.

{PaZymimas taSkas A ir pasirenkama komanda Matavimas/Koordinatés}

UZzZraSoma taSko A koordinaté (apibréZimo srities reik§me).

{Matavimo meniu atidaromas Skaiciuoklis. Tuomet bréZiniy lape spragtelimas tasko A ko-
ordinaCiy uZraSas. Atsiradusiame langelyje spragtelimas x ir skaiCiuoklyje spragtelimas
mygtukas Gerai}

UZraSoma norimos pavaizduoti funkcijos formulée y =2 - x4 — 1.

{Matavimo meniu atidaromas Skaiciuoklis, kurio klaviatira surenkama 2-. Tada bréZiniy
lape spragtelimas matavimas x4, vél skaiciuoklyje surenkama —1 ir spragtelimas mygtukas
Gerai}

. Koordinaciy plokStumoje atidedamas funkcijos grafikui priklausantis taSkas B(b;; by); Cia

by=xa1rba =2 x4—1.

{BréZiniy lape pazymimi du matavimai x4 ir 2 - x4—1 bei pasirenkama komanda Grafi-
kas/Atidéti kaip (x; y)}

Taip taSkas B siejamas su taSku A norimu funkeiniu (musy atveju — tiesiniu) sarySiu. Todél
judinant taSka A abscisiy aSyje, taSkas B juda tiese y = 2 - x — 1, kuri dar néra matoma.

. Norint pamatyti taSko B judéjimo kelia (norimg tiesg), kai taSkas A juda abscisiy aSimi

(perbéga apibréZimo srities reik§mes), reikia sukonstruoti taSko B hodografa.
{Pazymimi ta8kai A ir B bei pasirenkama komanda Konstravimas/Hodografas}
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Funkeijy vaizdavimas ,,Dinaminéje geometrijoje* 89

Norint nubréZti bendro pavidalo tiesinés funkcijos, pavyzdziui, f(x) = ax +b, grafikg (4 pav.),
pirmiausia reikia susikurti koeficienty a ir b didumg vaizduojan&ias slinkties juostas. Tada stum-
dant juostas galima stebeéti, kaip tie koeficientai kei&ia tiesés f(x) = ax + b padeét] koordinaciy
sistemoje.

S]]
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Toliau pateikiami Zingsniai, kaip sukonstruoti koeficiento a slinkties juosta. Kity koeficienty,
pavyzdziui, aukStesnio laipsnio funkcijuy, slinkties juostos konstruojamos analogitkai. Kad kaskart
nereikety atlikinéti tu padiy Zingsniu, patariama susikurti slinkties juosta konstruojantj scenarijuy.

Funkcijos f(x) = ax + b koeficiento « slinkties juostos konstravimas

« Sukonstruojamas koeficiento a slinkties juostos vienetinis ilgis AA’ — A’ gaunamas, kai
taSkas A (slinkties juostos vienas galas) pastumiamas, pavyzdZiui, 1cm atstumu (vienetinj
ilgj galima pasirinkti kokj norima). B A A

{Pazymimas taSkas A ir pasirenkama komanda Transformacijos/Postiimis)}

Vaizdas A’ ir pirmavaizdis A sujungiami tiese.

{Liniuotés mygtukas laikomas nuspaustas, kol pasirenkamas tiesés mygtukas. PaZymimi taskai
A" ir A bei pasirenkama komanda Konstravimas/Tiesé}

Ties¢je AA” (5 pav.) padedamas laisvai judantis taskas B — slinkties juostos antrasis (tam-
pomas) galas.

{PaZymima tiesé ir pasirenkama komanda Konstravimas/Taskas ant objekto)

B A A

5 pav,

Apskaifiuojamas slinkties juosta vaizduojamas koeficiento didumas, t. y- apskai€iuojamas

santykis a = 42

{IS eilés paZymimi taSkai A, A’, B ir laikant nuspausta <Shift> klavisa pasirenkama komanda

Matavimas/Santykis)

Komentaras. Jei programoje santykis skai¢iuojamas pazyméjus dvi atkarpas, tai jis visuomet bus

teigiamas, nes tai dviejy ilgiy santykis. Norint gauti neigiamga santykj (kai tafkas B nustumiamas j

kairg nuo tasko A), tai prie§ pasirenkant komanda reikia tam tikra tvarka pazyméti tris tafkus. Visi

trys taSkai yra vienoje ties¢je, todél lengviausia jsivaizduoti, kad slinktics juostos parametras —f%

atitinka koeficienty, kuriuo taskas A’ i§tempiamas centro 4 alzvilgiu | tafka B. Todél nagrinéjamas

santykis % yra teigiamas, kai taSkas B yra centro A deSinéje, ir yra neigiamas, kai taskas B yra
centro A kair¢je. Mat taSkas A’ pagal atlikta konstrukcijq visuomet yra centro A deSingje (iStempis yra
teigiamas, kai vaizdas ir pirmavaizdis transformacijos centro atZvilgiu yra vienoje puséje, ir neigiamas,
kai vaizdas ir pirmavaizdis yra skirtingose pusése).

o Paslepiamas taSkas A’ ir tiesé.

{PaZymimas taSkas A’ ir tiesé bei pasirenkama komanda Vaizdas/Slepti}
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90 L. Stepanauskiené

» Takai A ir B sujungiami j atkarpg (tuomet galima pasleépti taska A).
{Liniuotés mygtukas laikomas nuspaustas, kol pasirenkamas atkarpos mygtukas. PaZymimi
taskai A ir B bei pasirenkama komanda Konstravimas/Atkarpa}
« Pakei¢iamas santykio uZra§as.
{Pasirenkamas teksto mygtukas ir santykio uZraSas spragtelimas du kartus. Atsivérusiame
dialogo lange ,,Matavimo ‘ffrmatas“ spragtelimas mygtukas Tekstinis formatas. Atsiradusioje
B

eiluteje uZrasas ,santykis 5 = “ pakeiiamas j ,.a = *}

Funkcijos F(x) = ax’ 4+ bx* + cx + d ir jos pirmosios bei antrosios i§vestiniy grafiky
braizymas

f"(x) = 6ax + 2b

f(x) =3ax* + 2b) + ¢

fx)=ax* + bx* Hex + d

a=1,0

bh=125 I

c=1,0

d=00 1

L2 x (O
') i
f'(x) +
2.1
6 pav.

Funkcijos grafikas braiZomas taip:

o 1—4 Zingsniai tie patys, kaip ir bréZiant funkcijos f(x) =2-x — 1 grafika.

« Prie¥ atliekant 5-ajj Zingsni, sukuriamos keturios koeficienty a, b, ¢ ir d slinkties juostos.

« UZra§oma norimos pavaizduoti funkeijos priklausomo kintamojo y = axi + bxi +cxp+d
reik§me.
{Per Matavimo meniu atidaromas Skaiciuoklis. Tuomet i§ eilés spragtelima: bréZiniy lape
matavimas a, skaidiuoklio klaviatiroje daugybos Zenklas x, bréZiniy lape matavimas x4,
skai¢iuoklio klaviattiroje laipsnio Zenklas A, skaiius 3 ir sumos Zenklas +, bréZiniy lape
matavimas b, skaifiuoklio klaviatiiroje daugybos Zenklas x, bréZiniy lape matavimas x4,
skai¢iuoklio klaviatiiroje laipsnio Zenklas A, skaiCius 2 ir sumos Zenklas +, bréZiniy lape
matavimas ¢, skai¢iuoklio klaviatiroje daugybos Zenklas x, bréZiniy lape matavimas x4,
skaitiuoklio klaviatiiroje sumos Zenklas +, bréZiniy lape matavimas d, skaiciuoklio klaviatu-
roje mygtukas Gerai)

« 6—7 Zingsniai tie patys, kaip ir bréziant funkcijos f(x) = 2x — 1 grafika.

Funkcijos f(x) = ax3+bx2+cx+d pirmosios i§vestines f'(x) = 3ax? 4 2bx + ¢ ir antrosios
i§vestinés f”(x) = 6ax + 2b grafikai braizomi taip pat, kaip ir funkcijos f(x), tik gaunama
kitokia priklausomo kintamojo y reikSme.
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Funkcijy vaizdavimas ,;Dinaminéje geometrijoje’ : 91

Trigonometrinés funkcijos y = a sin(bx + B) grafikas

»,Dinaminéje geometrijoje* trigonometriniy funkcijy grafiky braiZzymas nuo aptartyjy skiriasi tuo,
kad yra supaprastintas, nes abu x ir y iSreiSkiami kaip kito kintamojo (vadinamo parametru)
funkcijos. Siame pavyzdyje naudojamas parametras yra kampas 6 € [—m; w]. Funkcijos y =
asin(bx + B) grafikas 7 paveiksle braiZzomas pasirinkus a = 1, » =2 ir § = 90°.

Jl

3
O A: (1,000; 149,657°)  C: (1,000; 90,000°)
ST 8, = 149,657 0 = 90,000°
y=a-sin(b -0, + 0c)=0490
a=1,000 c

7 pav.

Funkcijos grafikas gaunamas atlikus Sivos Zingsnius:

» Sukonstruojamos koeficienty « ir b slinkties juostos.

« BréZiniy lape sukuriama koordinadiy sistema.
{Grafikas/BreéZti asis)

« Sukonstruojamas vienetinis apskritimas, kurio centras yra koordinatiy sistemos pradZia ir
vienas jo taSkas — koordinaciy sistemos vienetas.
{PaZymimi minéti du taSkai ir pasirenkama komanda Konstravimas/Apskritimas turint centrq
ir taskq)

« Ant vienetinio apskritimo padedami du laisvai judantys taSkai A ir C.
{PaZymimas apskritimas ir pasirenkama komanda Konstravimas/Taskas ant objekto)

o Kadangi parametras 6 € [—m; 7] yra kampo didumas, pasirenkamos polinés koordinates.
{Grafikas/Koordinatés/Polinés(r; teta)}

« UZraSomos apskritimo tasky A ir C koordinatés.
{PaZymimi taSkai A ir C bei pasirenkama komanda Matavimas/Koordinatés)

o UZraSoma tasko A koordinate 64 ir taSko C koordinaté 6c € [—m; m] (funkcijos y =
a sin(bx + p) irai§koje atitinka reik¥me B).
{Per Matavimo meniu atidaromas Skai¢iuoklis. Tuomet bréZiniy lape spragtelimas tagko C
koordinaciy uZralas. Atsiradusiame langelyje spragtelimas 6 ir skaiiuoklyje spragtelimas
mygtukas Gerai. Taip pat uZra§oma ir ¢}

o UZraSoma funkcija x = %%%.
{Per Matavimo meniu atidaromas Skaiciuoklis, kurio dydziy laukelyje pasirenkama 7 ir kla-
viatliroje spragtelimas daugybos Zenklas x. Tada bréZiniy lape spragtelimas matavimas 6,,
skaiCiuoklio klaviattiroje spragtelimas dalybos Zenklas /, surenkamas skaiius 180 (vienety
laukelyje pasirenkami laipsniai) ir spragtelimas mygtukas Gerai}

o UZraSoma funkcija y = a - sin(b - 8,4 -+ 0¢).
{Per Matavimo meniu atidaromas Skaiciuoklis. Tuomet i§ eilés spragtelima: bréZiniy lape
matavimas a, skai¢iuoklio klaviatiiroje daugybos Zenklas x, funkcijy laukelyje pasirenkama
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92 L. Stepanauskienc

sin [, bréZiniu lape matavimas b, skaiCiuoklio klaviatiroje daugybos Zenklas x, bréziniy
lape matavimas 64, skaiCinoklio klaviatiiroje sumos Zenklas +, bréZiniy lape matavimas 0,
skaiCiuoklio klaviaturoje funkcijos pabaigos skliaustelis ] ir galiausiai spragtelimas mygtukas
Gerai)

» Gauta pora (x; y) yra sinusoidés tafkas staciakampeje koordinagiy sistemoje, todél pasiren-
kamos staciakampes koordinatés.
{Grafikas/koordinatés/staciakampés)

« Koordinaciy plok§tumoje atidedamas funkcijos grafikui priklausantis taSkas B(b;; bs); &ia
by=x=T8irby=y=a sinb- 04 +6c).
{BréZiniy lape paZymimi du matavimai x = % ir y=a-sin(b - 04 + 6c) bei pasirenkama
komanda Grafikas/Atideti kaip (x; y)}
Taip taSkas B susicjamas su taSku A norimu trigonometriniu sarySiu. Todél stumiant taskq A
vienetiniu apskritimu, taSkas B juda sinusoide y = a - sin(b - 04 4 6¢), kuri dar néra matoma.

« Norint pamatyti taSko B judéjimo kelig (sinusoidg), kai taSkas A juda vienetiniu apskritimu
(t.y. kinta parametro 6 reikSmes), reikia sukonstruoti taSko B hodografa, kai jo judéjima
salygoja taskas A.
{Pazymimi taSkai A ir B bei pasirenkama komanda Konstravimas/Hodografas)

Jei norima, kad parametras 8 € [—m; 7] kisty nuo O iki 27, reikia skaiiuokliu prie @ reikimés
pridéti & ir kaip parametra naudoti gautg suma.

Panasiu budu — jvedus parametra galima braiZyti ir antrosios eilés kreives: apskritimus, elipses,
hiperboles. Toks pavyzdys galbiit biity naudingas norint geriau suvokti funkcijos apibréZima, pa-
bréZiant, kad funkcija yra taisyklé, pagal kuria kiekvienam tam tikros apibréZimo srities elementui
vienareik§miSkai priskiriamas tiktai vienas reik§miy srities elementas.

IN F O Fa ]

Laura Stepanauskien¢ ir Eglé Jasutiene pagal leidyklos TEV i§-
leista vadovélj ,,Matematika 9, I ir II dalys" rengia kompaktinj
diska ,Matematika 9 su dinamine geometrija“. Manome, kad tai
bus puiki pagalbiné priemoné mokantis ir mokant matematikos IX
klaséje. Darbg planuojama baigti §iais metais. Jei §is kompaktinis
diskas bus palankiai jvertintas, kitais metais tokia pat mokomoji
priemoné bus rengiama X klasei.

o+ w



