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Straipsnyje analizuojamas bendros dviejy kvadratiniy funkcijy liestinés radimo uZdavinys.
Primenama: atlikus formalius veiksmus, ne visada gaunama tai, ko ieskomal

Pragjusiy mety paskutiniame ,,Alfa plus omega* numeryje perskai¢iau V. Vanago klausimg apic mokytojo
A. Petronio vieno uZdavinio sprendimg ir panorau ji pakomentuoti. Prisiminkime uZdavinio salygg ir
sprendima.

Ar turi funkcijy y =5x> = 2x +3 iry=x>+2x+2 grafikai bendrq liesting, nubréZtq per ju bendrq taskq? Jei

turi, tai parasykite Sios liestinés lygtj.

Siitlau spresti taip:

y=5x2—=2x 43,
y=x>+2x+2]- (=5).

Sudekime, kad nelikty x2:

[y =512 —2x 43,

—5y = —5x% — 10x — 10,
—dy =—12x = 7| (=1),
4y =12x+7.

V. Vanagui §is sprendimas pasirod¢ keistas. Jis klausia, ar i§ tikruju taip galima spresti. Prie§ atsakydami
i § klausimg paZymékime f(x) = 5x* — 2x + 3, 0 g(x) = x? + 2x + 2 ir pakeiskime pirmaja funkcija:

filx) = f(x)+1=>5x*—2x +4, folx) = f(x) — 1 =5x—2x +2.
Panaikinkime kvadratinius narius lygéiy sistemose
y=5x2—2x +4, y=5x2—2x 42,
_)?=).’2+2I+2, y=x2+2,1:+2.
Tam reikia padauginti antrasias lygtis i§ 5 ir atimti vieng i§ kitos. Gausime pirmojo laipsnio (tiesiu) lygtis
4y = 12x + 6, 4y = 12x + 8,
2y = 6x +3, y=3x+42.
Koks Siy tiesiuy rySys su funkciju fi, f» ir g grafikais? Ar tikrai gautosios tiesés yra bendros grafiky
liestinés, einanCios per bendrus taskus? Atsakymo | §ivos klausimus neturime, nes uZdavini pradéjome
spresti ne i§ to galo.

GriZkime prie pradinio uZdavinio. Mano galva, nagrinéjamas uZdavinys yra labai geras. Jo sprendimgy
suskaidy¢iau i etapus:

1. Geometrigkai suformuluotg klausimg ,,Ar turi funkciju f(x) = 5x> —2x + 3 ir g(x) = x2 +2x + 2
grafikai bendra taska?* reikty pakeisti algebros kalba suformuluotu klausimu: ,,Ar lygtis
flx) =g) (1

turi sprendinj?*
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2. I8spresti (1) lygti.

3. Geometriskai suformuluoty klausima ,,Ar turi funkciju f(x) = 5x% —2x + 3 ir g(x) = x2 +2x +2
grafikai bendra liesting, einanCia per bendrg ta¥ka?“ reikty pakeisti algebros kalba suformuluotu
klausimu: ,,Ar

fi(x)=g'(x), (2)
kai x yra (1) lygies sprendinys?*

4. Jei 2 ir 3 etapy atsakymai teigiami, tai licka para§yti bendros liestinés, einangios per bendrg taska,
lygti.

Beje, (1) ir (2) lygtis galima sujungti j lyg&iy sistemg

f(x) = g(x),
f'ex) = g'(x).

Mano supratimu, pirmasis ir treCiasis etapai yra svarbiausi. Jie parodo, kaip moksleivis supranta esminius
algebros (analizés) ir geometrijos ry§ius. Antroji dalis yra standartiné — kvadratinés lygtics sprendimas,
Ketvirtoji dalis — reikia jstatyti | liestinés formulg jau Zinomus dydZius.

Manau, kad mokytojas A. Petronis puikiai supranta visus §iuos etapus, bet jam toks kelias atrodo per
ilgas. Jis nori paspartinti procesg ir pasifilé biida, kaip iSkart rasti lygti bendros liestinés, einandios per
bendrq talka. Tatiau neskubekime ir i¥spreskime (1) lygtj visais trimis atvejais:

3)

1) 5%~ 3= 40 +2
dx* —4x 41 =0,
(2x — 1) =0,
|
X1,2= 3
)
2) fi(x) = glx),

5x3—2x+4=x2+2x+2,
2x—1)2+1=0,

o,
3) falx) = g(x),
5x2—2x+2=x2+2x+2,
4x* —4x =0,
dx(x — 1) =0,

X1 =0,x2= 1.

Kaip matome, pirmuoju atveju gauname vieng sprendinj, antruoju sprendiniy néra, o tretiuoju — du spren-
diniai. Nesunku patikrinti (2) salyga:

1
4 = -—2 il = = —_ =
fx)=10x -2, f(z) 5—2=3,
1 ]
£ = = — ¢ — i,
2'(x) = 2% +2, 3(2) 2.5+2=3

Kai turime liestinés taSka ir jos posvyr (krypties koeficienta), tai galime iSkart paraSyti liestinés lygtj.
Tiesa, dar reikia apskai&iuoti

W

Q)= (F -234= 3140
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Istatome visus duomenis j liestinés Iygti:

y = f(xg) + f (x0)(x — xp), (4)
13 1
1
) = 3 e
4y 13+]~(x 2),
4y =12x + 7.

Gavome g pacig, kaip ir mokytojas A. Petronis, lygtj.

Antruoju atveju funkciju fy ir g grafikai bendry tasky neturi. Taigi ir bendros liestinés, einandios per
bendrg taSka, taip pat néra.

Treciuoju atveju nesunku patikrinti, kad:

fi(x) = f2(x) = 10x — 2,
£(0)=-=2, g'0) =2, f2(0) # g'(0),
) =8, g'()=4, f2(1) # g'(1).

Taigi per bendrus funkciju f> ir g grafiku taSkus einanios liestinés nesutampa. IspfidZiui sustiprinti
nubraizykime grafikus.
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Matome, kad mokytojo A. Petronio sililomg sprendimo biida galime taikyti visada, bet teisingg atsakymag
gauname ne visada. Taciau vis délto jdomu, kodél kai kada §ivo biidu gaunamas teisingas rezultatas?
Pabandysiu tai pagristi Teiloro formule — vienu svarbiausiy matematinés analizés fakty. Trumpai priminsiu.

Jei funkcija f yra n karty diferencijuojama taske xgp, tai Sio taSko aplinkoje yra teisingas skleidinys
(Teiloro formulé)

fxo
2

+ o (1x0)

Fx) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + (x —xp)* 4+~ (x — x0)" + Ry; (5)

; x ; G . s a5 s T A X (k) :
tia R, — lickamasis narys (skirtumas tarp funkcijos reik§més f(x) ir polinomo 3 ;_, 1 kfx") (x — xp)*,

vadinamo Teiloro polinomu). Priklausomai nuo funkcijos papildomy savybiy yra Zinomos jvairios lickamojo
nario iSraiSkos. Pirmieji du Teiloro formulés nariai yra funkcijos f tiesinis aproksimavimas tafko xg
aplinkoje, o jau ankséiau minéta (4) lygtis nusako funkcijos grafiko liesting, ecinancia per taska (xo; f(xp)).
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Miisy uZdaviniui labai svarbus specialus Teiloro formulés atvejis, kai funkcija f yra n-ojo laipsnio
polinomas. Tada lieckamasis narys R, lygus nuliui. Taigi bet koki antrojo laipsnio polinoma f(x) =
ax® + bx + ¢ galima uZradyti tokia forma:

|
y=ax® +bx+c = f(x0) + (w0} (x —x0) + > f"(0)x — x0)°, (6)
2 ] 2
y=ax*+bx+c= axy + bxp + ¢+ (2axg + b)(x — xp) + 5" 2a(x — xp)7;

¢ia xp — bet koks realusis skaicius. Paskuting lygybe galima tiesiogiai patikrinti ir i§mesti i§ galvos visas
pasakas apie Teiloro formulg. Taip pat galime uZradyti ir kita polinoma g(x) = a1x* + byx + ¢|:

! 1 "
y =aix® +bix +ci = g(xo) + g’ (x0) (x — x0) + 5" (x0) (x — x0)*. (7)
Aisku, kad a = %f”(x), ap = %g”(x), Vx, x € R. Padauginkime (6) lygybe i§ ay, o (7) — i§ a:

2 ; 1, 2
ayy = ajax” + aybx + ayc = ay f(xg) + ar f'(x0)(x — xo) +01§f'(x0)(x — xo0)", (8)
2 1
ay = amx” +abix +ac) = ag(xo) + ag' (xo) (x — xo) + 0'2*8”(170)()-' — xp). ©)
I§ (8) lygtics atimkime (9). Kvadratiniai nariai pasinaikins:

(a, —a)y = (a1b — ab))x + ajc — acy, (10)
(ay —a)y = ay f(x0) — ag(xo) + (a1 f'(x0) — ag'(x0)) (x — xq). (11)

Gautosios (10) ir (11) lygtys yra ekvivalencios — jos nusako ta pacia tiesg. Taciau (11) lygtis yra infor-
matyvesné. Cia ir prasideda jdomiausioji sprendimo dalis! Jei egzistuoja toks xg, kad

flxo) = glxo) ir f'(x0) = g'(x0), (12)

tai (11) lygti galime transformuoti:

(a1 —a)y = (ay —a) f(xo) + (a1 — a) f'(xp)(x — xp). (13)

Jei a £ ay, tai padalykime (13) lygtj i§ a —a, ir gausime abicjy funkcijuy grafiky bendros liestinés, einancios
per bendra taska, Iygti. Tafiau mes neZinome, ar egzistuoja toks xg, tenkinantis (12) salygas. AS neZinau
jokio kito biido tai i§siaiSkinti, kaip tik i§spresti straipsnelio pradZioje minéta (3) lygéiy sistema

{fu)=gux
flix) = g'(x).

ISsprende §ig sistema, suZinome, ar egzistuoja toks objektas (liesting), kurio reikalauja uZdavinio salyga.
Beje, salygoje labai aiSkiai atskirti du klausimai — objekto egzistavimas ir jo radimas. Kai turime teigiama
atsakyma | pirmaji klausima, tai jau skonio reikalas, kaip paraSyli liestinés lygli — ar jstatyti duomenis |
Zinomg (4) formulg, ar eliminuoti i§ lyg&iy sistemos kvadratinius narius (Zinoma, pagrindZiant, kad taip
gauname ieSkomos liestinés lygtj).

Mokytojas A. Petronis savo straipsnyje ,,.Dialoge* raSo, kad reikia ugdyti mastantj jaunima, kad atsakymy
negalima ,,nuleisti i§ dangaus®, juos reikia pagristi. Kas tam gali nepritarti? Pasakyta Sventa tiesa. Taciau
Jo sitilomas sprendimas tikrai yra ,nukritgs i§ dangaus® ir visiskai niekuo nepagristas. Teisingas atsakymas
gaunamas lik tada, kai sprendinys egzistuoja. Tai parodyti ir buvo io straipsnelio tikslas. Visais kitais
atvejais — tai tik formaliis algebriniai pertvarkymai. Mastymu juos sunku pavadinti. Geriausiu atveju —
ieSkojimu, hipotezés kélimu. Tai pagirtina. Tadiau po to visus spéjimus reikia pagristi!
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