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Cevos ir Menelajo teoremos
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Straipsnyje jrodomos Cevos bei Menelajo teoremos ir nagrinéjamos jy iSvados.

Cevos teorema I§ mokyklinés geometrijos kurso Zinoma, kad trikampio pusiaukras-
tinés (taip pat pusiaukampines, aukstinés) susikerta viename taske.
Sie faktai yra vienos graZios teoremos atskiri atvejai. Minéty teo-
rema 1678 metais irodé italy matematikas ir inZinierius DZiovani
Ceva (Giovanni Ceva, 1648—1734) savo knygoje ,,Mokymas apie
susikertanZias tieses*.

1 teorema (éevos teorema). Trikampio ABC krastinése BC, AC
ir AB atitinkamai paZymeéti taskai Ay, By, Cy ir BA; : A|1C = «,
CB):BlA=8,AC,:C1B =y. Ties¢s AA|, BB, CC| susikerta
viename taske tada ir tik tada, kai affy = 1.

{rodymas. Sakykime, kad atkarpos AA|, BB, CC) kertasi ta$-
ke M. Pazymeékime trikampiy AMC, CM B ir AM B plotus atitin-
kamai 1, $2 ir 83, o atstumus nuo taSky A ir B iki tiesées CM —
atitinkamai £y ir 2 (1 pav.).

1 piw Trikampiy AMC ir CMB kradtiné CM bendra, todél ju plo-
ty santykis lygus auk$tiniy /2 ir hp, nubréZty | ta kraStine, ilgiy
santykiui. Tode¢l %} =

— hy .
I8 panaSiyjuy trikampiy iSplaukia, kad o = é—lcb,l = %J: Taigi
o j,q% S= % AnalogiSkai gauname, jog f = % = %;-i ¥ =
= A—]CL = 3:-‘ Tuomet afy = 1.
B Dabar tarkime, kad lygybé ey = | yra teisinga, ir jrodykime,

kad tiesés AA|, BB, CC, susikerta viename taSke. Sakykime,
tieses AA| ir BB kertasi taske M, o tiese CM kerta trikampio

Q A, kraSting AB taske Q (2 pav.).
C Kadangi tiesés AA|, BB ir CQ kertasi viename taske, tai tei-
singa lygybeé af - % = 1. I8 Sios lygybés ir salygos afy = 1
4 B, o iSplaukia, kad y = % Bet atkarpoje AB yra tik vienas taskas,
kuris dalijlajq tgkiu santykiu, todél i§ lygybes —Aﬁ = é;_cé gauname,
2 pav. kad ta¥kai C| ir Q sutampa. Taigi ties¢ CC, eina per taska M.

Teorema jrodyta.
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Cevos teoremos iSvados

A
B
cah B
H
B A
3 pav.
B
C d
A B
4 pav.

E. Mazétis

i = Y s, BA CB AC
) (:J-autqv]q lygybe oz.ﬁy =1 uZrASome ta_lp. T(.l FJ\L ‘o3 =1
IS Sio uZraSo matyti, kad norint teisingai surasyti $ioje formuléje
santykius, reikia judeéti trikampio kontiru nuo pasirinktos virsiinés
(musy atveju virsunés B) prie kraStinéje esancio taSko (A;), po to

prie kitos vir§iines (C) ir toliau analogiskai.

Dabar pateiksime keleta Cevos teoremos i§vady.

1 iSvada. Trikampio pusiaukrastinés kertasi viename taske.

[rodymas. Jei AA,, BB, CC) yra trikampio ABC pusiaukrastinés,
taiad =B =y =1irafy = 1. I¥ Cevos teoremos iSplaukia, kad
tieses AA|, BBy, CC) kertasi viename taSke. Trikampio pusiau-
kraStiniy sankirtos taSkas vadinamas trikampio sunkio centru.

2i8vada. Trikampio pusiaukampinés susikerta viename taske (j tri-
kampj [brézto apskritimo centre).

[rodymas. Jei atkarpos AA;, BB, CC) yra trikampio ABC pu-

. LI . . .. . BA — AB
siaukampines, tai pagal pusiaukampiniy savybe o = A_|CL = £7,

CBy . BC .. _ ACH _ EA g ue _
ﬁzB.A='B7T*V—C,B—c_ﬂ"5°m°‘ﬁ?’—l'

3 iSvada. Trikampio aukstinés susikerta viename taske.

{rodymas. Sakykime, kad atkarpa AA yra trikampio A BC aukitiné
(3 pav.).
I8 staciyjy trikampiy ABA, ir ACA| gauname, kad BA|, =

= AA ctg £B, A|C = AActg ZC. Tuomet & = -g% = E:fjg

R PN _ CBy _ cgsl _ AC) _ clg A s s _
Analogiskai: g = "'_“LB,A =gsza ¥ = _LC;B = GsZB" Taigi wfy =1

ir pagal Cevos teorema trikampio aukstinés susikerta viename tas-
ke H, kuris vadinamas trikampio ortocentru.

4 iSvada. Sakykime, kad | trikampj ABC jbréZtas apskritimas tri-
kampio krastines BC, AC ir AB liecia taskuose A\, By, C|. Tuo-
met tieses AA |, BB ir CC| susikerta viename taske, kuris vadina-
mas trikampio Zergono tasku (Joseph Diaz Gergonne, 1771-1859,
pranciizy matematikas).

[rodymas. Pazymékime trikampio ABC krastiniy BC, AC ir AB
ilgius @, b, ¢. Tuomet p = %(a+b+c) yra jo pusperimetris. Pagal
apskritimo liestiniy, nubréZty i§ vieno tasko, savybe AB| = AC| =
=x,BC=BA =y, CB =CA| =z (4 pav.).

Tuomet 2(x +y+z)=2p,x+y=c¢c,y+z=a,x+z=b.

o ik _ _ _ _ _ 5 . _ BA, _ p—b
Béiax=p—a y=p—b,z=p—cira = _LA.C = o

_CB _ p—c _ AC, _ p-u : — >
B=3%1= j_“,u—u' W = —lC]B = 5=p Kadangi afy = 1, tai tiesés

AAy, BB ir CC; susikerta viename taske.
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Cevos teoremos taikymas

5 pav.

7 pav.

Cevos ir Menelajo teoremos 45

ISnagrin¢kime keletg uZdaviniu, kuriy sprendimus gerokai paleng-
vina éEVOS teorema.

1 pavyzdys. Trikampio ABC krastinés lygios a, b, c; pusiaukras-
tiné AM kerta pusiaukamping BD taske P. Raskime, | kokio ilgio
atkarpas tiesé CP dalija krasting AB. Sakykime, kad ties¢ CP
kerta krasting AB taske N (5 pav.).

Sprendimas. Tiesés AM, BD ir CN eina per viena taSka P, todél

pritaikg Cevos teorema gauname 42 . M . BN — | Bet AD :

DC=c:a,CM: MB =1, todél $% = £ Taigi:

6‘2 ac

AN = , BN = 3
a+c a—+c

2 pavyzdys. [bréito | apskritimq .s*e.i‘z’akamp‘io ABCDEF jstriai-
nés AD, BE ir CF kertasi viename taSke tada ir tik tada, kai
AB.-CD-EF =BC-DE - FA.
[rodymas. Sakykime, kad ties¢ AD kerta trikampio ACE krastine
EC ta8ke Ay, tiesé CF kerta kraSting AE taske C|, o ties¢ EB
kerta kraSting AC taSke E; (6 pav.).

Tieses AD, BE ir CF kertasi viename taSke tada ir tik tada, kai

AC EAOE =L Trlkamplalr:ns AAE ir AA|C taikome si
. S A AE .. AC

nusy teoremgq ir gauname, kad =77 = snzbaA T smzcap =

_ AC _ __AC ¥ xin EAl _ AEsinZEAD

= SWISF-ZEAA) — mZEmAr 1 S& 3¢ = Acsnzcap: Bet

: sinZEAD _ ED | EAy _ AE-ED
pagal sinusy teorema 5545 = &5, todél AC = ACCD

__ CE-CB AC, _ AC-AF ;
= AE-AB’ C,F — £erE- ruomet lygybe
ED-CBAF _ |
CD-AB-FE — '°

Analo-

giSkai gauname, kad E—IEAL
Ay CE  AC _ i
AC A oF = 1 tampa tokia

jrodyti.

Tai ir reikéjo

3 pavyzdys. Trikampio ABC krastinése BC, AC ir AB paZyméti
taskai Ay, By, Cy taip, kad tiesés AA), BB, CC\ eity per vie-
nq taskq. Tiesé p eina per trikampio vir§iing A ir lygiagreti su
tiese BC. Tiesés A1B) ir A|C)| kerta tiese p taskuose Cy ir Ba.
[rodykime, kad atkarpos ABy ir ACy yra lygios (7 pav.).

[rodymas. Kadangi atkarpos AA;, BB, CC; eina per viena tadka

- - ABy CA,  BC : .

M, tai pagal Cevos teorema BIC,;t z; A8 -CC—!AL = 1. Trikampiai
i T s] ABy _ AC — AC-AB

AC| By ir BC1A| panasis, todel A B = BC t.y. AB; Be

!

I§ trikampiy A B, Cy ir CBj A panaSumo gauname, kad 252 = 214

: _ CAy-B1A ABy _ ACL-AB-BC _
ir AC; = -—‘—‘—B]C . Tuomet —-—1AC2 = _I_I_I_BCI-CA[-BIA =1,ty. AB; =

= ACy,

0
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Menelajo teorema

C
B,
hy A1 p,
A B
8 pav.
&
By
Ay
Ci
A B D
9 pav.

Trijy tiesés tasky
paprastasis santykis

a)
A CB
A>0
b)
A B C
A<0
10 pav.

E. Mazétis

Dabar jrodysime kita svarbig ir graZia teoremg, kuria I amZiuje
graiky matematikas Menelajas Aleksandrietis naudojo savo knygoje
moferika™ iSvesdamas sferiniy trikampiy triginometrijos formules.

2 teorema (Menelajo teorema). Sakykime, kad trikampio ABC
krastinése BC ir AC paZymeéti taskai A| ir By, o krastinés AB
tesinyje — taskas Cy; be to, « = BA| : A|Cy, B = CB| : B|A,
y = ACy : C\B. Taskai A\, By, C) yra vienoje tieséje tada ir tik
tada, kai afy = 1 (8 pav.).

{rodymas. Sakykime, kad taSkai A, By, C) yra vienoje ties¢je.
Nubrézkime i§ trikampio vir§iiniu A, B, C statmenis hy, hs ir h3
i Sia tiesg. IS trikampiy panaSumo iSplaukia, jog o = LA, —

AC 3y
_CB _ il ., _ AC| _ Iy : _
B = AT Y =68 = h Tuomet oy = 1.

Atvirk¢iai, sakykime, kad ey = 1, o tiese A B kerta tiese
AB taSke D (9 pav.).

Kadangi taskai A, By ir D yra vienoje tieséje, tai, kaip jau
jrodéme, o - B - 42 = 1. Kadangi afy = 1, tai 42 = y. Bet
trikampio kraStinés AB tesinyje yra tik vienas toks taskas C), kad
%‘.%‘ = y. Taigi taSkai C| ir D sutampa ir trys taSkai A|, B, C)
yra vienoje tieséje. Teorema jrodyta.

Norédami teisingai suraSyti raides Menelajo teoremos salygoje

. .. BA]  CB | AC T .
nurodytoje lygybéje 7 - mL . C_,BL = 1, naudojames ta pacia
taisykle, kaip ir Cevos teoremos atveju.

Cevos ir Menelajo teoremas galima suformuluoti ir kiek kitaip, tai-
kant trijy tieseés taSky paprastojo santykio savoka:

Jei taSkai A, B, C yra vienoje tieséje, tai visuomet egzistuoja

— —
toks skaicius A, kad AC = ACB.

Tas skaiCius vadinamas trijy tiesés taSky A, B, C paprastuoju
santykiu ir Zymimas A = (AB, C). Jei taskas C yra atkarpoje AB,
tai A > 0ir A = é—g (10 pav., a), jei taSkas C néra atkarpoje AB,
tai A < 0 ir A = —£% (10 pav., b).

Dabar Cevos ir Menelajo teoremas galima suformuluoti taip:

Sakykime, kad trikampio ABC kraStinése BC, AC ir AB pa-
zyméti taSkai A, By, C ir« = (BC, Ay), B = (AC,B)), y =
= (AB, C1). Tuomet:

a) tiesés AA|, BB ir CC; eina per vieng taSkg tada ir tik tada,
kai afy = 1 (Cevos teorema);

b) taskai A;, B;, C; yra vienoje tieséje tada ir tik tada, kai
affly = —1 (Menelajo teorema).

Teoremy jrodyma Siuo atveju skaitytojas ras straipsnyje ,,Afinioji
geometrija* (Alfa plins omega, 2002, Nr. 1).

o+ w



Cevos ir Menelajo teoremos 47

Menelajo teoremos ISspreskime keleta uZdaviniy, kuriuose pravartu remtis Menelajo
taikymai teorema.

4 pavyzdys. Trikampio ABC pusiaukra$tinéje AD paZymétas toks
taskas K, kad AK : KD =3 : 1. Tiesé BK dalija trikampj ABC
[ du trikampius. Raskime jiy ploty santykj.

A Sprendimas. Sakykime, kad ties¢ BK kerta trikampio kraSting AC
taske P (11 pav.).
P AiSku, kad Saapp : Sappc = AP : PC. Taikome trikampiui

K ADC irtrims taSkams B, K, P, esantiems vienoje tiesé¢je, Menelajo

teorema: 4% . B8 LR — | Kadangi 45 = 3, 2L = 1, tai

B D c 3-%-%:1ir%-%:%.TﬂigiSAABPZSABPCI322.
11 pav. Skaitytojai gali pabandyti §j uZzdavinj i8spresti kitais budais (pvz.,
vektoriniu metodu arba taikydami Talio teorema) ir pamatyti, kiek

daug gelbsti Menelajo teorema.

5 pavyzdys. Trikampio ABC ortocentras H dalija auksting AM
pusiau. [rodykime, kad teisinga lygybé cos ZA = cos £B - cos ZC.

[rodymas. Sakykime, kad BN yra kita trikampio aukStiné (12 pav.).

A Trikampiui AMC ir trims tiesés taSkams B, H ir N taikome
N Menelajo teorema: % . %g . % = 1.

o Kadangi AH = HM, tai %2 . S0 = | Kaip jau esame

mingje, BM = AMctgZB, MC = AMctg ZC, tod¢l BC =
J E&7 e L5 CN
= 2—:% Kadangi £5 - &4 = 1, tai (1 + ztfﬁg)gtfjé = 1, arba
12 pav. ClefA | clglA 1 ° =

cltg LB i ctgZC — °°

Pertvarke $ig lygybe, gauname
ctg ZA(ctg ZC +ctg £B) = ctg LB ctg ZC,
arba
cos ZA(cos ZB sin ZC+cos ZC sin ZB) = cos ZC cos ZB sin ZA.

Kadangi cos ZB - sin ZC + cos ZCsinZB = sin(4B + ZC) =
= sin(180° — ZA) = sin ZA, tai, suprasting i§ sin ZA, gauname
cos ZA =cos ZB - cos ZC.

6 pavyzdys. Apie trikampj ABC apibréztas apskritimas. IS bet ku-
rio to apskritimo tasko P nubrézti statmenys | trikampio krastines.
[rodykime, kad Siy statmeny pagrindai yra vienoje tieséje.
{rodymas. Sakykime, PA|LBC, PB|LAC, PC;LAB (13 pav.).
Tuomet BA) = BPcos£ZPBC, A\C = PCcosZPCB, CB| =
= PCcos ZPCA, BJA=PAcos ZPAC, AC) = APcos ZPAB,
BC| = PBcos ZPBC;. Todél

BA, CBy AC _cos LPBC -cosZPCA -cos ZPARB

A|C BlA CiB ¢cosZPCB -cos ZPAC -cos ZPBC,’
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14 pav.

Van Obelio teorema

C i

A B C

15 pav.

E. Mazétis

Beliko pastebéti, kad LPAC = ZPBC, /PAB = ZPCB, o
ZPCA = 180° — ZPBA = /PBC,. Taigi %% : % : gli[;, =
ir pagal Menelajo teoremy taSkai Aj, B) ir C| yra vienoje tieséje.
Si ties¢ yra vadinama trikampio ABC Simsono (Rober Simson,

16871768, angly matematikas) tiese, atitinkandia taska P.

7 pavyzdys. Sakykime, kad ABC ir A'B'C’ yra du trikampiai. Tie-
sés AA', BB’ ir CC’ susikerta viename taske S, o tiesés AB, BC ir
AC kertasi atitinkamai su tiesémis A'B’, B'C' ir A'C’. [rodykime,
kad $iy tiesiy sankirtos taskai yra vienoje tieséje.

[rodymas. Sakykime, kad tiesés AB ir A’'B’ kertasi taSke P, tiesés
AC ir A’C’ — taske Q, o tiesés BC ir B'C’ — taske R (14 pav.).

Taikome Menelajo teoremg trikampiui SAB ir trims tiesés ta§-
kams P, A', B': SA.. 4P BB _ | Apalogitkai pritaike Menelajo

A'A"PBB'S
teoremy trikampiui SBC ir tiesés taSkams B’, R, C’, gauname
! ' % P . w
% : % . g_{cs = 1, o trikampiui SAC ir taskams A’, C', O —

] ’ !
m._._bl,arbaﬁ.g.g—-]_

SAT " AQ CO = Sudaugine tris

Kadangi taskai P, Q ir R yra trikampio ABC kraStiniy tesiniuose
ir tenkina Menelajo teorema, tai jic yra vienoje tieséje.

[rodytasis teiginys geometrijoje Zinomas kaip Dezargo teorema
(Gerard Desargues, 1593 —1662, pranciizy matematikas, vienas pro-
jektyvinés geometrijos kiréjy). Si teorema turi daugybe idomiy
taikymu, bet apie juos gal kitg karta.

Baigdami jrodysime van Obelio teorema. Remsimés Cevos ir Me-
nelajo teoremomis.

3 teorema (van Obelio teorema). Trikampio ABC krastinése BC,
AC, AB pazymeti taskai atitinkamai A\, By, Cy ir AC,: C\B =k,
AB, : B|C = 1. Tiesés AAy, BB ir CC) eina per vienq taskqg M
ir AM : MAy = m. [rodykime, kad m =k +1 (15 pav.).

{rodymas. Kadangi tiesés AA|, BB, ir CC) kertasi viename take

: = AC|  BA)  CB _ . BA)
M, tai pagal Cevos teoremg CoB —LAIC "_li?m =1, arba k i = L,
BA, !

t.y. =4 = . Dabar trikampiui ABA, ir tiesés taSkams C, M

AlC %
. ; ) . AC,  BC . AM _ :
ir C| taikome Menelajo teorema: "_LC.B AT WA = 1. Kadangi
ACi _ 5 BC _ 14k AWM _ 1 op Ik 1 ¥ N — I
oy =k oA = T A = tai k oy = 1. 8Clam = k+I1.
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Cevos ir Menelajo teoremos 49

Uzdaviniai Stai keletas uzdaviniy, kuriy sprendimg gali palengvinti Cevos ir
Menelajo teoremos.

1. Trodykite, kad tiesés, einancios per trikampio vir§tines ir dalijan-
Cios trikampio perimetra pusiau, susikerta viename taSke.

2. Trikampio ABC kraStinése AB ir AC yra tagkai K ir L, be to,
AK : KB =3:2, AL : LC =1 : 4. Per tiesiy BL ir KC
sankirtos taskg P nubréZta ties¢é AP. Kokiu santykiu §i tiesé
dalija atkarpg BC?

3. Trikampio ABC kraStinése AB ir AC yra taSkai M ir N, be to,
AM : MB =CN : NA =1:2. Kokiais santykiais atkarpy BN
ir CM sankirtos taskas dalija Sias atkarpas?

4, Trikampio ABC pusiaukampiné AD dalija krating BC santykiu
BD : DC = 2. Kokiu santykiu pusiaukra§tine CE dalija pusiau-
kamping AD?

5. Lygiagretainio ABCD plotas lygus 1. Per jo krastinés vidurio
taskg E ir virsing A nubréZzta tiesé kerta istrizaing BD taske Q.
Raskite keturkampio QM C D plota.

6. Tiesé £ kerta trikampio ABC kraStines AB ir BC taskuose D ir
E, o kra$tinés AC tgsinj — taske F. [rodykite, kad atkarpy DC,
AE ir BF vidurio tafkai yra vienoje tieséje.

7. Vienoje ties¢je pazymeéti taskai A, B, Ci, o kitoje — taskai A»,
B> ir Co. Tiesés A B> ir A>B,| kerlasi taske P, tiesés B,Cy ir
B>C) — ta¥ke @, tiesés Cj Az ir C2A| — taske R. Irodykite, kad
tagkai P, Q ir R yra vienoje tieséje (Papo teorema).

I

=\ RASYKITE MUMS |55 '
B i

XI klasés matematikos uZdavinyne (Matematika 11. UZdavinynas, p. 80)
yra toks uZdavinys (Nr. 40):

Egzamino metu studentai sédi uZ bendro stalo ant vieno suolo, kurio abu
galai yra Salia praéfimy. Egzaming studentai baigia atsitiktine tvarka ir
ifsyk iseina. Kokia tikimybe, kad bent vienas studentas, norédamas ifeiti,
turés paprasyti ji praleisti, jeigu studenty yra: a) 3; b) 4; ¢) 67
UZdavinio autoriaus rankraStyje buve praSoma apskaiCiuoti tikimybe, jei
studenty yra 6. Man pasirode, kad tas uZdavinys mokiniams per sunkus.
Todel salygoje atsirado a) ir b} atvejai, o pats uZdavinys buvo paZymeé-
tas ZvaigZdute. Pasiteiravus autoriaus, ar tikrai tas uZdavinys mokiniams
jkandamas, buvo atsakyta, kad jji tur¢jo spresti tie, kurie laike valstybinj
2002 m. egzaming pakartotinés sesijos metu...

PrisipaZinsiu, su nedideliu skaiiumi studenty a§ susitvarkau, bet jei ju
bty 10, ..., 17, ..., n? Padékite.

Valdas Vanagas
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