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Ar tikrai trikampio kampy suma lygi 180°?

Petras Vaskas

N R Geometrijos aksiomy sistemq galima sudaryti jvairiai. Autorius nagrinéja, kaip kai kurie euk-
i lidinés geometrijos teiginiai jrodomi aksioma laikant teiginj, kad trikampio kampy suma lygi
180°. Aptariamas §io teiginio ir lygiagreciy tiesiy aksiomos rysys.

1. Geometrijos aksiomos Geometrijoje teiginius priimta jrodyti. Jrodant vienus teiginius, ten-
ka remtis kitais. AiSku, kad jrodymas negali testis be galo. Todél
reikalingi teiginiai, kurie laikomi teisingais be jrodymo. Tokie tei-
giniai vadinami aksiomomis. Tai paprasti, protui akivaizdis teigi-
niai. PavyzdZiui, aksioma laikomas teiginys ,.,per du taikus galima
nubreZti tik vieng tiese®.

Nuosekliai laikantis grieZtumo, aksiomy reikia priimti kiek gali-
ma maZiau. Taciau tada ir kai kuriuos akivaizdZius teiginius reikia
irodyti. Tai ne visada lengva. Todél mokykliniame kurse be jrody-
mo priimami ir kai kurie teiginiai, kuriuos netikty laikyti aksiomo-
mis.

O kuriuos teiginius reikia laikyti aksiomomis? 1 § klausima
negalima vienareik§miSkai atsakyti. Juoba kad:

1) vieng aksioma galima pakeisti kita ir toliau jrodinéjant gauti
tuos pacius rezultatus,

2) viena aksioma galima pakeisti jai prieS§ingu teiginiu ir gauti
kitus, praktiSkai pritaikomus rezultatus.

Cia verta priminti aksiominio metodo geometrijoje iStakas. Taip
iSdeéstytos geometrijos pavyzdj daugiau kaip prie§ du tikstanéius
mety pateiké graiky matematikas Euklidas veikale ,,Pradmenys®.
Véliau jo panaudota aksiomy sistema visg laika buvo tobulinama.
Bene daugiausia riipes¢iy matematikams pridaré vadinamasis penk-
tasis Euklido postulatas (gal del sudétingesnés jo formuluotés; Euk-
lido postulata pateiksime veliau). Jis buvo pakeistas lygiagreciyjy
tiesiy aksioma ,,plokStumoje per taSka, nepriklausantj turimai tiesei,
eina ne daugiau kaip viena tiesé, lygiagreti su turima tiese* (t.y ne-
turinti su ja né vieno bendro tafko). Buvo manoma, kad §j teiginj
galima jrodyti. Tik XIX amZiuje buvo jrodyta, kad, remiantis ki-
tomis Euklido sistemos aksiomomis, jo jrodyti negalima. Vadinasi,
yra dvi galimybés:

1) laikyti ta teiginj aksioma,

2) aksioma laikyti jam prieSinga teiginj ir sukurti kitokia geo-
metrija.
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2. Trikampio kampy
sumos aksioma

3. Figiry lygumas

Artikrai trikampio kampy suma Iygi 180°? 35

IS pateikty Euklido lygiagre€iyjy tiesiy aksiomos jrodymy pa-
aiSkédavo, kad jrodant minéta aksioma tebidavo pakeidiama kitu
teiginiu (kita aksioma). Vienas tokiy teiginiy — trikampio kampy
suma lygi 180°.

Cia ir pakalbésime apie Euklido lygiagre€iy tiesiy aksioma bei
trikampio kampy suma.

Matematikos vadovélyje V klasei ([1], p. 154, 29 uzd.) sitloma
nusibraiZyti po vieng smailyji, statujy bei bukajj trikampius ir:

a) iSmatuoti jy kampus,

b) rasti kiekvieno trikampio kampy sumg,

c) pasakyti, kuris i§ skaiciy 90°, 100°, 180° ir 200° yra artimiau-

sias gautoms sumoms.

Labai tiksliai suformuluotas klausimas c), aisku, tikintis atsaky-
mo 180°. Vargu ar galima tikétis, jog kas nors rySis tvirtinti, kad
ta suma lygi tiksliai 180° (nebent tas, kuris noréty pasirodyti mo-
kas labai tiksliai matuoti!). AiSku, visais atvejais rezultatai bus
artimi 180°. Taiau vis délto negalésime logiSkai grieZtai tvirtinti,
kad trikampio kampy suma visada lygi 180° (i tolesniy uzdaviniy
aiSkéja, jog taip laikoma), o skirtumas susidaro tik del matavimy
netikslumo. Antra, praktikai negalime i¥matuoti visy trikampiy (ju
yra be galo daug) kampy ir apskaiiuoti jy sumy.

Tame patiame vadovélyje (p. 154) sililomas kitas biidas trikam-
pio kampy sumai skaiciuoti.

30. Atskirame lape nusibraizykite trikampj ir sukarpykite, kaip
parodyta pieSinyje. NubréZkite tiese, paiymekite joje taskq
ir iSkirptus trikampio kampus sudékite vienq Salia kito taip,
kaip parodyta. Kam lygi trikampio kampy suma?

Pagristai galima tikétis, kad, taip sudéj¢ trikampio kampus, gausi-
me itiestinj kampa (1 pav.). Todél galésime teigti (gal net tvirdiau,
nei ankstesniu atveju), kad trikampio kampy suma lygi 180°.

Kaipgi turétume vertinti teiginj ,trikampio kampy suma lygi
180°%, kai jis laikomas teisingu? Kadangi jis néra pagristas jro-
dymais, o gautas tik i§ pavyzdZiy (nors jy ir nemazai), ji tenka
laikyti aksioma.

Kalbant apie figiry lyguma, VII klasés vadovélyje ([2], p. 148)
raSoma:

Jeigu dvi plokitumos figiiras galima uZdéti vienq ant kitos taip,
kad jos sutapty (pastumiant, pasukant, apverciant), tai sakoma, kad
figiiros yra lygios.
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4, Kryzminiy kampy
savybé
S

A 0 D

2 pav.

5. Pirmoji trikampio
priekampio teorema

A
Pl
D
B C
F
3 pav.

6. Lygiagreciosios tiesés

~N—
e
\—2 B b
:?ll.[

5 pav.

P, Vaskas

Irodysime, kad kryZminiai kampai yra lygis.

Nagrinékime kryZminius kampus AOB ir COD (2 pav.). Kam-
pa AO B apie taSka O pasukime per puse apsisukimo. Jis sutaps su
kampu COD. Vadinasi, tie kampai yra lygis: ZAOB = ZCOD
(Zr. 3 skyrelj).

Irodysime, kad trikampio priekampis yra didesnis uZ kiekviena jam
negretutinj trikampio kampa.

Nagrinékime trikampj ABC ir jo priekampj AC D (3 pav.). Kam-
pa ABC pastumkime per atkarpa BC. Gausime kampa ECD, lygy
kampui ABC (Zr. 3 skyrelj). Jis sudaro tik dalj kampo AC D todél
LECD < ZACD, arba ZACD > ZECD. Tada ir ZACD >
ZABC.

PanaSiai jrodytume, kad ZBCF > ZBAC. Kadangi Z/BCF =
= ZDCA (kaip kryZminiai kampai), tai ir ZACD > ZBAC.

1. Sakykime, turime ties¢ « ir jai nepriklausantj taska M. Daryki-
me, taip, kaip apraSyta vadoveélyje ([3], p. 20).

Pridekime kampainj taip, kad jo iZambine biity tieséje a (4 pav.).
Prie kampainio statinio pridékime liniuotg, kaip parodyta 4 paveik-
sle. Nepajuding liniuotés, kampainj stumkime tol, kol jo jZambine
pasieks taSka M. Per kampainio jZambing bréZkime tiese b.

Kampai 7 ir 2 (atitinkamieji kampai, gauti dvi tieses perkirtus
tre€igja) yra lygs (Zr. 3 skyrelj). Irodysime, kad a ir b yra lygia-
greios tieses.

Tiesés a ir b negali susikirsti taip, kaip parodyta 5 paveiksle, nes
tada gautume trikampi, kurio priekampis (£/7) lygus jam negretuti-
niam trikampio kampui (£2). Tas prieStarauty pirmajai trikampio
prickampio teoremai (Zr. 5 skyrelj). Tiesés a ir b negali susikirsti
ir kitoje tiesés ¢ puséje, nes tada trikampio priekampis (£4) taip
pat biity lygus jam negretutiniam trikampio kampui (£3) (Cia dar
rémémes kryZzminiy kampy savybe).

Kadangi tiesés a ir b neturi né vieno bendro tasko, tai jos yra
lygiagre€ios: a || b.

Pastaba. Cia jrodeme dviejy tiesiy lygiagretumo pagal atitinka-
muosius kampus poZymij.

2. Irodéme, kad per taSka, nepriklausantj tiesei, galima nubréZti su
ja lygiagrecia tiesg. Kiek tokiy tiesiy yra? Neskubékime atsakyti,
kad tik viena. Juk kampainj prie tiesés a galima pridéti ir kitaip,
t.y. kad ties¢je a bty vienas ar kitas statinis. Kiekvienu i§ ty trijy
atvejy kampainj galima pastumti palei ties¢ a | vieng ar i kita puse.
Kad visais atvejais gausime tg pacia tiesg, jrodysime, remdamiesi
tuo, jog trikampio kampy suma lygi 180°.
Prie§ tai iSnagrinekime keleta papildomy teiginiu.
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7. Statmenosios tiesés

6 pav.

8. LygiaSonio trikampio

kampy savybé
A
BJ
B 3
7 pav.

9. Antroji trikampio
priekampio teorema

Ar tikrai trikampio kampy suma lygi 180°7 37

Pasiimkime popieriaus lapa (dalj plok§tumos). Perlenkime ji pu-
siau. Lenkimo linijoje (tieséje A B) pasirinkime taska. PaZymékime
ji raide O (6 pav., a). Gausime iStiestinj kampa AO B.

C
B 0 A B on A
D
a) b)

Lapa vel iStieskime. Perlenkime jj taip, kad spindulys O A su-
tapty su spinduliu O B. Lenkimo ties¢ paZymékime CD. Lapa vél
iStieskime. Gausime dvi tieses AB ir C D, kurios susikirsdamos su-
daro keturis lygius kampus (Zr. 3 skyrelj). Jie vadinami sta&iaisiais
kampais.

Sakoma, kad AB ir CD yra statmenosios tiesés. Dar teigiame,
kad per bet kurj tiesés (AB) ta¥ka (O) eina vienintelé tai tiesei
statmena tiesé (C D).

[rodysime, kad lygiaSonio trikampio kampai prie pagrindo yra ly-
gils.

Nagrinekime trikampj ABC, kurio AB = AC (7 pav.). Irodysi-
me, kad 21 = /2.

Isivaizduokime, kad trikampj ABC pervertéme per tiese AC ir
paZymejome tasko B padétj — taska B’. Trikampis AB'C lygus
trikampiui ABC (Zr.3 skyrelj). Skyrium imant,

AB' = AB, LCAB' = ZCAB, £3 =],
Isivaizduokime, kad trikampj ABC pasukame apie taska A kampu
CAB'. Kadangi ZCAB' = ZCAB, tai kradtiné AC eis krastine
AB, kradtiné AB’ — kraStine AC. Kadangi AC = AB, tai taskas
C sutaps su taSku B. Kadangi AB’ = AB(= AC), tai taskas B’
sutaps su tasku C. Vadinasi, trikampis ABC sutaps su trikampiu
AB'C. Tada £3 = /2.

I§ £3=/11ir £3 = /2 gauname /] = /2.

Irodysime, kad trikampio priekampis lygus jam negretutiniy tri-
kampio kampy sumai. Nagrinékime trikampj ABC ir jo priekampj
BCD (8 pav.).

Remdamiesi trikampio kampy sumos aksioma, gauname

L1+ 224 £3 = 180°.
Kadangi ZBCD ir £3 yra gretutiniai kampai, tai

ZBCD + £3 = 180°.
I§ Siy lygybiy ir gauname ZBCD = £] + /2.
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10. Lygiagreciy tiesiy

P. Vaskas

Irodykime (remdamiesi ir trikampio kampy sumos aksioma), kad

teorema plok§tumoje per taSka, nepriklausantj tiesei, eina vienintelé tiese,
lygiagreti su turima tiese. Kad tokia ties¢ yra, jau jrodéme 6 sky-
relyje. Irodykime, kad ji tik viena.
Nagrinékime ties¢ a ir jai nepriklausantj taskg A (9 pav.).
A o
IgC
K
A b ‘
- LB Bl BZ Bn—l ------ Bn
9 pav.

Pasirinkime tiesés a taska. PaZymeékime jj raide M. Pasinaudo-
dami linivote ir kampainiu nubrézkime:
o per taSka M — tiese, statmena tiesei a;
o per taSka A — tiese, statmena tiesei a; jos ir tiesés a susikirtimo
taSka paZzymékime raide B;
o per taSkg A — tiese, statmena tiesei AB; ja paZzymeékime a’.

Ties¢ a’ yra lygiagreti su tiese a (dviejy tiesiy lygiagretumo pagal
atitinkamuosius kampus poZymis; 6 skyrelis). Irodysime, kad kitos
tiesés, einancios per taskg A ir lygiagrecios su tiese a, néra.

Sakykime, b — bet kuri ties¢, einanti per taSkg A, o smailusis
kampas ZBAK = (1 —k)-90°,0 < k < 1. Irodysime, kad tiesé b
(tiksliau — spindulys AK) kerta tiesg a.

Tieséje @ nuosekliai atidékime Sitokias atkarpas:

BB =BA, B\Bp=B|A, ..., B,_1B,=B,_1A,....

Nagrinékime lygiaSonius trikampius

ABB|,AB\Ba,...,AB,_1B,,....

Kadangi trikampio kampy suma lygi 180°, trikampio priekam-
pis lygus jam negretutiniy trikampio kampy sumai ir lygiaSonio
trikampio kampai prie pagrindo yra lygus, tai

£BB1A = %-90°, £LBBA = %-90“, oy LB BpA = -2]7-90°, SR 3
Tada

/BAB, = ( )90".

Pasirinkime tokj n, kad biity
1 1
— <k (2" > ’—)

ke
Tada ZBAK < £ZBAB,, spindulys AK yra kampo BAB, viduje,
kerta jo kraStinése AB ir AB, esancCius taSkus B ir B, jungiancig
atkarpa B B,. Vadinasi, ir ties¢ b kerta ties¢ a.

Teiginys jrodytas. (Grieztai kalbant, reikéty jrodyti, kad spindu-
lys AK kerta BB,, bet tai laikome aksioma.)

1
[ — —
2“
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11. Lygiagreciu tiesiy
aksioma

12. Lygiagrediy tiesiy ir

Jju kirstinés sudaryty

atitinkamuyjy kampy
savybé
D b

a
P
C

13. Trikampio kampu
sumos teorema

10 pav.

11 pav.

14. PlokStuma ir sfera

Ar tikrai trikampio kampy suma lygi 180°? 39

Laikykime aksioma Sitokj teiginj: plokStumoje per taska, nepriklau-
santj tiesei, eina ne daugiau kaip viena tiesé, lygiagreti su turima
tiese.

Jau 6 skyrelyje jrodéme (nesiremdami trikampio kampy sumos
aksioma), kad plok§tumoje per taka, nepriklausantj turimai tiesei,
eina su ja lygiagreti tiesé. Remdamiesi suformuluota aksioma, gau-
name, kad tokia tiesé yra tik viena.

Irodysime teorema: jei dvi lygiagre€ias tieses perkirsime tiese, tai
gausime lygius atitinkamuosius kampus.

Sakykime, a || b, tiesé ¢ kerta tieses a ir b, taskas D — vienas
i§ susikirtimo ta8ky. [rodysime, kad 22 = £ (10 pav.).

Tarkime, kad £2 # Z1. Per taSka D nubréZkime jsivaizduojama
ties¢ b’ (ji nurodyta briik8nine linija), kad atitinkamieji kampai biity
lygus. Remiantis dviejy tiesiy lygiagretumo pagal atitinkamuosius
kampus poZymiu, iSeity, kad b’ || a. Jei b’ nesutapty su b, tai
per taSka D eity dvi tiesés (b ir '), lygiagretios su tiese a. Tai
prieStarauty lygiagre¢iy tiesiy aksiomai. Vadinasi, priclaida, kad
£2 # /1, yra klaidinga. Taigi Z2 = /].

Irodysime, kad trikampio kampy suma lygi 180°.

Nagrinekime trikampj ABC. Per vir§une B nubrézkime tiese,
lygiagrecia su tiese AC ir prateskime CB bei AB (11 pav.).

LI+ £B + £2 = 180°.

Tatiau £1 = 43, £2 = /4 (kaip kryZminiai kampai), 2] = ZA,
£2 = £C (kaip lygiagre€iy tiesiy ir jy kirstinés sudaryti atitinka-
mieji kampai). Vadinasi, ZA + ZB + ZC = 180°.

ISnagrinéjome Euklido lygiagre€iy tiesiy aksiomos ir trikampio
kampu sumos lygumo 180° abipusj rysj (ekvivalentiSkuma). ISei-
ty, kad, prieme kitokig lygiagretiujy tiesiy aksioma, gautume, jog
trikampio kampy suma nelygi 180°. Ar tai realu? Netrukus tuo
isitikinsime.

Kalbant apie Euklido geometrijos taikyma praktiniams uZdaviniams

spresti, pravartu prisiminti, kad pats Zodis ,,geometrija** — graikis-
kas. ISvertus j lietuviy kalba, jis rei§kia Zemés matavima. Sis Zodis
atskleidZia geometrijos kilme. Euklido geometrijos (planimetrijos)
rezultatai Zemés matavimo darbams taikomi ir dabar. Tadiau Zemés
pavirSius yra artimesnis rutulio pavirSiui (sferai), o ne plokitumai,
kaip ja paprastai jsivaizduojame. I§ tiesy. Pabandykime ant rutulio
(pavyzdZiui, ant sviedinio) uZklijuoti popieriaus gabalelj (plokstu-
mos dalj). Jeigu rutulys nedidelis, tai tik nedidelj popieriaus gaba-
lelj galésime beveik sutapdinti su rutulio pavir§iaus dalimi. Jeigu
stengsimes sutapdinti didesnj gabalélj, jis supli§ arba susirauksles.

Tad natiralu manyti, kad ir Euklido geometrijos (planimetrijos)
désnius galésime taikyti tik nedideléms rutulio pavirSiaus dalims, o
didesnéms jau tikriausiai prireiks kitokios geometrijos.
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15. Sferos geometrija

"/

12 pav.

13 pawv.

P. Vaskas

Kadangi pirminés savokos geometrijoje néra apibréZiamos, tai
pacia sferg galime laikyti ,,plok§tuma®, Tuo labiau, kad, judédami
sfera, o ne Ziurédami | ja i§ Salies, mes nejuntame, ar judame sfe-
riniu pavir§iumi, ar ploks¢iu, ypaé jei sferos spindulys pakankamai
didelis.

Sfera laikydami plokStuma, taSkus jsivaizduojame taip pat, kaip ir
ant plokscio pavir§iaus. ‘

Norédami jsivaizduoti tiese ant plok§€io pavirSiaus, galéjome im-
ti ant jo iStemptq sitila. Tq patj padarykime ir ant rutulio pavir§iaus.
PavyzdZiui, pasirinke ant gaublio du taskus, priklausan¢ius vienam
dienovidiniui, ir per juos iStempe sitila, matysime, kad sitilas eis
tuo dienovidiniu. Todél ,tiesémis* laikysime dienovidinio tipo li-
nijas. Jas galima gauti sfera perkirtus plok§tumomis, einanéiomis
per sferos centra. Tai sferos didieji apskritimai.

Cia jau prasideda ,,netikrumai‘.

Bet kurios dvi plok§tumos, einancios per sferos centra, susikerta
(12 pav.).

Taigi susikerta ir bet kurios dvi tiesés. Lygiagreciyjy tiesiy néra.

Tokiy tiesiy kampu laikysime kampa, kurj sudaro apskritimy lies-
tinés.

Turime planimetrijoje neminima figlira — dvikampj (ABA'C; B
ir C — pusiaujo takai; 12 pav.). ParySkinta figlira — trikampis
ABC. Du jo kampai (ABC ir ACB) — statieji, treCias kampas
BAC gali biiti bet koks. Taigi tokio trikampio kampy suma néra
lygi 180° (sr radiany). Ji néra ta pati visiems trikampiams, taciau
didesne uz m. AiSku, kad trikampis gali turéti ir tris staciuosius
kampus.

Paminésime dar kelis rezultatus.

Sakykime, sferos spindulys yra R. Zinoma, kad tokios sferos
plotas lygus 47 R%. Tarkime, kad trikampio ABC visi trys kam-
pai yra statieji. Tada trikampis sudaro é visos sferos, todel jo
plotas yra lygus é 4w R? = %TL’R?'. Trikampio kraStines lygios
% -27R = %IIR, jo aukstinés lygios le-n'R. To trikampio krastines
ir | ja nubréZtos aukstinés sandaugos pus¢ gmw2R? # $m R?. Taigi
iprasta trikampio ploto formulé €ia netinka.

Irodoma, kad bet kurio sferinio trikampio ABC plotas

Sapc = R*((A+ B+C) —7);

¢ia A, B, C i8reiksti radianais.

Sakykime, sfera perkirtome plok$tuma, statmena skersmeniui AA’
ir einancia per taSka C (13 pav.). Gautas pjiivis bus sferos ,,apskri-
timas®, kurio ,,spindulys” —AB =r. Tada ZAOB = ’ﬁ (radiany),
o apskritimo ilgis £ = 27 R sin . Vadinasi, apskritimo ilgio ir jo
»skersmens® santykis

E'Zr—’):rRsinL '2]“"‘?1’('iiﬂi) L
: =2 i sin— )2

o+ w



16. Penktasis Euklido
postulatas

\/:é\

/

14 pav.

17. Lobacevskio geometrija

Ar tikrai trikampio kampy suma lygi 180°? 41

néra pastovus. Tafiau, kai 5 — 0, (sin %) : ’ﬁ — 1, ir gauname

Zinoma rezultata.

Grizkime prie atvejo, kai lygiagretiosios tiesés yra.

Daugiau kaip prie§ du tlikstanéius mety graiky matematikas Euk-
lidas veikale ,Pradmenys* suformulavo aksioma, sukélusia dau-
giausia gin¢y ir démesio. Tai vadinamasis penktasis Euklido pos-
tulatas:

Jei tiesé, kertanti dvi tieses, i§ vienos pusés sudaro vidinius kam-
pus, magesnius uZ du stacivosius, tai neribotai pratestos tos tiesés
susikirs is tos pusés, i§ kurios kampai mazesni uz du stacivosius.

(C‘ia fraze ,,maZesnius uZ du staciuosius* reikia suprasti, kad ty
dviejy kampy suma maZesné uZ du statiuosius kampus; 14 pav.).

Penktasis Euklido postulatas néra akivaizdZiai teisingas, o jo for-
muluoté yra kur kas ilgesné ir sudétingesné uz kity aksiomy for-
muluotes. Tikriausiai dél to daugelis matematiky penktajj Euklido
postulatg bandé jrodyti, remdamiesi kitomis Euklido aksiomomis.
DazZniausiai buvo daroma mazdaug Sitaip: tarus, kad lygiagregiyjy
tiesiy aksioma (penktasis Euklido postulatas) neteisinga, bandoma
parodyti, kad tai prieStarauja likusioms aksiomoms. Jeigu §itai pa-
vyktu, tai bty jrodyta, jog prielaida klaidinga, o lygiagregiy tiesiy
aksioma teisinga. Be to, lygiagre€iyjy tiesiy aksioma virsty teore-
ma, kurig galima jrodyti remiantis kitomis aksiomomis.

Nors buvo daug ir jvairiy tokio pobiidZio bandymuy, tagiau rasti
prieStaravimo nepavyko. Jeigu kas ir tarési pasiekes tiksla, tai kiti
tyréjai, nuodugniau iSanalizave, rasdavo kur nors padaryty klaidg
arba pastebédavo, kad vietoj lygiagretiujy tiesiy aksiomos paim-
ta kita jai ekvivalenti aksioma. Sitaip jrodinéjant, buvo gaunama
keistu teiginiu. PavyzdZiui: trikampio kampy suma nelygi 180°;
plokStumos taSky, vienodai nutolusiy nuo tiesés, aibé néra tiesé,
ir kt. Buvo manoma, kad &ia jau gauti prieStaravimai ir penktasis
Euklido postulatas jrodytas. TaCiau ir i§ jy nematyti, kad prieitas
loginis prie3taravimas, kad tai absoliugiai negalima. Jie tiktai at-
rodo nenatuiralus, nesiderina su tuo, prie ko jau esame jprate, kuo
tikime.

XIX a. pradZioje kai kurie matematikai jau pradéjo suprasti, kad,
einant tokiu keliu, vargu ar pavyks kg nors pasiekti. Bema¥ tuo pat
metu, vienas nuo kito nepriklausomai, trys matematikai — N. Lo-
bacevskis (1792-1856), K. F. Gausas (1777-1855) ir JI. Bojajis
(1802-1860) — pri¢jo i¥vada, kad egzistuoja visiskai skirtinga nau-
ja geometrija. Nesigilindami i istorinius aspektus, paminésime ke-
leta tokios (vadinamosios Lobadevskio) geometrijos fakty. Loba-
Cevskis mane, kad, remiantis kitomis Euklido aksiomomis, jrodyti
penktojo Euklido postulato negalima. Vadinasi, pakeite ta postu-
latg jam prieSinga aksioma, jokio prieftaravimo negausime. Jis ir

o+ w



42
A
(lz%&ﬂ!
a
15 pav.

18. Lobacevskio
plokStumos modelis

16 pav.

P. Vaskas

karé geometrija, remdamasis Sitokia aksioma: plokitumoje per tag-
ka, nesantj tieséje, galima nutiesti bent dvi tieses, nekertandias tos
Lieses.

Nagrinesime ties¢ a ir jai nepriklausanti taska A (15 pav.). Re-
miantis Lobacevskio lygiagre€iyjy tiesiy aksioma ir kitomis Euk-
lido geometrijos aksiomomis, jrodoma, kad per taSka A eina be
galo daug tiesiy, kurios kerta tiesg a, ir be galo daug tiesiy, kurios
nekerta tiesés a. Dvi tiesés (a) ir az), nekertandios tiesés a, vienis
ty tiesiy atskiria nuo kity. Tiesés @) ir az vadinamos tiesémis, ly-
glagreCiomis su tiese a (atitinkama kryptimi). Kitos tiesés, kurios
nekerta tiesés a, vadinamos iSsiskirianCiomis su tiese a.

Rodyklémis paZymétomis kryptimis (lygiagretumo kryptimis) tie-
siy ay ir a taSkai neribotai artéja prie tiesés a. Aisku, kad tokioje
geometrijoje trikampio kampy suma nelygi 180° (Zr. 10 skyrelj). Ji
néra pastovi ir yra mazesné uz 180°,

I5 kity rezultaty dar paminésime Lobacevskio funkcija (lygiagre-
tumo kampa)

L ) 1y
w=T(x)=2arctge™#, e= lim (1+—)’=2,71828...;

n—roo n
¢ia p > 0 — konstanta, vadinama Lobacevskio erdvés kreivumo
spinduliu.
PabréZtina: kai % — 0, tai TT(x) — 52— o tai atitinka Euklido
geometrija.

Galime sakyti, kad esame jprate prie Euklido plokStumos geomet-
rijos.

Nagrinédami sfera ir ,ties¢émis* laikydami jos didZiuosius ap-
skritimus (,.tiesiausias* ir ,trumpiausias* sferos linijas), gauname
praktiSka geometrija, kuri skiriasi nuo Euklido planimetrijos ir nuo
Lobacevskio geometrijos.

Beje, panaSiu biidu galima jprasminti ir Lobacevskio geometri-
ja. Tam tikslui vietoj plokStumos ar sferos reikia imti pseudosfery
(16 pav.), o ,tiesemis laikyti , tiesiausias* (tuo paliu ir ,trumpau-
sias*) pseudosferos linijas — jos geodezines linijas.

PraktiSkai bet kurio pavirSiaus geodezing linija galime gauti §i-
taip: imti siaurg popieriaus juostelg, per kurios vidur] nubréZta tie-
se, ir kloti ja ant pavirSiaus — ties¢ i$linksta | pavirSiaus geodezing
linija.

. Matematika ir pasaulis 5 klasei, TEV, Vilnius, 1996,

1
2. Matematika 7, 1 dalis, TEV, Vilnius, 1998.
3. Matematika 7, 11 dalis, TEV, Vilnius, 1998.
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