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Skaicius e — vienas svarbiausiy matematikoje. Autorius parodo, kad ji apibrézi,
skaiciuoti jo artinius, frodyti iracionalumg galima naudojantis viena nelygvbe,

Pagrindinis §io straipsnio tikslas — jrodyti, kad skaiCius e iracionalus. Taigi straipsnis te-
sia ankstesnius autoriaus raSinius Zurnale — ,,Kodél cos 17° iracionalus?* [1] ir ,.Kodél cos %ﬁ
iracionalus?* [2]. Juose jrodyta, kad racionalaus laipsniy skai¢iaus trigonometriniy funkcijy reiks-
mes iracionalios (Zinoma, iSskyrus gerai visiems Zinomas reik§mes sin 0°, sin 30°, cos 60°, tg 60°,
tg45° ir pan.). Todél tas, kas domisi tik iracionalumo klausimu, gali i§ karto perSokti prie 3
skyrelio. Bet tikiuosi, kad skaitytojas aptiks sau §j bei tg jdomaus ir pirmuosiuose skyreliuose.
Skaitant tuos jvadinius skyrelius ir norint prisiminti viena ar kitg teiginj, gali praversti ankstesniyju
mety mokyklinis [3] ir universitetinis [4] vadovéliai.

1. Prisiminkime apibrézima

Atsimename, kad skaiCius e apibréZiamas kaip sekos a, = (1 + %)” riba. Pirmas klausimas, kuris
kyla — ar ta seka tikrai turi ribg (juk ne visos sekos ja turi — prisiminkime sekg a, = (—1)",
t.y. seka —1, 1, ..., kuri, aifku, pric jokio skaifiaus neartéja). Stai jeigu secka monotonigkai
didéja ir apréZta, tai aiSku, kad ji ribg turi — uZtenka pasiZitreéti j paveikslélj (beje, jeigu kam to
nepakanka, galima remtis VejerStraso autoritetu, jis tai jrodé grieZtai).

iy,

2,71

Taigi reikia jrodyti, kad seka a, = (1 + %)” monotoniSkai didéja. IS pradziy tarsi viskas aiSku:

Iy! 1\2
(1.1:(1+—) =g a2=(1—|—3) = .95,

I
as=(1+ %)1’ = (g)?’ = EG,_% =237, a=(1+ j—J‘ = (%)4 = %é =2,44...

ir t.t. Matome, kad kol kas nariai auga. Apskritai taip skai€iuoti gana malonus uZsiémimas,
ypac jei turi kiSeninj skaiciuoklj. Nors ir tada galima suabejoti: kai skaiciuoklio tikslumas (na,
sakysime, 10710 baigsis, ka gi daryti tada.
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Taigi imkimés monotoniSkumo be skai¢iuoklio. I8skleiskime @, remdamiesi Niutono binomu:

a,,:1+i]§--% n(rlr'—zl)_nil_‘_n(nT-lz)(.ns—Z) ”13+ "
nn—1)---(n—k-4+1) l nm—1)-- [11—(11—3)]_ 1
1.2k nk 2---(n—=2) ni—2
n(n—l) [11—(:1—3)][11—(;:—2)] | 11(11——])---[11—(11—1)]'L
v (n=2)n = 1) Cpn=1 2. (n—1n nh
I 1 1 7 1 1 2 k—1
—f+f,+2|( “)+3r(‘—;;)(1—;)+“'+m(1“;)(1—;)'“(1—T)+
1 1 2  —3
+”-+(n—2)!(l_r—1~)(]_E)”‘(I—”n )+
1 2 -3 -2
tamm( =) (=2 (=)0 -7)+
2 -2 —
T G [ () B (S [ (S 0

Palyginkime skleidinj su a,.; skleidiniu:

=14+ (= )+ (- ) () +oee
1 1 2 k—1
+E(1_n+1)(l_n—l—l)-”(l_n—l-l)_‘_“'_‘_
1 1 2 -1 1
F(IHII—I—[)(]_n+l).”(]_Z+l)+(n—|—l)"+['

Pirmi du skleidiniy démenys lygts, o kiekvienas i§ pirmo skleidinio démenu maZesnis uZ atitinka-

mg antro skleidinio démenj (kiekvieno démens atitinkami dauginamieji mazesni). Be to, antrame

skleidinyje yra dar vienas teigiamas démuo. Vadinasi, a, < a1, taigi seka monotoniskai didéja.
Lengviau jrodyti, kad seka a, apréZta. IS tikrujuy, i§ (1) skleidinio aiSku, kad

a,,<1+||+1+3]'+ -i-(?_]])!—i—]:—'éb,, (2)
(Zenklg = galima skaityti kaip zodj ,,pazymékime*). Todél
a,,<b”—_+1+-f—+ + : -+ l <
2.3 2:3---n—=1) 2-3---(n—Dn
<2+%+§!2-+~-+2”L_2+2”—1_1:
<2 () (-9 =24 (-5 <5

Seka a, monotoniSkai didéja ir apréZta, todél egzistuoja riba lim,—, o ay. Ja Zymime raide e.
Taigi
n
()"
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Jau dabar galima apytiksliai apskailiuoti e, ta¢iau remiantis (2) nelygybe a, galima jvertinti
tiksliau:

1 1 1 1 1
arr<bn:2+§+§|‘+"4—1‘+§++n—|<

<2+l+1+i(1+1+L+---+———1 ) <

2 6 4! 5 5.6 5:6---n
<2—|—%—|——l-(]+1+L+...+_]._.)=2+%+_1__I_#

3 24 5 52 5n—3 3 24 ]_%

2 2, 1 ! 2 2.2 2,7188

< +§+£']_%< +§+%< 3 .

Taigi e < 2,7188 < 2,719.

Beje, dar ne karta vartosime ZodZius ,,vertinti, ,,vertinti i§ vir§aus®, ,,vertinti i§ apacios®. Jie
suprantami ir be paaiSkinimo, bet dél visa ko pasakysime, kad, pavyzdZiui skaidiy e ,vertinti
i§ virSaus* reiSkia paraSyti nelygybe € < c¢, kurioje skaiCius ¢ dél vienos ar kitos prieZasties
patogesnis uZ e.

Kita vertus, kadangi e > ag, tai

116 7N\ 6
e> (1 + g) - (g) =2,52.., Ly. e>252
Norint gauti bent vieng tiksly skaitmenj po kablelio, prireikia net ajgq:
1 100
=(1+—) =1,00%=2704..,
e > ajgp ( +]OO) (1,01)

taigi 2,704 <e < 2,719ire=2,7....
Norint gauti du tikslius skaitmenis po kablelio, reikia imti agq:

1 200
&> a0 = (1 " ﬁ) = (1,005)2% = 2.711....

taigi 2,711 <e < 2,719 ire =2,71....
Véliau matysime, kad yra daug geresniy blidy apskaiéiuoti skaiciy e dideliu tikslumu.
2. Dar vienas ¢ apibrézimas

Misy laukia malonus siurprizas. Irodéme, kad sekos a, = (1 + %)” nariai tenkina nelygybe

1 I I
n bn=] 1 = = - — 2
G = tr ettt ey T (2)

Deja, i§ jos neiSplaukia, kad

| 1

(n—1!  n!

1 1
g 1—|—1+5+§'I'+"'+
Negana to, paraSytoji nelygybé neteisinga, o teisinga biitent prie§inga nelygybé:

1 1 1
y = [ N IO B B
b b +2!+3!+ +(n—1)!

1
+— <e. (3)
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Ja dabar ir jrodysime.
Grizkime prie (1) lygybés. Paéme jos deSiniojoje puséje tris démenis, gauname

a,,>l+l+21|(l—%).

Si nelygybé teisinga su visais n > 2, todél galima pereiti prie ribos, kai n — oco. Gauname

1 ]

Dabar (1) lygybes deSiniojoje puséje imkime keturis démenis (n > 3):

1+1+1(1 1)+1(1 1)(1 2)
= 21 31! n n’/

Vel pereikime prie ribos, kai n — 00:

Zinoma, §i lygybeé irodo, kad ankstesné nelygybé grieZta.
Toliau (1) lygybés deSingje imkime penkis démenis (n > 4):

(1= 2) 451212+ 5 (- D (-2 (1-2)
T 1 21 n 3! i 4! n n n/’

Peréje prie ribos, kai n — oo, gauname

1 1
41

Dabar jau visiSkai aiSku, kad taip galime pasiekti bet kuri m:

1
B L +—+

1 1
>1 —_—.
© + + +3'+ m!

Bet teisinga ir nelygybé

1 1 |
e>1 5 Y . N—
+ + +31+ +m' (m+4 1)!

todél vél ankstesneé nelygybe griezta ir

1
I+ o+ —

e>l+ +
! m!

12t 31

su kiekvienu m. Nelygybe (3) jrodyta. Nejtikétinai subtilus samprotavimas!
Sujunge (2) ir (3) nelygybes, gauname

i

a, <b, <e.
Sekos a, riba lygi e, todél peréje nelygybéje prie ribos gauname

e< lim b, <e,
n—oo

t.y. lim,—00 by = €. Vadinasi, ne tik sekos a,, bet ir sekos b, riba yra e.
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Isitikinome, kad skaiCiy e galima apibréZzti kaip sekos b, riba:

1
=
Kokiy privalumy turéty toks apibréZimas? Pirma, nereikéty jrodinéti sekos b, monotoni¥kumo
— sekos a, monotoniSkumo jrodymas nebuvo labai malonus. Antra, nel gybe (3) leidZia daug
tiksliau jvertinti e i§ apadios: uZtenka imti n = 5 ir gauname e > 2,71.

Vis délto matematikoje riba lim,_ oo (1 + %)” labai svarbi — nors ir kaip apibréZtume skaiciy e,
prie tos ribos norom nenorom tekty sugrjZti.

Nelygybeje (3) skaiCiy e labai tiksliai jvertinome i§ apa¢ios. Miisy artimiausias uzdavinys —
panaSia nelygybe rasti skaiiui e vertinti i§ vir§aus.

Jau kelis kartus vertinome b, (taigi ir a,) i§ virSaus. Pirmg karty didinant démenis pradedant
ketvirtuoju mums pavyko jrodyti, kad b, < 3, taigi ir kad e = lim,o0 b, < 3. Antrg karty
nelietéme pirmuyjy keturiy demeny, jrodéme, kad b, < 2,7188, ir galéjome teigti, kad e < 2,719.
Tad pabandykime dar karta vertinti panaiai, tik §j karta neliesti ,,daug* pirmyjy nariy. Taigi

+%+m+i)

e = lim (I-i— -

n—00

1 I 1 1
B 5 T b o e e e+ el =il 5 ks g
m=itqphg ¥ totero T @
1 |
=]+ﬁ+2—!+"'+m+

1 1 l 1
" (n + l)!(1+n+2+ (n+2)(n+3) TR (n+2)(n+3)---(2n)) =

1 1 1 1 | 1
I — o (1 N .
= +l!+ +n!+(n+l)! -|-”+1+(”+1)2+ +(n—|—l)”“')

Skliausteliuose yra geometriné progresija, kurios suma

1
l—m 1 n+1
=T 3 T a "
ER) n+1
todeél | 1 I I
b, < by, < l+—+ =4 — 2, = b, + —.
1! n!  nln nln

Kuo skiriasi gautasis jvertis nuo ankstesniujy? Ten definiojoje puséje buvo konkretus skaicius,
ir, pavyzdZziui, lygybéje b, < 3 peréje prie ribos daréme i§vada, kad lim,_, o0 b, < 3. Dabar miisy
deSine priklauso nuo n ir reikia naujos idéjos. AnksEiau buvo tiek a, < e, tiek b, < e. Dabar
mes padidinome b7, — o gal padidinome tiek, kad ¢, jau didesnis uZ e? Ir galésime vertinti e
nelygybe ¢ < ¢,? Pasirodo, kad tikrai taip. Kadangi ¢, ir b, skiriasi ,,mazai®, ¢, — b, = ;,l; tai
ir skai¢iaus e jvertis bus labai tikslus.

. v, ¥ o v . |
Taigi nagrinékime seka c,. AiSku, kad lim,—eo ¢y = lim,y— oo (b,, -+

W) = limy—oo by +

4+ limy— ﬁ = e+ 0 = e. Bet svarbiausia, kad seka ¢, — maZéjanti: ¢, > ¢,4, nes e B
l 1 2 2 9 249
> ot T GEDeED 4=} (n+D">nn+D+n&=n"+2n+1>n"+2n.
Vadinasi, sekos ¢, riba ¢ < ¢,. Todel
by <e < gy,
arba
1 1 I 1 1
[+—+ F+—<e<lt——4 - +—+—. 4
I n! 11 nl nln
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3. Kodél e iracionalus?

Paskutine (4) nelygybé tikslesné uZ visas iki tol paraytasias. DeSiniosios ir kairiosios pusiy
skirtumas lygus ET’ todeél jau su n = 5 ji ,,uZdaro® skaiCiy e | ﬁ ilgio intervalg. Kai n = 6,
gaunami net trys teisingi skaitmenys: e = 2,718...; kai n = 12 — net 9 teisingi skaitmenys:
e = 2,718281828.... Bet svarbiausia — §ita nelygybé yra raktas jrodyti, kad skaiCius e iracionalus.
Idomu dar ir tai, kad (4) nelygybe puikiausiai galima laikyti skaiiaus e apibréZimu (jau treCiuoju):
Skaiciumi e vadiname vienintelj skaiciy x, kuris su visomis n reik§meémis tenkina nelygybes

I 1
—+- T S

] 1
1 s =5 i +—<x<]—l—
| ! 1! n!  nln

11
I5 tikryju, toks skaicius vienintelis: jeigu biity du skaidiai « ir 8, @ < B, tenkinantys tas nelygybes,
tai su visais n bty teisinga nelygybé f—a < ”,n Bet yra tik vienas neneigiamas skaicius, kuriam
tokia nelygybé teisinga — tai 0. Vadinasi, # = o — prieStara. Jokiy abejoniy nekelia ir tai, kad
toks skailius x egzistuoja. Tiesa, § fakta mes jau Zinome (tas skaiCius — tai seniai apibréZtas
skaitius €), bet net pirma karta pamaciusiam §j apibréZima tai gana aiSku. Kai n = 1, deSinioji
pusé lygi 1 + % 4 T%T = 3, todél kairiosios puseés seka aprézta. Kadangi kairiosios pusés seka
didéja, tai ji turi ribg € Stai §i riba & ir yra norimas skaicius. Tikrai, kairioji seka did¢ja, todél
kickvienas jos narys maZesnis uZ jos riba & Bet ta pacia riba turi ir deSinioji seka, o kadangi ji
maéja, tai kiekvienas jos narys didesnis uZ & ZodZiu, skaiéius e, kad ir kaip mes jj apibréZtume
— ar kaip anks¢iau, kaip sekos (1 -+ %)” ribg, ar kaip dabar (ir né neZinotume, kad tai sekos
(1+ %)” riba) — tikrai tenkina abi nelygybes.

Taigi jrodykime, kad skaiCius e yra iracionalus. Remkimes prieStaros metodu. Tarkime prie-
Singai — kad skaiCius e racionalus. Tada ji galima iSreiksti trupmena f—!’ ¢ia p ir ¢ — nattralieji
skaitiai. Kadangi (4) nelygybé teisinga su visais 7, tai ji teisinga ir su skai¢iumi ¢. Gauname
nelygybe

P I 1 1 1
l+—+4+ = — < =< — 4 —
-l-lr il +1.<q< +1r+2|+ p o
Padauginkime ja i§ g!¢. Tada
q!lg q! gy
q'q-i—qj—i— e L +1q<qp<qq+—+ b 2 g,
(@—-1! " q! 1! q!

Kairioji nelygybés pusé yra tam tikras natiiralusis skaicius N, deSinioji — skai¢ius N + 1. Taigi
tarp dviejy gretimy nattraliyjy skaiciy jsiterpé natiralusis skaicius g !p. Bet taip buti negali, taigi
gavome prieStara.

Vadinasi, miisy prielaida, jog e yra racionalusis skaicius, neteisinga, todél skaicius e iracionalus.
Taigi i:"lcionaliqjq skaiciy ratas prasiplété — dabar Zinosime, kad iracionalus ne tik skaicius ¢
bet ir skaiciai 56, = Je, /e ir pan. Vis délto kol kas nieko negalime pasakyti apie skaiciuy e+—

ar netgi skaidiy e®. Bet tai, kaip sakoma, jau kita istorija.
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