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Hornerio schema — lengvai suprantamas algorvitmas vieno kintamojo daugianario
ir dvinario dalmens koeficientams ir liekanai rasti. Kai kuriais atvejais Hornerio
schema patogu naudotis vietof jprastos dalybos , kampu®.

Siame straipsnyje trumpai aprafoma Hornerio schema, pateikiami keli Sio dalybos
metodo taikymo uZdaviniams spresti pavyzdziai,

Miisy Zurnalo [1] straipsnyje pla¢iai raSyta apie Bezu teorema ir jos taikymus aukStesniojo
laipsnio lygtims spresti. Kartais ieSkant tokiy lyg€iy sprendiniy tenka naudotis daugianariy daly-
ba. Iprastas biidas — dalyba ,kampu®, taiau — ne visada patogus, todél verta mokéti naudotis
alternatyviu daugianario dalybos i$ dvinario metodu.

Tegul

P(x) = aux” +ﬂ”_]X”_] +-+ax+ap

yra n-ojo laipsnio vieno kintamojo daugianaris, ¢ia x — kintamasis dydis, n — neneigiamas
sveikasis skai€ius, vadinamas daugianario laipsniu (ji Zymeésime deg(P)), a, (a, %= 0), ay—1, ...,
ay, ag — realieji skai€iai, vadinami koeficientais.

Daugianari P(x) dalykime i§ specialaus pirmojo laipsnio daugianario (dvinario) S(x) = x — 1,
Cia I — bet koks skai€ius:

R oty a2 o g g | x-1
a,x" —la,x""! ap X"Vt (g + la)x" 2+ (@ o+ Hau -y + la,)) x5 4
Ay -1+ la) x" 1 + a, _,x"?
_ga,,_] + la,,;x"“' ~la""' + la,)x" "2
Ap_2X" "2+ la,_ | + la,)x" "% + a,_3x"3
“ty_ox" 2+ Nay -y + la)x" " = Ua, o + la, g + la,))x"3

Teorema. Jeigu P(x) yra daugianaris ir deg(P) = n, tai P(x) dalijant i§ dvinario S(x) = x —1,
cia | — bet koks skaicius, gaunamas vienintelis pilnasis ar nepilnasis dalmuo — daugianaris D(x),
deg(D) = n — 1 ir vienintelé liekana L(x), deg(L) = 0. Daugianariams P(x), S(x), D(x) ir
L(x) teisinga lygybé

P{x) = Sx) - D)+ Lx).

Pastaba. Sia, kaip ir kitas teoremas, straipsnyje pateikiame be jrodymuy. Juos, taip pat daugiau
apie Hornerio schema, jos sudarymg ir taikymus rasite [2], [3], [4] knygose.
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52 S. Sajavicius

Nepilnojo dalmens D(x) = a,x" ™' 4 (a,—1 +la,)x" "2+ (ay—2+1(a,—, +lay)x"3+. .., gauto
daugianarj P(x) dalijant i§ S(x), koeficientus pakeiskime koeficientais by (k =0, 1,2, ... Jin—1).
Tuomet

D(x) = by_1x" " 4+ byox" 2 o+ byx 4 by

Daugianario D(x) koeficientus ir lieckang L(x) galime apskaiiuoti naudodamiesi Siais dinaminiais
koeficienty D(x) ir P(x) bei skaitiaus / rySiais:

by—1 = ay,

bp—s =ay—) +la, = a,_| +1b,—,,

by—3 = ay—2 4+ l{ay— +lay) = ay—2 + b, 1,
bu—g = ap_3 +1b,_3,

by = az +1b,

by = ay + by,

L(x) = ap+ Ilby.

Toks skaiiavimo biidas vadinamas Hornerio! schema. Del patogumo, skaitiavimo rezultatai
suraSomi | Hornerio lentele:

a, dy—| | Ay—2 | ... | a2 | a dag

| [] bao) br|—2 bu—3 | ... | b1 | bo L(x)

ISnagrineje keleta pavyzdZiu, isitikinsime, kad toks paprastas daugianariy dalybos metodas gali
padéti lengviau iSspresti kai kuriuos uZdavinius.

1 pavyzdys. Raskime dalmenj D(x) ir lieckang L(x), gautus daugianarj P(x) = 4x7 + 23> —
x% — 5x2 4 3 dalijant i§ dvinario S(x) = x — 2.

Sprendimas. Sudarykime Hornerio lentele:

4lo|l2]-1Jo]-5] 3
[2]4]8]18]35]70]135]273

Taigi nepilnasis dalmuo D(x) = 4x° 4 8x* 4 18x3 4 35x2 4 70x + 135, o liekana L(x) = 273.
Naudojantis Hornerio schema, lengvai randama daugianario P(x) reik¥mé bet kuriame taske /.
Prisiminkime Bezu? teorema.

Bezu teorema. Daugianario P(x) reik§mé taske | lygi liekanai, gautai P(x) dalijant i§ S(x) =
=x—1

Pagal Bezu teoremg ir Hornerio schemos apibrézima Hornerio lenteles, sudarytos P(x) dalijant
1§ §(x) = x — [, paskutiniame antrosios eilutés langelyje esantis skaiius ir yra P(x) reik§meé
taske /.

Daugianario reik§me taSke lengvai ir greitai galime apskaiciuoti net nesudare Hornerio lentelés,
o daugianarj uZras¢ pavidalu P(x) = (--- (((ay)x + ay—1)x + ay—2)x + -+ + a;)x + ap. Taip
skaiCiuojant daugianario reikSme, atlieckami tie patys veiksmai, kaip ir naudojantis lentele. Toks
skaiciavimo budas patogus tada, kai reikia rasti tik pacig daugianario reik§me ir nesvarbus dalmuo.

I William George Horner (1786- 1837), angly matematikas,

2 Etienne Bezout (1730-1783), pranclizy matematikas.
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2 pavyzdys. Raskime daugianario P(x) = x® — 3x> + 2x* — x3 4 2x + 4 reiksme taske xo = 4.
Sprendimas. Daugianarj galime uzraSyti taip: P(x) = (((((()x —3)x +2)x — I)xv—i- O)x+2)x +
+4. Tai P(4) = ((((1-4—=3)-442)-4—-1)-440)4+4+2) -4+ 4 = 1484. Zinoma, tq patj
rezultata gauname pasinaudoje Hornerio lentele:

I[=3]2]-1Jo[ 27 4
[4[1] 1 [6]23]92]370] 1484

Atsakymas. P(4) = 1484,
Apibrézimas. Daugianario P(x) iSraiska
Px)=ma(x ="+ mui(x=D" oo+ malx — D>+ my (x — 1) 4+ mg

vadinama daugianario skleidiniu x —/ laipsniais.

Skleidinj bet kokio dvinario x —/ laipsniais turi kickvienas daugianaris. Sia i$raiska patogiausia
gauti taip pat naudojantis Hornerio schema. Daugianari P(x) reikia nuosekliai dalyti i§ dvinario
x =1L

3 pavyzdys. Daugianari P(x) = x* — 2x3 — x? +4x + 5 isskleiskime dvinario x + 2 laipsniais.
Sprendimas. P(x) nuosekliai dalykime i§ dvinario x 4+ 2:

1| =2 | -1 4 5
=211 | -4 | 7 | —10]25
=21 1] =6 | 19| —48
—2|1] =8 [ 35
—2 |1 [=10
-2 |1

Pradedant nuo antrosios, paskutiniuose kiekvienos eilutés langelivose esantys skaiciai atitinka-
mai lygus ieSkomo skleidinio koeficientams mq, n1y, ..., m,. Vadinasi, ieSkomas daugianario
skleidinys yra P(x) = (x +2)* — 10(x +2)% +35(x + 2)2 — 48(x + 2) + 25.

Hornerio schema palengvina kai kuriy aukS$tesniyjy laipsniy lygéiy sprendima. Prisiminkime
kelis labai naudingus teiginius bei daugianario Saknies savokos apibréZima.

Apibrézimas. SkaiCius [ vadinamas daugianario P(x) Saknimi, jeigu P(/) =0, t.y. daugianario
P(x) Saknis yra lygties P(x) = 0 sprendinys.

Paprastai lygybe P(x) = 0 vadiname lygtimi, o visus skaiius /, tenkinancius lygtj, — Iygties
sprendiniais (Saknimis).

4 pavyzdys. Ispreskime lygti 3x° — 5x* — 1903 + 17x2 4+ 16x — 12 = 0.

Sprendimas. Lygti patogu spresti taikant vadinamajj laipsnio Zeminimo metoda. Remkimeés tei-
giniu, jog kiekviena sveikoji daugianario su sveikaisiais koeficientais Saknis yra laisvojo nario
daliklis. Naudodamiesi Hornerio schema, tikrinkime, kurie skaiciai i% laisvojo nario dalikliy aibés
+1, &2, 43, 44, £6, £12 yra lygties sveikosios Saknys:

3]s =5J17] 16 [=12
|—1]3]-8[—-11]28][—-12] ©
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Matome, kad x| = —1 yra lygties §aknis, t.y. pradiné lygtis ekvivalenti lygéiai (x + 1)(3x* —
—8x3 — 11x? 4 28x — 12) = 0. Eliminave daugikli x + 1, gauname ketvirtojo laipsnio lygtj
3x% — 8x% — 11x% + 28x — 12 = 0. Vel tikrinkime, kurie skaigiai i§ aibés %1, +2, £3, &4, +6,
+12 yra lygties sveikosios Saknys. Nors jau jsitikinome, kad — 1 yra lygties Saknis, taciau lygtys
daZnai turi kartotiniy Saknuy, todel reikéty patikrinti, ar tokia néra kiekviena rasta lygties §aknis.

3| —8 | =11 |28 | —12
=] || § | —d] 0 |28 | —40
1 |3| -5 |—-16|12| O

Taigi x» = 1 taip yra pat lygties Saknis. Eliminave daugikli x — 1 gauname tre€iojo laipsnio
lygti 3x3 — 5x? — 16x + 12 = 0. Toliau iekome sveikujy lygties Saknu:

3] =5 |-=16]| 12
1 13| =2 | —18|—6
-2 (13| 11 6 0

x3 = —2, o iSsprende kvadratine lygtj 3x> — 11x + 6 = 0, randame likusias dvi lygties Saknis:
X4 = 3ir X5 = %

Atsakymas. x € {—2; —1; % 1531,

5 pavyzdys. ISspreskime lygt] x® — Il'—zx2 + %x — 2]—4 =0
Sprendimas. Jei daugintume abi lygties puses i§ 24 ir tarp laisvojo nario dalikliy bandytume ie§koti
sveikuju lygties sprendiniy, ju rasti nepavykty, mat tokiy sprendiniy §i lygtis papras¢iausiai neturi
(isitikinkite!). Zinome, jeigu algebriné lygtis su sveikaisiais koeficientais turi racionaly sprendinj
5, tai p yra laisvojo nario daliklis, o ¢ — vyriausiojo daugianario koeficiento daliklis.

Taigi isitiking, kad lygtis 24x3 —26x24+9x—1 =0 sveikyjy sprendiniy neturi, galime teigti, kad
racionalieji lygties sprendiniai gali biti i¥ aibés {4, &3, £, +¢, &1, £, .1}, Naudokimes
Hornerio schema:

24 —26] 9 | —1
—1/2 [ 28] =38 |28 —15
172 |24 =14 2| 0

Matome, kad lygties Saknis x; = % ISsprende kvadrating lygtj 12x% — 7x 4 1 = 0, randame
likusias Saknis: x7 = % Ir xo = 3

I

| —

]

W —

Atsakymas. x € {ﬁ;

Kai daugianario laipsnis yra nedidelis (3, 4, jau nekalbant apie 2), jo reik§mes nesunku skaiciuoti
tiesiog mintinai. Taciau aukStesniy skaiciy laipsniy daZnai nepamename, o kelis ar keliolika karty
atlikinéti daugybos operacija — tiesiog nepatogu.

x4x24tx—n

6 pavyzdys. Raskime lim,_ 1

Sis uzdavinys 2002 m. pavasarj buvo pateiktas Siauliy universitete kasmet rengiamy jaunyjy
matematiky varzyby dalyviams (Alfa plius omega, 2002, Nr. 1, p. 20).
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Sprendimas. Pabande apskaiciuoti funkcijos

x+x24 2" =n _x”+x.”_1+---—|—x?'+x—n
x—1 B x—1

flx)=
reik§me taSke xp = 1, gauname neapibréZtumg: f(1) = ’]'—:'I-’ = 8.
Vadinasi, funkeija reikia pertvarkyti. Biity patogu ja suprastinti i§ x — 1, t.y. skaitiklyje esantj
daugianarj x" +x"~! 4. ..+ x —n padalyti i§ vardiklyje esan¢io dvinario x — 1. Dalmenj galime
rasti sudare Hornerio lentelg. Pastebésime, kad Sikart Hornerio lentelé nebus baigtiné:

111 (1]... 1 1| —n
l1123...n—ln0

Funkcijos skaitiklj padalije i§ vardiklio (t.y. trupmena suprasting i§ x — 1), gauname daugianarj
2" 4 2% 72 4 3% oo 4 (n — 1)x + n. Dabar jau galime apskaitiuoti

1
limlx”_] 42" 243" 3 i=Dx+n=14243+ -+ (=D +n= ”(”:‘ ).
X— —g

n(n+l1)
Atsakymas. ==—.

UZdaviniai savarankiskam darbui

Taikydami Hornerio schema, Siuos uZdavinius i§spreskite savarankiskai.

1. Apskaiiuokite:

a) P(9), kai P(x) =x* —5x3 +4x> - 17,

b) P(7), kai P(x) = x —4x* —4x3 — 17x% — 14x + 99.
2. Iispreskite lygti:

a) 3x° —x* —45xF — 15x% + 82x — 24 =0,

b) 2x* —5x% — 2022+ 35x — 12 =0,

c) x*—x?=Tx24+x+6=0,

d) 6x% —19x° — 16x* +72x3 —44x®> —5x + 6 =0,

3, 2.2 ] | _

C) .\q‘;—i)b —EX—E—O
3. Intervaly metodu i¥spreskite nelygybe:

a) x0 —7x5 4 15x — 10X + 722 = 154 +9 > 0,

b) x5 — 13x* 4+ 6327 — 13932 — 136x — 48 < 0.

Atsakymai
1. a) 3223; b) 4999.
2. a)x € ({—3;—-2;1; ;4 b)x e (-3;3;1;4}
dxe =5=hgi L%k dxel=
3.a)x e R; b)x e (—oo; 1)UL, 3).

e)x € {—2; —131;3};

;
=g el

2 —
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