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Atvirkstiné funkcija ir jos grafikas
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Autorius kritikuoja vadovélyje , Matematika 11, 1 dalis* (TEV, Vilnius, 2002) pa-
teiktq atvirkstinés funkcijos isdéstyma. Jis teigia, pavyzdZivi, kad klaidinga sakyti:
Junkeijos f(x) = x? atvirkiting yra funkcija g(x) = Jx*.

Visigkai neseniai (2002 m.) leidykla TEV isleido matematikos vadovelj vienuoliktai klasei
. Matematika 11. T ir II dalys*. Vadovélj rengé naujas autoriy kolektyvas, vadovaujamas Viliaus
Stakéno. Tai tikrai kokybiskesnis vadovélis uZ ankstesniuosius. Labai patiko istoriniai intarpai.
Bet §io straipsnelio tikslas ne girti, o pakalbéti apic netikslumus. 2002 m. lapkri¢io ménesj Vilniaus
universiteto Matematikos ir informatikos fakultete vyko matematikos metodikos konferencija. Joje
vienas i§ vadovélio autoriy Eugenijus Stankus uZsiminé, kad yra sulaukes prickaiSty del per daug
sudetingo skyrelio apie atvirkStines funkcijas. Tam visiSkai pritariu. Galima pasakyti tiksliau —
sudétingas todel, kad klaidingas.

Pradékime nuo 131 puslapio. Mano nuomone, tai neblogas paruoSiamasis tekstas apibrézti
atvirk§tine funkcijg. TaGiau a§ asmenikai rastiau atvirkStines funkcijas

3V m
R=h(V)= 3"~ ir n=v(m)==.
(V) 5 ir n=uv(m) >

Verskime kita puslapi. Jis prasideda pagrindiniu skyrelio apibrézimu.

Apibrézimas. Tegu funkcijos y = f(x) apibréZimo sritis yra aibé X, o reikimiy sritis — aibe Y, be to, §i funkcija
skirtingoms x reik§méms priskivia skirtingas y reikSmes. Taisyklé, kuri kickvienai reik§mei y € ¥ priskiria reikSng
x € X, su kuria f(x) =y, vadinama funkcija, arvirkitine funkcijai f(x).

Absoliuciai tikslus apibréZimas. Skaitykime toliau:

Jei funkcija y = f(x) turi atvirkSting, tai kintamasis y yra atvirk§tinés funkcijos nepriklausomas kintamasis, o x
— priklausomas kintamasis, todél atvirkSting funkcijy galima Zymeti taip: x = g(y).

Beveik visas sakinys yra labai geras, tik Zodelis ,,galima‘ verCia suklusti, nes neaiSku, i ka jis
nukreiptas: i funkcijos Zymenj g ar | kintamuosius x ir y.

Sakinj a§ pabaiggiau taip: ,,...todél atvirkSting funkcija reikia Zyméti taip: x = g(y)" . Mes lais-
vai galime rinktis tik Luwrkbtmes funkcijos simbolj, t.y. raid¢ g, & ar dar kokm kitg. Dar tikslesne
sakinio pabaiga biity tokia: ,,...todel atvirkStine funkcija Zymima x = f~1(y)*. Tada ncrmkctq
naujos raidés, kuri niekaip nesusijusi su funkcija f. Taciau viduringje mokykIOJe simbolis f~!
gali bati priimtas kaip sudétingas, nes kilty sunkumy atskiriant du dalykus:

s Fla) 1tv1r]\5unes funkcijos £~ reik¥me taske a;
f(a)_l J,(“) — skai&iy, atvirk§tinj funkcijos f reikSmei taske a.
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44 R. Kudima

Nors Zymens f~! gal ir nereikéty bijoti, nes jis biity naudojamas tik apibréZiant atvirkStines
funkcijas. Véliau jis biity pakeistas, nes elementarios matematikos pagrindiniy funkcijy atvirksti-
nés turi savo Zymenis:

ejel y = f(x) =x", tai x = f~'(y) = yi;
ejeiy = f(x)=a*, taix = f~(y) = log, y;
o jei y= f(x) =sinx, tai x = f~(y) = sin"!(y) = arcsin yirtt

Toliau yra sakinys:
Tatiau kintamuosius galime Zyméli ir kitaip, funkeija (reik§miu priskyrimo taisyklé) isliks ta pati.

Tai jau klaidos pranaSas. Dar ne klaida, kol nepasakoma, kad funkcija su pakeistais kintamaisiais
yra pirmosios atvirkstiné. Tekste tai tiesiogiai ir nepasakyta, bet turima galvoje.

Funkecija y = f(x) ir jai atvirk§tiné x = g(y) néra tik reik§miy priskyrimo taisyklés. Sios
funkcijos yra susietos su dviem labai konkregiomis aibéemis. Aibé X yra funkcijos f apibrézimo
sritis ir funkcijos g reikSmiy sritis, o aibé ¥ — funkcijos g apibréZimo sritis ir funkcijos f reik8miy
sritis. Kalbant apie atvirkSting funkcija, reikty turéti omenyje nedaloma ketverta — (X, Y, fig)ir
toje teksto dalyje kintamyju vardai turéty bati fiksuoti, t.y. x € X ir y € Y.

Jau vien delto reikéjo iSspresti 1 uZduotj ir formule R = %L—’ tureti prie§ akis, kad nekilty
noras joje keisti kintamuosius V = ? i—f Kg sako Sita formulé? Joje neteisingos kintamujy

dimensijos. Jei R matuojama ilgio vienetais, o V — tiirio, tai pakeitus argumentus formulé tampa
beprasmé.

Skaitykime toliau.
1 pavyzdys. Raskime finkcijos y = 2Zx + | atvirk§ting funkcijg.

Randama funkcija x = %y — % UZuot pagal apibréZima patikrinus, kad §i funkcija yra atvirks-
ting, t.y.
1 l I 1
F@=f(zy-3)=2(zr=3)+1=y-1+1=y,

A ™
27 73 27 732

ir padéjus taSka, kuriama visa pastraipa, kad galy gale biity paskelbtas taip norimas rezultatas:

Taigi funkcijos y = 2x + | atvirk§ting yra y = %_\' - l: arba funkeijos f(x) = 2x + 1 atvirkitiné yra funkcija

glx) = L:.\‘ = %
Deja, Sitas rezultatas yra klaidingas, nes prieStarauja apibrézimui:

1. Viename sakinyje uZraSyty abiejuy funkciju nepriklausomas kintamasis x turi biti aibéje
X, o priklausomas kintamasis y — aibéje Y. Kitaip suprasti §io sakinio negalima. Visai
nesvarbu, kad Siuo konkre€iu atveju X =Y = R.

Kaip galima patikrinti esmine apibréZimo salyga f(g(v)) = y neturint i¥rai¥kos v = g(v)?
IS sarySio y = %x -—% ieSkodami x, gauname x = 2y + 1. Tikrindami apibréZima,
gauname f(x) = fQ2y+ 1) = 22y + 1)+ 1 = 4y + 3. Tai tikrai ne tai, kg reikéty
gauti. ApibréZimas yra tam, kad ,,dirbty“, kad funkcijos, kurias gauname ir norime vadin-
ti atvirkStinémis, tenkinty apibréZimo salygas. TaCiau autoriai visa energija skiria jtikinti
skaitytoja, kad atvirkStingje funkcijoje galima keisti kintamuyju Zymenis. Tada gaunama
atvirkStinés funkcijos iSraifka, kuri netinkama patikrinti pagrinding atvirkitinés funkcijos
apibrezimo salyga. Kam gimdomas apibréZimas, beje, ne taip jau paprastas, jei jau kitu

!\J
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Atvirkstiné funkcija ir jos grafikas 45

sakiniu i§traukiamas peilis, kuris galandamas ir sistemingai nuleidinéjamas kraujas? Visis§-
kai negyvybingas apibrézimas numetamas i §iuk8lyng ir uZmirStamas. Kad taip yra, matyti
i§ skyrelio apie logaritming funkcija. Paties logaritmo apibréZime (p. 166) ir pagrindinéje
logaritmy tapatybéje a'%%«* = b (p. 167) né neuzsimenama, kad tai pagrinding atvirksti-
nés funkcijos apibréZimo lygybé f(g(y)) = y (ar FOUFNy) = y). Atvirkiting funkcija
labai trumpam primenama 172 puslapyje, bet tuojau pat sukeiiami kintamuyjy vardai ir
apibrézimas uzmirStamas, nes jis nebegali ,,dirbti*.
Mano supratimu, klaidingi visi tokie teiginiai:
« Funkcijos y = 2x 4+ 1 atvirkStiné yra y = %x = % (p. 132).
o Tarkime, funkcija y = f(x) turi atvirkSting funkeija y = g(x) (p. 132).
« Funkcijos y = x° atvirk§tiné yra funkcija y = 3/x (p. 133).
» Funkcijos f(x) = 22t e N) atvirksting yra g(x) = *"/x (p. 145).
» Logaritminé funkcija g(x) = log, x yra funkcijos f(x) = a* atvirkstine (p. 172).
Labai gaila, kad tai kartojama ir antrosios vadovélio dalies skyriuje apie trigonometrines funkcijas.
Turéty buti sakoma:
o Funkcijos y =x3 irx = 3/y, x € R, y € R, yra atvirkitinés viena kitai.
» Funkcijos y = expx ar y = e* atvirk§tiné funkcija yra x =Iny, x € R, y € (0; +0c0).
» Funkcijos y = ¢* atvirkstiné funkcija yra x = log, y, x € R, y € (0; +00).
o« Funkcijos y = Inx atvirktiné yra funkcija x =expy, x € (0; +00), y € R.
» Funkcijos y = sinx atvirk§tiné funkcija yra x = arcsiny, x € [-%; 7], y € [-1; 1].
Arba
« Kubiné Saknis yra atvirk§tingé kubinei (kélimo kubu) funkcijai.
« Logaritminé funkcija yra atvirk§tiné eksponentinei.
o Arksinusas yra atvirkStiné sinuso funkcija.

Skaitykime dar toliau.
2 uiduotis. Raskite funkcijos f(x} = 3x + | atvirksting funkcijq. NubraiZykite abiejy funkcijy grafikus.

Suraskime atvirk§ting funkcijy. Padarykime tai labai nuosekliai.
I. PasiraSykime funkcijos apibréZima

y=3x+4 I
2. Interpretuokime $ig lygybe kaip lygti ()
y=3x+1.

3. Su lygtimis mes galime atlikinéti tam tikrus leistinus veiksmus. Perkelkime narj su x |
kairigja lygybés pusg, o nari su y — i deSinigja:

3% =%+ 1,
4. Padauginkime abi lygyb¢s puses i§ —1:
3x=y—1.

5. Padalykime abi lygybés puses i§ 3:
= %y - —%
6. Dabar lygybe x = _%_v = % galime apibrézti atvirkSting funkcija, nes
FO)=FfGEy—9=3Gy-—p+l=y-1+1=y.
Pirmaja vZduoties dalj atlikome. Antroji dalis reikalauja nubraizyti abiejy funkcijy grafikus.
Kokiy funkcijy? Tikriausiai, tiesioginés y = 3x + 1 ir atvirkStinés x = %y - % Bet mes atlikome
su lygtimis veiksmus, kurie nekeicia sprendiniy aibés. Vadinasi, aibé taSky (x; y), tenkinanciy
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visas lygtis, yra ta pati. Taigi funkcijyy y =3x+1irx = qu —% grafikai yra ta pati tiesé (1 pav.),
einanti per taskus (0; 1) ir (1; 4). Suprantama, funkcijos x = g(y) = 3l_y~— % grafiku laikome aibeg
taSky (g(y); ¥), ¥y € Dg. Reikia manyti, kad knygos autoriai tikéjosi ne tokio atsakymo.

y=3x+1
yr—fx=%y-3

—
B

iE"
1 paw

Pirmojo laipsnio funkcijy pavyzdZiais buvo galima pademonstruoti visa problemos esme¢ — i§-
spresti lygtj, irodyti, kad gautasis sprendinys yra atvirkstiné funkcija, kad tiesiogineés ir atvirkstinés
funkcijy grafikas yra tas pats. Grafike keiciasi tik kintamuyju pobudis. Tai labai tiksliai pasakyta
pirmajame sakinyje po apibrézimo:

Kintamasis y yra atvirkStinés funkcijos nepriklausomas kintamasis, o x — priklausomas kintamasis.
Nagrinékime toliau. Skyrelio ,, Atvirkstiné funkcija* kulminacija yra teiginys (p. 133):

Jei funkcija f(x) turi atvirk8ting funkcija g(x), tai kickviena f(x) grafiko taky atitinka tiesés y = x ativilgiu
simetriSkas [unkcijos g(x) grafiko taskas. Funkcijos ir jai atvirk§tines funkcijos grafikai yra simetrigki tieses y = x
atZvilgiu.

Jau minégjau, kad to paties argumento funkcijos y = g(x) ir y = f(x) negali biti viena kitai
atvirk§tineés, nes tiesioginés ir atvirkStinés funkcijy ,,veikimo kryptys* yra prié§ingos. Tai labai
graZiai pavaizduota pirmuose dviejuose paveikslélivose. Kam jie tada nupiesti?

Suvokus, kad (tiesiogines) funkcijos y = f(x) ir jai atvirk§tines x = g(y) (arba x = f~!(y))
grafikas yra tas pats, gyvenimas labai supaprastéty.

Taciau ka daryti, jei labai norime nubraizyti funkcijos y = g(x) grafika, t. y. kad nepriklausomas
argumentas biity horizontalioje abscisiy aSyje? Tai galima atlikti dviem budais.

I. Jei funkcija x = g(y) yra funkcijos y = f(x) atvirk§tin¢, tai y = g(x) yra funkcijos
x = f(y) atvirkSting, t.y. pakeiciame argumenty Zymenis, taciau abiejose funkcijose karut. Jei
mokame braiZyti funkcijos y = f(x) grafika, tai nubraizysime ir funkcijos x = f(y) grafika. Tai

ir bus ieSkomasis grafikas (2 pav.)
y _Q)

V4 X
2 pav.

2. Galimas ir kitas sudétingesnis biidas. Taciau pirmiausia reikia jrodyti tokj teiginj.

Teiginys. Sakykime, turime dvi funkcijas:

s y=h(x),x el,
o x =h(y), ¥y el

Siy funkcijy grafikai yra simetriski tiesés y = x atZvilgiu.
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= h(u) bus pirmosios funkcijos, o

[rodymas. Imkime bet kokj u € I. Tada taskas (u; v), v
(u;v), B = (v;u), O = (0;0).

(v; u) — antrosios funkcijos grafiko taskai. Pazymékime A

Tada (3 pav.):
« Trikampis O AB lygiasonis, nes OA = OB = ~u> + v2.

« Atkarpos AB vidurio taSkas C = (‘—‘—'ifﬂ; %) yra tieséje y = Xx.
« LygiaSonio trikampio O AB pusiaukrastiné OC yra ir jo aukgtine.
« Vadinasi, tatkai A ir B yra simetri§ki tiesés y = x atZvilgiu.

3 pav.

Kaip matome, §is teiginys visi¥kai nesusijes su kokiomis nors atvirkstinémis funkcijomis, kaip
irodinéjama 132 puslapio pabaigoje. Funkcijai /1 nekeliama jokiy salygu. Teiginio verté yra
lygiai tokia pati, kaip ir kito paprasto teiginio, kad funkcijy y = f(x) ir y = — f(x) grafikai
yra simetri¥ki abscisiy afies atzvilgiu. UZduoties pabaiga visiems aiSki — braizome funkcijos
y = f(x) grafika. Funkcija x = g(y) yra atvirkstiné funkcijai y = f(x), o ju grafikas yra tas
pats. Tada funkcijy y = g(x) ir x = g(y) grafikai simetriski tiesés y = x atzvilgiu. Labai
panaSiai kaip ir vadovélyje. Tik visa béda, kad funkcijos y = g(x) ir y = f(x) néra viena kitai

atvirk§tinés. Tai matyti i§ 4 paveikslo.
Y &
N

% 7
i)

23
}' -
/_ Y’;gk:\')
A7 *

4 pav.

3(;;)

Vadovelio autoriai §iame skyrelyje vaikosi kaZkokios misti§kos vizijos. Jie yra labai paplitusiu
matematiky visuomengéje stereotipy nelaisvéje. Kai idéja klaidinga, tai jai ,,pagristi* sunaudojama
labai daug energijos, o rezultatai abejotini. Gal 8is straipsnelis padés demistifikuoti atvirkStines
funkcijos bei jos grafiko samprata? Tai sutaupyty raSandiyju, o dar svarbiau — skaitanCiyju

energija.
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