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Ankstesniame Surnalo numeryje siilléme skaitytojams pabandyti iSspresti tokj uz-
davinj:

Ant stalo vazeléje yra keturiy rasiy saldainiy: Sokoladiniy, karameliniy, marme-
ladiniy ir métiniy. Keliais bidais is vazelés galima paimti 7 saldainius?

Si kartq | kvietimq atsiliepé tik Sio straipsnio autorius.

A% esu tiktai vienas, bet vis délto esu. AS negaliu padaryli visko, bet vis délto kai ka galiu nuveikti. AS ncatsisakysiu

padaryti tai, ka galiu.

Helen Keller

Tai mokiniy, sprendZianciy kombinatorikos uzdavinius, laiSko citata.

Dagnai tiek mokytojus, tiek mokinius tenka iSgirsti sakant, kad kombinatorikos uzdaviniai yra
sunkiis, mokiniui net nejkandami. Kita vertus, yra vadoveliy bei mokomuyjy priemoniy, kur
teigiama, kad kombinatorikos uzdaviniai yra patys lengviausi, jiems spregsti nereikia Zinoti daug
teorijos, formuliy. Matyt, teisybé slypi kazkur ,tarp“. Kombinatorikos mokymas daZniausiai
atrodo taip. SupaZindinama su tam tikru junginiy tipu: gretiniais, deriniais, net deriniais su
pasikartojimais ir t. t. Pateikiamos ty junginiy skai¢iaus formulés. PavyzdZiui, k-elemendiy deriniy
i§ skirtingu n elementy aibés po k elementy yra

n!
Ch= ——.
kW —k)!

Spresdamas uzdavinj, mokinys turi atpaZinti junginiy tipa, prisiminti ty junginiy skaiciaus formule
ir, jrades i ja uzdavinio salygos duomenis, gauti atsakyma. Sudétingesniuose uzdaviniuose reikia
atpazinti kelis junginiy tipus ir naudojant jau dvi ar daugiau formuliy apskaiciuoti reikalaujama
junginiy skaiciy.

Mes sitilome daugiau démesio skirti paprastai perrankai. Daugelj standartiniy kombinatori-
kos uzdaviniy galima spresti kaip tyrimo uZdavinius. IS pradZiy su ,maZesniais skaiCiais”, po
to bandyti apibendrinti. MaZéjant matematikos pamoky, gal ir nereikéty jvedinéti sudétinges-
niu kombinatorikos savoku, pavyzdZiui, gretiniy su pasikartojimais ar deriniy su pasikartojimais.
Pabandysime pasifilyti kombinatorikos uZdavinius spresti minimaliai naudojantis formulemis ar
savokomis. Daugybos taisyklés ir deriniy skaiCiaus formulés tikrai turéty pakakti mokykliniams
kombinatorikos uZdaviniams spresti.

§j straipsnelj paraSyti i§ dalies paskatino ir gautas moksleiviy laiskas, kuriame raSoma:

Neseniai pradéjome mokytis i§ ,Kombinatorikos, tikimybiy teorijos ir statistikos pradmenu® vadovelio. Norétume
paklausti vadovelio auloriaus apie vieno uZdavinio sprendima, dél kurio nesutaria net misy matematikos mokytojai.

Cia kalbama apie [1] vadovélio 18 puslapyje pateikta 32 uzdavini:
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38 Kaip padalyti saldainius

1 uzdavinys. Tris vienos risies ir du kitos risies saldainius reikia padalyti dviem vaikams, kad
kiekvienas jy gauty bent vienq saldaini. Keliais bidais tai galima padaryti?

UZdavinio sglyga tikrai neatrodo grésminga. Tikriausiai ir $eStos klasés mokiniai, nezinodami,
kas yra kombinatorika, ¥ uzdavinj iSspresty. I§sprendeé jj ir laiSko autoriai.

Pateikiame mokiniy sprendima. Vienos rigies saldainius (ju yra trys) pazymeje A, o kitos (ju
yra du) — B, galime suraSyti visus saldainiy dalijimo budus:

Nr. | Pirmas vaikas | Antras vaikas

I | A AABB
2| B AABB
3] AA ABB
4 | AB AAB
5| BB ABB
6| AAA BB
7| AAB AB
8 | ABB AA
9| AAAB B

10 | AABB A

Taigi atsakymas: saldainius galima padalyti 10 bidy. U%davinio sprendimas visiSkai teisingas
ir jam neturéty biiti jokiy priekaisty.

Taciau, matyt, nei mokytojy, nei mokiniy toks sprendimo bilidas netenkino. Kaip galima uZda-
vinj i8spresti be jokiy formuliy? Ir apskritai — kas &ia kéliniai, gretiniai, deriniai, ... ar dar kas?
Todel toliau laiske raoma:

O kiti sprendZia lengviau:

wn
oY

C:= = 10.

[§%]

I$spresta greitai, atsakymas tas pats. (Cia, matyt, reikéty suprasti, kad C_;l pasirinkta todél,
kad yra 5 saldainiai ir 2 vaikai.) O jei turétume po du kiekvienos riities saldainius ir juos
reikety padalyti dviem vaikams? Irade visus dal ijimo budus, lengvai randame, kad ju yra 7, bet

=647

Suprantama, perrankos biidas tinka, kai atvejy néra daug. PavyzdZiui, jei A riifies saldainiy
biitu 30, o B ruifies — 20, tikrai nuobodu igraginéti padalijimo btidus. Tagiau perrankos biidas
naudingas ne tik tuo, kad Cia sunkiau suklysti. DaZnai (tai yra daug svarbiau) perranka padeda
mums pastebéti désninguma, padedantj iSspresti uzdavinj ir bendresniu atveju.

2 uzdavinys. Turime n| vienos riisies ir n, kitos risies saldainiy. Saldainius reikia padalyti
dviem vaikams, kad kiekvienas jy gauty bent vieng saldainj. Keliais biidais tai galima padaryti?
Sprendimas. Pastebékime, kad pakanka suskaiCiuoti, keliais biidais galima duoti saldainiy
vienam i§ vaiky. (Antrasis vieninteliu bidu gauna likusius.) Jeigu leistume pirmajam vaikui gauti
visus saldainius ir negauti né vieno, tai dar du dalijimo buidai prisidéty prie tuy, kuriuos reikia rasti
pagal uzdavinio salyga. Dabar pirmosios ri§ies saldainiy vaikas gali gauti arba 0, arba 1, arba 2,
.y arba ny, ty. n) + 1 buduy. Kiekvienam i ty n; + 1 biidy antrosios riiSies saldainiy galima
atseiketi arba 0, arba 1, arba 2, ..., arba ns, t.y. ns + 1 biidy. Remiantis daugybos taisykle
(arba tiesiog sveika nuovoka), i§ viso turéty biiti (1) - 1) (115 + 1) saldainiy dalijimo budy. Dabar
prisiminkime, kad j §j skai¢iy jtraukti du uZdavinio salygos netenkinantys biidai: kai vaikas gauna

visus 111 + n saldainius ir kai i§ viso saldainiy negauna.
Atsakymas. Saldainius galima padalyti (n) + 1) (15 + 1) — 2 buduy.
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A. Plikusas 39

3 uzdavinys. Ant stalo vazeléje yra keturiy ritfiy saldainiy: Sokoladiniy, karameliniy, marmela-
diniy ir meétiniy. Keliais badais is vazeles galima paimti 7 saldainius?

Komentaras. Sis uzdavinys paimtas i§ jau seniai klasikine tapusios elementariosios kombinato-
rikos N. Vilenkino [2] knygos, skirtos elementariajai kombinatorikai (Zr. taip pat [3], p. 133). Jo
reikia deriniy su pasikartojimais savokai jvesti ir pademonstruoti ju skai€iaus formulés irodyma
atskiru atveju.

Uzdavinys nelengvas, jei nesame girdeje apie derinius su pasikartojimais. Kita vertus, jei
atpaZistame &ia derinius su pasikartojimais ir Zinome tokiy deriniy skai¢iaus formule, tai uzdavinys
beveik iSsprestas.

Pateikiame Sio uzdavinio sprendima perrankos biidu. Tarkime, kad Zinome tik paprastus derinius
i§ n skirtingy elementy po k ir ju skaiciaus formule. (Nors galétume iSsiversti ir be to.)

Uzdavinio salygoje tiesiogiai nepasakyta, kad vazelgje (nors tai tik vazele) tikrai yra bent po
septynis kiekvienos riisies saldainius. Tai laikoma savaime suprantamu dalyku, jei tik nepasakyta
prieSingai. Tam tikri nebylts susitarimai tarsi sklando tarp uZdaviniy pateikéjuy. Tad formuluojant
tokius (galima sakyti, standartinius) uZdavinius, & svarbi salyga yra nutylima. PanaSiai kaip ir
formuluojant 1 uZdavinio salyga nebuvo pasakyta, kad vaikui nesvarbu, kurj biitent i§ tos pacios
ridies saldainiy gauti. Kitaip sakant, pagal kita nutylejima kombinatorikoje vienos rufies viduje
saldainiai niekuo nesiskiria. (Nors iSvyniojus saldainius i§ vienody popieriuky gali pasirodyti, kad
vienas sutrupéjes, o kitas apkramtytas.)

Sprendimas. Pirmas biidas. Suskaidykime visus galimus 7 saldainiy rinkinius i keturias dalis
pagal rinkinyje esanciy saldainiy riisiy skaidiy. Sakykime, kad septyniy saldainiy rinkinyje yra tik
vienos ridies saldainiai. Tokio tipo rinkiniy yra tik 4, nes viena saldainiy ru8j galime pasirinkti
keturiais biidais (arba C})

Dvi saldainiy riis i§ 4 galima pasirinkti C; = 6 biidais,

Tris saldainiy rsis i§ 4 galima pasirinkti CL;’ = 4 budais.

Keturias saldainiy riiSis i§ 4 galima pasirinkti Ci = 1 budu.

Taigi lieka rasti, keliais bidais galima pasirinkti septyniy saldainiy rinkinj, jei jame yra: vienos
ridies saldainiai, dviejy ri§iy saldainiai, triju rasiu saldainiai, keturiy rtsiy saldainiai. Pazymékime
Siuos keturis skai¢ius atitinkamai Ry, Ry, R3, R4. Tada uzdavinio atsakymas bty

Cl R +C} Ry+Ci-R3+Cj- Ru.

Akivaizdu, kad turint tik vienos rii§ies saldainius, galima sudaryti tik vieng septyniy saldainiy
rinkinj. Taigi R = 1.

Skaitiuokime R,. PaZymeéje vienos ruSies saldainj A, o kitos — B, galime suraSyti visus
rinkinius:

AAAAAAB (arba 6+ 1), AAABBBB (arba 3+44),
AAAAABB (arba 5+2), AABBBBB (arba 24 )5),
AAAABBB (arba 44 3), ABBBBBB (arba 14 6).

Taigi R, = 6. Pastebésime, kad Ry yra lygus skaitiui buidy, kuriais skaiciy 7 galima iSreikst
dvieju demeny, kai atsizvelgiama | démeny tvarka, suma.
Panagiai randame R3:

l4+145 24144 3+143 4+14+42 541+]1
| +24+4 24243 34241 44241

14343  2+43+2  3+3+1

14442 24441

14541
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40 Kaip padalyti saldainius

(Cia pirmas démuo reiskia skaigiy pirmos ruies saldainiy, antras — antrosios, o tregias — tredio-
sios.) Matome, kad Rz = 15. Siek tiek padirbéjus, nesunkiai galima rasti, kad Ry = 20. Todeél i¥
keturiy rusiy pasirinkti septynis saldainius galimybiy yra

Ci Ri+C} Ry+C3 - R3+C Ry=4-146-64+4-15+1.20= 120,
UZdavinys iSsprestas.

IeSkodami Ry, Ry, R3 ir Ry, mes faktiskai skaitiavome, keliais budais skaiciy 7 galima iSreikéti
vieno, dvieju, triju ir keturiy (aigku, natiraliyjy) skaifiy suma. ISraiSkos laikomos skirtingomis,
Jei sKiriasi ne tik patys démenys, bet ir jy tvarka. PavyzdZiui, miisy atveju iSraiSkos 2 +5 = 7 ir
542 =7 yra skirtingos.

4 uzdavinys. Keliais bitdais natiiralyjj skaiciy n galima ireiksti k natiiraliyjy skaiciy suma?
Sprendimas. 1§ pradZiy imkime &k = 2, t.y. bandykime skaigiy n isreikiti dviejy démeny suma.

[sivaizduokime n vienetuky:

TT1T 1T ...

—_—

n
UZdavinj galima performuluoti taip. Keliais bidais tuos vienetukus galima sudéti i dvi skirtingas
déZes? Arba dar kitaip. Keliais biidais tarp vienetuky galima jdéti pertvara, kuri atskirty du
démenis? PavyzdZiui:
11111 | 11 atitinka 542=7,

11| 11111 atitinka 245=7.

Tarp n vienetuky yra n — 1 tarpy, todél pertvarg galima jdéti n — 1 biidy. Taigi yra n — 1 biidy
skaiCiy n uZrasyti dviejy démeny suma. Norint iSreiksti k demeny suma, reikia { n — 1 tarpus
ideti & — 1 pertvary. Tai galima padaryti C,’::l' buduy.

Atsakymas. Nattralyjj skai¢iy n iSreikdti & démeny suma galima C,f:,] bidy.

3 uzdavinj galime iSspresti ir kitaip. Kartu atskiru atveju irodysime ir deriniy su pasikartojimais
formule.

Antras bitdas. Pazymékime 7 saldainius vienetukais:

I111111.

Sakykime, kad visi vienos risies saldainiai yra sudéti $alia vienas prie kito, t.y. vienetukai,
Zymintys tos pacios risies saldainius, yra surafyti greta vienas kito. [ tarpus tarp skirtingos rii§ies
saldainius Zyminciy vienetuky suradykime nuliukus. Kadangi yra keturios saldainiy rti§ys, mums
prireiks trijy nuliuky rifims viena nuo kitos atskirti. Sakykime, kad laikomés tokios tvarkos:
pirmiausia suraSome Sokoladinius saldainius, po to karamelinius, po to marmeladinius ir gale
métinius. Tada, pavyzdZiui, uZraSas

1100111110

reikStu, kad rinkinyje yra 2 Sokoladiniai, O karameliniy, 5 marmeladiniai ir 0 meétiniy. Kiekvieng
7 saldainiy rinkinj vieninteliu buidu galima taip uZkoduoti. Kita vertus, kiekviena septyniy vienety
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A. Plikusas 41

ir trijy nuliy eilute reiskia kurj nors saldainiy rinkinj. Taigi licka rasti, kiek skirtingy septyniy
vienety ir trijy nuliy eilu€iy galima sudaryti. Kitaip sakant, keliais budais | deSimt viety galima
jraSyti septynis vienetukus, arba keliais budais i§ deSimties SkaICILL galima pasirinkti septynis
skirtingus skaitius. Tai yra deriniy i§ 10 po 7 skaiCius: C o= C[0 = {20,

Atsakymas. Yra 120 skirtingy septyniy saldainiy rinkiniy.

Pastebésime, kad sprendZiant antru biidu pasinaudota idéja uzraSyti saldainiy rinkinius vienetuky
ir nuliuky eilutéemis. Si idéja atrodo paprasta, kai jau ja Zinai. Sugalvoti néra taip paprasta. Kaip
jau mingjome, kartu jrodéme deriniy su pasikartojimais formule atskiru atveju, taiau bendruoju
atveju irodymas niekuo nesiskiria.

Deriniu su pasikartojimais skaiciaus formulé

Turint n skirtingy riidiy, ir jei kiekvienos riiies elementy yra ne maziau kaip k, skirtingy k-cle-
menciy rinkiniy galima sudaryti
C - Crr+."\—l

Tre¢iame uZdavinyje elementy (t.y. saldainiy) raSiy buvo 4 (n = 4). Skai€iavome, kiek skirtingy
septyniy (k = 7) saldainiy rinkiniy galima sudaryti, t.y. deriniy i§ keturiy rtsiy po septynis
skaiciy.

Trecias bidas. IeSkomas septyniy saldainiy rinkiniy skaiCius yra deriniy su pasikartojimais i$

4 po 7 skaicius:
10-9-8
7 —
Cy=Clyy ) =Clo="Clp= F.m.] =

Sprendimas, kaip matome, visai trumpas. Tik ar jis moko kombinatorikos? AiSku, jei gerai
7inome deriniy su pasikartojimais savoka ir lengvai juos atpaZjstame (t.y. jau pakankamai gerai
mokame kombinatorika), tai pastarasis sprendimo biidas tikrai racionalus.

5uzdavinys. Ant stalo vazeléje yra septyniy ritsiy saldainiy, pavyzdziui, Sokoladiniy, karameliniy,
marmeladiniy, métiniy ir kt. Keliais biidais i§ vazelés galima paimti keturis saldainius?
Sprendimas. Reikia rasti keturiy elementy deriniy su pasikartojimais i§ septyniu risiy elementy
skaiciy:
10-9.8-7

=4 ‘ 4
C;=Ciu =Cip= 2.3.2.1 2%

Atsakymas: 210 buduy.

(Palyginkite 5 ir 3 uZdavinius. Sukeitg salygoje 4 su 7, atsakymag gavome 210 vietoje 120. Gal
tai dar paprastesnis sprendimo budas?)

Kombinatoriniy uZdaviniy gali btti labai jvairiu. Ar tikslinga kiekvienam specialiam jungi-
niy tipui iSvesti bei prisiminti kokia nors formulg apie to tipo junginiy skai¢iy? Matéme, kad
sprendZiant net paprastutj | uzdavinj atsiranda neaiSkumy ne tik mokiniams, bet ir mokytojams.
Susidaro ispiidis, kad mokydami spresti kombinatorikos uzdavinius daZnai sinlome atspéti jun-
giniy tipa ir jraSyti salygoje duotus skaiius | pasirinkta formule (zZr. 1 uZdavinio ,alternatyvy”
sprendimg naudojantis formule C_’g’). O juk kombinatorikoje taip nesunku apsirikti. Vidutiniams ir
silpnesniems mokiniams reikéty daugiau spresti perrankos uZdaviniy. Beveik kiekvieng uZdavini
galima suprastinti taip, kad ji galéty i8spresti kiekvienas norintis tai padaryti.
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42 Kaip padalyti saldainius

Kokie biity perrankos biido privalumai?

I. Perranka padeda geriau suprasti uzdavinio salygoje nusakyta situacija, net atpazinti junginiy
tipa, jei jis Zinomas.

2. Naudojantis perranka ir daugybos taisykle galima nesunkiai i¥spresti daugelj standartiniy
kombinatorikos uzdaviniy. PavyzdZiui, kiek pasistengus lentoje galima suraSyti visus jmanomus
automobiliy numerius. O iSmokus atpaZinti derinius ir Zinant juy skaiCiaus formule, perrankas
galima daug karty sutrumpinti bei pagreitinti. Kita vertus, spresdami uZdavinij, kartu mokiniai gali
nejucia jrodyti deriniy skaitiaus formulg. Ir nebus labai nuskriausti niekada jos net nesuzinoje.

3. Perranka (kad ir su maZesniais nei salygoje skaiciais) galima gauti teisinga atsakyma atskiru
atveju, o daZai ir pasufleruoja sprendima bendresniu atveju. Net ir silpnas mokinys gali i§spresti
bent dalj uzdavinio.

Sakoma kartais taip: jei negali iSspresti kokio nors uzdavinio, visada yra lengvesnis, kurio taip
pat negali iSspresti ir t.t. Gali atsitikti, kad galy gale kokj nors uZzdavinj pasiseks iSspresti, o po
to gal pavyks i§spresti ir kai kuriuos kitus.

Suprantama, kombinatorikos uZdaviniy sprendimas perrankos biidu arba minimaliai naudojantis
formulémis turi savy trikumy. Sis buidas reikalauja daugiau laiko, daugiau vietos uZima sprendi-
mas, ne visada pavyksta apibendrinti. Reikia tam tikry mokytojo pastangy prastinant ar skaidant
| dalis vadovélyje pateikty uZdavinj. Perrankos blidu spresta uzdavinj sunkiau tikrinti. (Straips-
nyje minimi vadovéliai nelabai skatina taikyti perrankos buida.) Tagiau, nepaisant iu trakumuy,
bty nelengva paneigti nuomoneg, kad naudojantis perranka geriau iSmokstama kombinatorikos,
nei formaliai Zinant formules ir jas taikant.

1. A. Plikusas, Kombinatorikos, tikimybiy teorijos ir siatistikos pradmenys, Svic-
sa, Kaunas, 2000.
. H. 5L I}I-mc:mcm-i. Koxbunamopura, Hayka, Mocksa, 1969. )
3. R. D. Sileikien¢ ir kl. Matematika, 10 ir gimnaziju II klasei, T dalis, Sviesa,
Kaunas, 2001.
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Dialogas* 2002m. Nr. 46 spausdino BirZy ,,Aufros" vidurinés mokyklos matematikos
mokytojo A. Petronio laiska. ,Dialogui* sutikus, spausdiname dalj to straipsnio.

PaZiirékime | matematikos egzaminus, kurie tampa neprognozuajami savo sunkumu, | jy
uzduotis, virstancias olimpiady uZdaviniais, kurivos reikia iSspresti per 3 valandas. Laiko
sprendimui skiriama nedaug. Arsakyng negalima nuleisti is dangans", juos reikia pagristi
teorija ir supratinut.
Kai reikia isspresti daug uidaviniy, kai kurivos siclau spresii spartesniv metodu.
Ar turi funkeijy y = 5x* = 2x +3 ir y = x2 4+ 2x + 2 grafikai bendrq liesting, nubréitq
per ju bendrq taskq? Jei turi, tai parasykite Sios liestinés Iygt].
9
. Lo y=5x"—2x 43,

Sidilan spresti taip: { - 5

y=x"+2x+2]|-(-5).

2
s : : y=>5x"—2x+43, —4y=—=12x = 7| (=1),
Sudékime taip, kad nelikng x*: {7~ 5 - |
=5y = —=5x"— 10x — 10. 4y =12x 4 7.
Pateiktas sprendimas man pasirodé keistas. Gal taip ir lengviau, bet ar i3 tikryju taip galima
spresti? O jei galima, tai kaip paaiskinti mokiniui sprendimo esme? O gal i$ viso pateiktas
sprendimas yra klaidingas? Laukiame laiSky.
Valdas Vanagas
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