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tik penkias racionalias reikfmes 0 :I:,,, +1, o kitos reik§més yra iracionalios.
Analogiski teiginiai [rodyti sinusui ir tangentui.

Straipsnyje jrodomas teiginys, kad cos 5=, kai m, n — sveikieji skaiciai, jgyja

Straipsnyje ,,Kodél cos 17° iracionalus?* (zr. [1]) irodéme, kad cosn® (n — sveikasis) igyja tik
iracionaligsias reikSmes (i8skyrus O, :|:3, <4-1). Dabar jrodysime, kad cos = "2 (m,n — sveikieji)

taip pat igyja tik iracionaliasias reikSmes (i8skyrus 0, 1 41).

Egzistuoja grazus geometrinis Sio fakto jrodymas (ir.~[2]). Deja, jis ilgokas, ir norisi ko nors
paprastesnio, algebrisko.

I§ tikruju mes jau Zinome ne tik tai, kad sveikuyjuy laipsniy kosinusas iracionalus — kai ka galime
pasakyti ir apie trupmeninius laipsnius. PavyzdZiui, i§ karto galime teigti, kad cos =]07 iracionalus.
Minétame straipsnyje jau jrodéme temema Jeigu cosna iracionalus, tai ir cosa iracionalus.

D
Kadangi cos20° iracionalus, tai ir cos 5 ” iracionalus, nes 20° yra kampo 3 2— kartotinis: 20° =

7.2
= [P & )
Taigi klausimas licka atviras tik, pavyzdZiui, nagringjant kampus % I—S—g— — ju kartotiniy 60°

r 180° kosinusas racionalus. Tada pasinaudoti teorema nebegalime (jeigu kartotinio kampo no

kosmusas racionalus, tai apie cosw bendru atveju nieko pasakytl negalime: nors cos 180° = 0

racionalus, bet cos 30° = @ iracionalus, o cos 60° = % — racionalus).

o o . . 9
%, arba (tai tas pat) kampus * ?60

Todél liko iSnagrinéti kampus (Zinoma, taip uZraSyti

Al 36” iracionalus

m-360° 36()

; ; . G e . 360
galima bet kurj racionalyji laipsniy skaiciy: % = P%qu) Irodysime, kad cos ==

visada, iSskyrus reikSmes O, :I:%, 41. Kitais ZodZiais tariant, jrodysime, kad cos ==
gyti kity racionaliyjy reikSmiy Kaip 0, +1 41 (puikiai Zinome, kada ias Ielkbmbb kosnmsas
igyja). Kadangi tas jrodymas tinka visoms racionaliosioms argumento reik§meéms, tai kartu gau-
name jrodyma, kad ir sveikojo laipsniy skaiCiaus kosinusas i§ racionaliujy reikSmiy gali igyti tik
minétasias.

Miisy jrodymas remiasi tomis paiomis idéjomis, kaip ir cos 20° iracionalumo jrodymas. Tik
ten uZteko trigubojo kampo kosinuso formulés ir kubinés lygties, o &ia prireiks n-gubojo kampo
kosinuso ir n-ojo laipsnio lygties.

Minétame straipsnyje jau jrodéme, kad cos na galima iSreiksti n-ojo laipsnio daugianariu. Kitaip
sakant, jrodéme, kad

negali

cosna = P,(cosa);
&ia P, (x) yra n-ojo laipsnio daugianaris
P,(x) = a,x" + a1 X"V o +arx + ap.
Galima biity paraSyti tq cosne iSraiSka ir ja jrodyti, bet mums to neprireiks ir uZteks kur kas

paprasciau jrodomo teiginio.
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1 lema. 2cosna galima isreiksti n-ojo laipsnio daugianariu 2 cosa atZvilgiu; to daugianario
koeficientai sveikieji, o vyriausiasis koeficientas lygus I:

2cosna = (2cosa) +a,—1(2cose)" ™ +a,—2(2cosa) 4. . (1)

Jrodymas. Kai n =1, tai 2cosa = 2cos o; kai n = 2, tai 2cos2a = (2cosa)® — 2.

Kadangi cos(n + 2)o + cosna = 2cosa cos(n -+ De, tai cos(in + 2)a = 2cosw cos(n + 1o —
— cosnw. Vadinasi, jeigu miisy teiginys teisingas su n ir n + [, tai jis teisingas ir su n + 2
Remiantis matematinés indukcijos principu, lema jrodyta.

2lema. Jeigu daugianario su sveikaisiais koeficientais vyriausiasis koeficientas lygus 1, tai dau-
glanario racionaliosios Saknys yra sveikieji skaicial.
Irodymas. Tarkime, kad daugianaris

g 4o deaix 4 mp
turi racionaligja Saknj xp = L be to, p ir g galime laikyti neturinCiais bendry dalikliy, i§skyrus
41. Tada teisinga lygybé

=1
p" P
— +ay—)

qn qu—l

?
ok =0.

Padauginkime abi lygties puses i§ g"~':

)”
I? +an«—]P”_] R +ﬂ1]Jf]"_2 + aoqn-—l e il

Visi kairiosios puses demenys, pradedant antruoju, yra sveikieji skaiciai, todél ir f:fi — sveikasis
skaiCius. Bet p ir g neturi bendry dalikliy, todél ¢ = #£1. Vadinasi, xo = ==p ir racionalioji
Saknis yra sveikasis skaicius. Lema jrodyta.

m-360° '%6 360 n

Imkime (1) formuléje a = ir pasizymekime 2 cos == = x. Gauname

2¢08360°m = x" 4+ ap_1x"" ..o,
arba
).'”—l—(!”_|,\:"_l +..=2=0. (2)

racionalus. Kadangi (2) daugianario vyriausiasis koeficientas lygus I, tai
'160 m

Tarkime, kad cos 221 360 o

remiantis 2 lema jo lactondlnoslos Saknys yra sveikosios, todél 2 cos
Bet |2cos w; -
1.

Taigi jrodéme, kad cos S visada iracionalus, iSskyrus tuos atvejus, kai jis lygus 0, &1, +1.
Galima pasakyti ir taip: cos ° su racionaliais » visada iracionalus, i§skyrus reik§mes r = 60k ir
r=180k+90, k € Z.

yra sveikasis skaiCius.
. 3(’2 2 gali bti tik lygus 0, £1, %2, 0 cos 22 360 == ik lygus 0, :i:I

: 2 1 e 2 _ . 5 . P e Y e i 3
Kadangi tg e = 5= — 1 = 15555, — |, tai tg~r® su racionaliaisiais r racionalus tik tada, kai
cos 2« racionalus, t.y. kai cos 200 = O :I:I 1. Kai cos2a = 0, tai i;ﬂr 200 = 1; kai cos2a = —,,l,

tai tg’a = 3; kai cos2a = ,,, tai tg’e = % kai cos 2« = 1, tai tg’w = 0. Matome, kad tgr°

gali biiti racionalus tik tada, kai tgr® =0ir kai tgr® = %1, t.y. kai » = 180k ir r = 180k £ 45.
Dar paprasciau su sinusu: jeigu sinr® argumentas » racionalus, tai ir cos(90° — r°) argumentas
90—r racionalus. Vadinasi, sinr°, kai r racionalus, i§ racionaliy reik¥miy gali jgyti tik reik§mes 0,
41, 1. Kitaip sakant, sinr° su racionaliaisiais » visada iracionalus, iSskyrus reik§mes r = 90k
ir r = 180k £ 30, k € Z.
Susumuokime jrodytus rezultatus.
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Teorema. Jeigu argumentas isreikstas racionaliuoju laipsniy skaiciumi, tai sinuso bei kosinuso
reiksmes (isskyrus 0, i%, £1) ir tangento reiksmés (isskyrus 0, £1) iracionalios. Negana to —
tokios sinuso kvadrato, kosinuso kvadrato reik§més (iSskyrus 0, %, %, %, 1} ir tangento kvadraro
reiksmes (isskyrus 0, %, 1, 3) iracionalios.

Taigi labai prasiplété iracionaliyjy skai€iy ratas: jeigu anksiau Zinojome, kad iracionallis yra
skaiciai ﬁ, «/5, 2 4 /3 it pan., tai dabar jsitikinome, kad iracionalios yra ,,beveik visos“
trigonometriniy funkcijy (kai argumentas iSreik$tas racionaliuoju laipsniy skai¢iumi) reikSmeés:

. 0 i 12 - 2 .
sin 17°, sin 15+ COS 19°, tg = Ir pan.

Negana to — galime teigti, kad, pavyzdZiui, arcsin %, iSreikStas laipsniais, yra iracionalus. I§
tikryju, tarkime prie§ingai — kad arcsin% = r° Tada sinr® = -31~ Bet Zinome, kad racionaliojo

laipsniy skaidiaus sinusas visada iracionalus arba lygus 0, +2, +1. Gavome prieitara. Analogiskai
isitikiname, kad iracionaliuoju laipsniy skai¢iumi iSreiSkiami arcsinr (r — racionalus, r # 0, :l:%,
+1), arccosr (r — racionalus, r # 0, &1, 1) ir arctgr (r — racionalus, r # 0, +1).

Ir dar — nesusipainiokime: jrodéme, kad sin 1° iracionalus, bet tai nereiSkia, kad sin 1 (vieno
radiano sinusas) bus iracionalus. Kalbant radiany kalba, jrodéme, kad sin ,”—7 cos 17 ir apskritai
sinrm, cosrm, tgrmw (r racionalus) iracionalts (iSskyrus gerai Zinomas reik§mes).

Tiesa, galima jrodyti, kad sin 1, cos ﬁ ir apskritai sinr, cosr, tgr (argumentas — racionalus
nelygus nuliui radiany skaiCius) yra iracionaliis, bet tai jau kita tema.
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KREIPPIMASIS

2002 m. rugpjacio 21 d. patvirtintos Lietuvos bendrojo lavinimo mokyklos
programos ir iSsilavinimo standartai. Svietimo strategai kviedia svarstyti,
tobulinti § dokumenty. Atsiliepkime! Jiisu nuomones, pasitlymus ir
mintis apie matematinj §vietimg miclai skelbsime Zurnalo puslapiuose.

o+ w



