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Matematinés indukcijos metodas
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bronar@gim.ktu.lt, [eonasn@ gim.ktu.lt

Straipsnyje pateikiama keletas lygybiy jrodymo nandojantis matematine indukcije
pavyzdziy ir uZdaviniy savarankiskam sprendimui.

SprendZiant matematikos olimpiados uZdavinius neretai tenka iSsivesti koki nors kintamujy sary3si. Paskai-
¢iave su keliomis reik§meémis spéjame, kad teisinga tam tikra lygybé. Taliau su visomis galimomis kin-
tamuyjy reik§mémis jos patikrinli nejmanoma. Kaip Zinoti, ar misy vZraSytoji lygybe yra teisinga? Tam
labai praverlia matematinés indukcijos metodas. lis remiasi tokiu teiginiu:

Teiginys T(n), priklausantis nuo natiiraliojo skaiiaus n, teisingas su bet kurivo skaicivmi n, jeigu
tenkinamos dvi sqlygos:

1) reiginys T (n) teisingas, kai n = 1;

2) i§ to, kad teiginys T (n) teisingas, kai n = k (k € N), iSplaukia, kad jis teisingas ir kai n =k + 1.

Pirmiausia pateiksime tapatybiy irodymo, remiantis matematinés indukcijos metodu, pavyzdZiu.

1 pavyzdys. [rodykime, kad
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[rodymas. 1) Kain =1, tai 1 = % Si lygybe teisinga, todel (1), kai n = 1, teisinga.
2) Tarkime, kad (1) lygybé teisinga, kai n =k, L. y.
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3) Irodykime, kad (1) lygyhé teisinga ir kai n =k 4 1, Ly.
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Pasinaudojg prielaida, kad (1) lygybé teisinga su n = k, gauname
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Taigi | +2+4+3+- -4+ k- (k+1)= W Remiantis matematinés indukcijos principu, (1) lygybe
tcisinga, kai n yra bet kuris natfiralusis skaicius.

2 pavyzdys. [rodykime, kad teisinga lygybeé
19428 LB sakn® = (1 24 34 oo bm) 2)

Jrodymas. 1) Kai n =1, tai 17 = 12, Si lygybé teisinga, todé¢l (2), kai n = 1, teisinga.
2) Tarkime, kad (2) lygybé teisinga, kai n =k, L y.

P2 +3 4 4B = (142434 +0)%
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3) Irodykime, kad (2) lygybé teisinga, kai n =k - I, t.y.

2

P23 e b P+ e+ 1D = (142434 k+ (k+ 1)
Pasinaudoje prielaida, kad (2) lygybé teisinga su n = k, ir | pavyzdZio lygybe, gauname
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Vadinasi, (2) lygyb¢ (cisinga, kai n yra bet kuris natiiralusis skaicius.
3 pavyzdys. Irodykime, kad
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frodymas. 1) Kai n = 1, tai ]% = ,1,—2 Si lygybe teisinga, todél (3) teisinga, kai n = 1.
2) Tarkime, kad (3) lygybé teisinga, kai n =k, L.y.
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3) Irodykime, kad (3) lygybé teisinga, kai n =k + 1, L. y.
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Taigi galima teigli, kad (3) lygybé teisinga, kai n yra bet kuris natiiralus skaicius.
4 pavyzdys. [rodykime, kad su visomis galimomis x rcik§mémis (eisinga lygybé
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{rodymas. 1) Kai n = 1, lygybe¢ teisinga, nes

Si= (v - 1) 3= B Ly
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2) Tarkime, kad (4) lygyb¢é yra teisinga, kai n =k, L. y.
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3) Irodykime, kad (4) lygybé teisinga, kai n =k -+ 1, t.y.
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Taigi (4) lygybé teisinga su visais natliraliaisiais skaiCiais n, L. y.
2 2
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1 % 1
= — (_\.2n+__ 1)—211*1, x#-1,0,1, n eN.
xs—1 X

5 pavyzdys. Apskaiiuokime sumg
Sp=1=34+5=T4 -+ (=D""2u-1).

Kitais ZodZiais tariant, raskime paprastesng iSraiska, i kurig istatg n reik¥me i§ karto gautume n nariy suma.
Sprendimas. Kain=1,tai S =L kain=2,ai$H=1-3=-2;kain=3,tai S=1-3+5=23;
kain=4 tal S§y=1—-3+4+5—-7=—4.
Remiantis iSnagrinétais atskirais atvejais, galima spéti, kad S, = (=1)"*'n. Matematinés indukcijos
metodu jrodykime, kad §is teiginys teisingas, L. y.

Sp=1=345-T+ 4+ (=121 —1) = (-1)"*'n. (5)

1) Si lygybeé teisinga, kai n = 1,2, 3, 4. Tai jau jrodyta ankséiau.
2) Tarkime, kad (5) lygybé teisinga, kai n =k, L y.

Sp=1=3+5-T4 -+ (=) —1)= (=D}t
3) Irodykime, kad (5) lygybé teisinga, kain =k + 1, L.y.
Spp1 =1 =345 =T ook (=1N2% — 1) 4+ (- D22k + 1) = (= DF2E + 1).

I§ tikrujy
Seat = S + (=122 + 1) = (- Dk + (—D2Rk+ 1) =
= ()" =k 4+ 2%+ 1) = (=D& + 1),
Remiantis matematinés indukcijos principu, teigiame, kad (5) lygybé teisinga su bet kuriuo n € N.
Vadinasi,
Su=1=3+45-T+ 4+ =D""2—-1)=(-D""n, nel.
Toliau pateikiame uZdavinius be sprendimy. Manome, kad skaitytojas juos nesunkiai i§spres pats, kartu
jvaldydamas §i grazy matematinj metoda.
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Uzdaviniai

Irodykite, kad teisingos Sios lygybés:
L1222 432 4. g = 20EDC0ED)
3 1342 B . nd= nz(n4+l)1.

g 22_{_42_{_82_'___._'_(2”)2: 211{n+l%(2n+1)_
4. ]2+32+52+"-+(2H— I)2= rJ(-dJl;-—l)_
5.1:242:3+3 44 4 n@n + 1) = 2etloid
6. 1-2242:32 43424 ... 4 (n — [)n? = 202=DC4D)
7. ]-2-3+2-3-4+3-4-5+---+n(n+l)(u+2)=%rr(r:+l)(r:+2)(u+3).
8.3+37 430 4. 430 = 3TN
9.2:2943.2 4 4. 24 ...+ 12 =5 .2,

| 1 1 1 n
10. g3+ g +as+-+ [CESTITES) Bl e

1 I ! I
ogs+sstsst++ Cn—n+1) :'zn”T‘

1 | | i
12. T4 + ﬁ+"'+ (3n=2)(3n+1) = Jnfi-l'
13 1434544+ 2n—1)=n?

Apskaiiuokite sumas:
_ 1 I ! |
14. S"_'I-_2+ﬁ+ﬁ+'“+m+_1)'
- 1 1
19 Sp'=tygbgg b o b Cu-DCn+1)"

1 1
16. Sy = 5 T gg o vk Gr=—2)3n+1)"
17. 8§y =57 + 5

-3
+

18 By =iy F o b e e

19. S, =14+2422 4234 ... 4281,

20, 8, =143 454 wos i@n—1).

21. S":_l+3_5+7_9+"'+(—])"(2n—]),
22 By =% 13_22+32_42+.__+(_]),,_,”2'

] n ., n . 1 . I 3
Atsakymai. 14. g & il i 1 g 18

21, (=1)"n; 22. (—1)yraleih

mL—4}; 19. 2" —1; 20. n?;
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