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Vaizdumas ir logika.
Dar karta uZdavinys apie keturkampi
Petras Vaskas

Analizuodamas vieng valstybinio matematikos egzamino uZdavinj, straipsnio autorins pabréia,
kad sprendimai, paremti vaizdimu, néra iSsamis, neatsiZvelgia | visus galimus atvejus.

Vaizdumo ir logikos rySys bene labiausiai ry§kus geometrijoje. Matyt,
pagristai teigiama, kad, palyginti su kitomis matematikos Sakomis, ele-
mentariosios (sakykime, mokyklinés) geometrijos ypatumas yra tas, jog
gia grieZta logika siejama su vaizdumu, loginé analizé — su vientisu da-
lyko suvokimu. Galima sakyti, kad i§ esmés geometrija yra organiskas
grieztos logikos ir vaizdumo junginys, L.y. grieZta logika paremtas su-
konstruotas vaizdinys ir vaizdiniu pagyvinta logika. Jei néra vieno i§ ty
dalyku, néra ir tikrosios geometrijos.

Tai prisiminti priverté §iais metais Zurnale [1] iSspausdintas Valdo Va-

nago rafinys ,,Achilo kulnas® ir Viliaus Stakéno raSinys ,,Rudenj pasiro-
dys..."
V. Vanagas atkreipia démesj i labai nekonkrecia pagrindinés mokyk-
los geometrijos programa, leidZiancia ja per daug laisvai interpretuoti ir
padedantia jos autoriams iSvengti bet kokios atsakomybes del mokiniy
geometriniy Ziniy lygio.

Ta patj galima daryti ir su XI-XII klasés geometrijos programa. Kad
taip daroma (mano nuomone, ne geriausiu buidu), aiSkéja i§ V. Stakeno
rainio, skirto XI klasés vadovéliui.

Nors 2001 11 13 programos projekte paraSyta ,Planimetrija. Pagrindi-
nés mokyklos planimetrijos kurso sisteminimas ir iSplétimas (pabraukta
autoriaus): planimetrijos aksiomu pavyzdZiai, teoremos ir juy jrodymo bi-
dai*, pristatant XI klasés vadovelj apie ta dalj tiesiog raSoma: ,,Kas turés
laiko juos perskaityti ir prisiminti — tas prisimins, susistemins savo geo-
metrijos Zinias, kas neturés — tikriausiai irgi neprazus®. (Kokia parama
tiems, kurie ir turédami laiko neskaito!) O kur kurso i§plétimas?

Tam tikras neatitikimas tarp programos projekto (XI-XII klasiy) pa-
teikty bendryjy reikalavimy, fragmentiSko programos iSdéstymo ir stan-
darty, taip pat tai, kad mokytojai daznai orientuojasi tik | pra¢jusiy mety
brandos egzaminy uzduotis ir jas ,lydin¢ius* pasiruoSti brandos egzami-
nams skirtus leidinius (per daZnai prastokos kokybes), vertia manyti prie-
Singai: i§samesnis pagrindiniy savoky apiblidinimas yra bitinas. MaZa to,
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be programos autoriy, atsakomybé pirmiausia tenka vadovéliy autoriams
bei rengiantiems leidinius.

Tai pailiustruosiu, rodos, jau garsiu tampan¢iu uZdaviniu apie ketur-
kampi ([2], 18 uzd.):

1. [rodykite teiginf ,, Paeiliui sujunge iskilojo keturkampio krastiniy vidi-
rio taskus gauname lygiagretainj“. (3 taskai)
2. Ar teisingas Sis teiginys neiskilajam keturkampiui? Atsakymg pagris-
kite. (2 taskar)

Kadangi lygiagretainiu vadinamas keturkampis, kurio priesingosios kras-
tinés yra lygiagretios, tai reikia jrodyti du teiginius: 1) taip gauname
keturkampj; 2) tas keturkampis yra lygiagretainis.

Primename, kad , keturkampiu vadinama plokstumos dalis, kurig riboja
saves nekertanti uzdara lauZte, sudaryta i§ 4 grandziy* [3]. (PanaSiai Sios
savokos apibréZiamos ir senesniuose vadovéliuose.)

Kaip jrodysime pirmg i§ minéty teiginiy? Vertinimo instrukcijoje to
nereikalaujama. ISeity, kad tai laikoma aksioma. Gerai. Tadiau tada pacia
uzdavinio salygy reikéty formuluoti kitaip: jrodykite, kad keturkampis,
gautas paciliui sujungus ikilojo keturkampio krastiniy vidurio takus, yra
lygiagretainis.

Kai i§ anksto neZinome, ar tai keturkampis, padaryta i§vada néra visis-
kai pagrista. Juk i§ | paveikslo matyti, kad KL || MN ir KL = MN,
taciau uZdaroji keturgrandé lauzte K LMN. néra lygiagretainis (ji néra
keturkampis).

K L Irodymas, kad KL || MN, taip pat néra iSsamus. Jei a || ¢ ir b | ¢,
tai tiesés « ir b gali sutapti (bUiti ta pati ties¢, tik skirtingomis raidémis
paZyméta). Dabar mokykliniame kurse tokios tiesés nelaikomos lygia-

M N greciomis. Taigi padarytos ne loginés i§vados, kaip turéty bati jrodant, o
pasiremta lik vaizdumu.
} paw Ta paCia proga tenka nors trumpai paZvelgti | Liucijos Nadtotij [3]

pateikta uzdavinio apie keturkampj sprendima.

IS lygybiu KL = MN ir LM = KN (raidés ten kitos) daroma i%-
vada, kad KLMN — lygiagretainis (bet #r. | pav.). Gal dar remiamasi
vaizdumu (nes pateikti paveikslai), bet kurioje vietoje ir kaip — neaigku
(skai¢iavimams jie nereikalingi).

Nesigilindami, kaip iSspresti uzdavinj remiantis pagrindinés mokyklos
kurso Ziniomis, iSnagrinésime su tuo susijusius kelis uZdavinius, spresda-
mi juos vektoriniu metodu.

. . TR W< T = T = T
Salygos [. Duoti vektoriai AB = a, AD = b (a }f b), AC = ka +mb (k > 0,
m = 0). Su kuriomis k ir m reiksmémis taskai A, B, C, D yra
keturkampio ABC D virsiinés?

[E)

- Su kuriomis k ir m reik§imémis keturkampis ABC D yra iskilasis; ne-
iskilasis?

3. [rodykite, kad paciliui sujungus atkarpomis iskilojo keturkampio ABC D

kraStiniy AB, BC, CD, DA vidurio taskus K, L,M,N gaunamas ly-

giagretainis.
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. Ar teisingas 3 uZdavinio teiginys neiskilajam keturkampiui? Atsakymq
pagriskite.

~

CSuformuluokite 3 ir 4 uZdaviniy rezultatus vienu teiginiu (teorema),

(&)

Sprendimai 1. Kad taSkai A, B, C, D buty keturkampio ABC D virstinés, pirmiausia
jokie trys i§ ju neturi biiti vienoje ties¢je. Kadangi a || b, tai gauname,
kad taskai A, B, D néra vienoje tieséje (2 pav.).

X D Kad taskai A, B, C nebiity vienoje tieséje, turi biiti m 0.
b C Kad taskai A, D, C nebiity vienoje ties¢je, turi buti k£ 5 0.
A ~ Be to, ir taSkai B, D, C neturi bliti vienoje ties¢je. Panagrinékime §j
@ B atveji. Sakykime, E — tieseés B D taikas,
2 pav s —
BE=nBD.
Tada

—_— E==—=" ~ -
E = —na+nb;
5 — S — ~ o
AE=AB -+ BE, AE = (1 —n)a + nb.
Taskas C bus tiesés BD taskas, kai jis sutaps su kuriuo nors tasku .
Tada

A_é = E, arba  ka +mb = (1 — n)a + nb.

1§ Cia, remdamiesi vektoriaus reisSkimo dviem nekolineariais vektoriais
vienareik§miSkumu, gauname: k =1 —n, m = n, todél k +m = 1.

Salygos £ = 0, m > 0, k +m # 1 yra pakankamos, kad jokie trys i§
taskuy A, B, C, D nebiity vienoje tiescje.

Kad taskai A, B, C, D biuty keturkampio ABCD vir§unes atkarpos
AD ir BC bei AB ir DC neturi turéti bendry vidaus tasku.

—_— —_— =
Kai P — atkarpos AD vidaus taSkas, AP = pAD = ph, 0 < p < 1.
Kai R — atkarpos BC vidaus taskas,

— s
BR=rBC, O<r<lI;
— = = — Y —1
AR=AB+BR=AB+r(AC — AB) =
= (1 + (k — 1)) + mrb.
Atkarpos AD ir BC turés bendrg vidaus taska, kai bus tokie p ir r, kad
— — —  — o
AR = AP. Targ, kad AR = AP, gauname lygCiy sistema

(1=5Kr =1,
p—nr = 0.

Jei k = 1, §i lygéiy sistema neturi sprendiniy.
Jei k £ 1, Sios sistemos sprendinys yra (l_k, e
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Jeik<lmil=1—k<l,r>1;jeik>1taip<0, r<o0. Taigi
p ir r netenkina papildomy salygy.

Vadinasi, atkarpos AD ir BC neturi bendry vidaus ta¥ky. Panagiai
irodytume, kad atkarpos AB ir C D neturi bendry vidaus tasky.

Taigi anks&iau gautos sglygos (k < 0, m > 0, k+m # 1) yra biitinos ir
pakankamos, kad taskai A, B, C, D bity keturkampio ABCD vir§unes.

2. AiSku, kad keturkampis ABC D yra:
i¥kilasis, kai AC = sAL, s > I:
. — —
neiskilasis, kai AC = sAE, 0 <5 < 1.

IS lygybes fl—C>‘ =sAL gauname, kad

J

ki + mb = s((1 —ma + ;15);

k=s(l —n), m=sn, k4+m=zs.
Taigi keturkampis ABC D yra iSkilasis, kai k +m > 1, neiskilasis, kai
k+m< 1.
3. I8 salygos gauname (3 pav.), kad

i 1
AR =133 am=lip
2 2
Tada
- 1.
RN =aN-3%, Fh=1li-la

Pastaba. Kadangi

—_—

ﬁ:ﬁ—AB:E—(—!,

tai ]—(7)\/’ = %Eﬁ Taigi jrodéme (patvirtinome, jei buvo irodyta kitaip ir
panaudota ﬁugrinéjant vektorius) tokig savybe: trikampio viduring linija
yra lygiagreti su viena trikampio kragtine ir lygi pusei tos kraStinés. Toliau
Sia savybe remsimeés.

Kadangi LM yra trikampio BC D viduriné linija, tai

— | — l -
M

1
LM =-BD=—-b—-4.
2 27 2

Palygine vektoriy KN ir ] iSraiSkas, gauname KN = M.

Taskai K, L, M, N 3 paveiksle néra vienoje ties¢je. Taciau tai galima
irodyti ir bendruoju atveju.

Atkarpa K L yra trikampio ABC viduriné linija, todél

RL=ta8 =Ygy Lub
_E,L _5\(1—]-5111).
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A

4 pav.

KdB L C

P. Vaskas

Taskai K, L, M, N yra vienoje tieséje tik tada, kai vektoriai KL ir
e : o ; i v L ; i
K N yra kolinearis. Jie kolinearGs tik tada, kai ju iSraiSku nekolineariais
vektoriais a ir b koeficientai yra proporcingi:

o N1
;».(—E)n—-—z—l?l.a,

F

arba k4+m =0,

Si salyga néra tenkinama (Zr. 1 uzdavinj), todeél KL }f KN. Vadinasi,
KN | LM.

PanaSiai jrodytume, kad KL || NM.

I§ salygy KN || LM ir KL || NM gauname, kad keturkampis K LM N
yra lygiagretainis.

4, Teiginys teisingas ir neiSkilajam keturkampiui. [rodymas niekuo ne-
siskirty nuo 3 teiginio jrodymo, nes ten teko pasinaudoti tik tuo, kad
ABCD yra keturkampis. Skirtusi tik paveikslas, kuris padeda geriau
orientuotis, bet néra jrodymo pagrindas.

5. Bendras 3 ir 4 uzdaviniy rezultatas Sitoks: keturkampio (iSkilojo ar
neikilojo) krastiniy vidurio taskus paeiliui sujunge atkarpomis, gauname
lygiagretaini.

6. 18 3 ir 4 teiginiy gauname, kad taSkai K, L, M, N vienoje ties¢je gali
bati tik tada, kai taskai A, B, C, D néra keturkampio ABC D virSuneés.

a) Vienas tokiy atvejy — trys taskai (pavyzdZiui, A, B, C) yra vienoje

-, -
tieséje, ketvirtas tafkas (D) néra toje tieséje (4 pav.). Siuo atveju AC =
=ka, t.y.m =0.

Galima sakyti, kad akivaizdu, jog Siuo atveju taSkai K, L, M, N néra
vienoje ties¢je. Taliau tai galima ir jrodyti. Tai ir padarykime. Dar
irodykime, kad $iuo atveju KLMN taip pat yra lygiagrelainis.

Atkarpos KN ir LM yra trikampiy BAD ir BCD vidurines linijos,
todeél

1 ] —> _— - 1.
ﬁ:—ﬁ). m:-BD, ﬁ:LﬂZ’:w!—-—r.
2 2 2 2
Be to,
— = —> — | —
KL=KB+ BL, KL:;AB,
— | — [ — —
BL=-BC=—-(AC — AB),
2 2
KL= 2B+ L@t - AB) = 1ia
—5 +5(1‘ ik )_4—2-\(1.
— e 2 : ¥ s o v ok e T v .
Vektoriy KL ir KN idraiSky nekolineariais vektoriais a ir b atitinkami

koeficientai néra proporcingi:

%k : (—%) £0: l:



5 pav.

Vaizdumas ir logika. Dar kartq uidavinys apie keturkampi 41

Vadinasi, ﬁ 4 ﬁ/ taSkai K, L, M, N néra vienoje tieséje, KN || LM.

Nesunkiai gautume, kad ir KL || NM. I§ KN || LM ir KL | NM
gauname, kad K LMN yra lygiagretainis.

b) Kitas atvejis — visi keturi taskai A, B, C, D yra vienoje tiesgje.
AiSku, kad toje tieséje yra ir taskai K, L, M, N.

c) Liko iSnagrinéti atvejj, kai taSkai A, B, C, D néra keturkampio
ABCD vir§unés del to, kad, pavyzdZiui, atkarpos BC ir AD susikerta
(5 pav.).

Ir Siuo atveju (remiameés trikampio vidurinés linijos savybe):

— = — =
KN:;BD, LM:; D,
2 o 2
KN =LM=-b—-a.
2 2
Kadangi

tai taSkai K, L, M, N vienoje tieséje bus tada ir tik tada, kai

. 1 - o n 0
1 N y !

Taciau tada

— o —

- e - =5
BD=bh—a, AC =ka—kb=—kBD,

taigi atkarpos AC ir BD yra lygiagrecios (6 pav.).

Suformuluokime Sio uZdavinio atsakyma. Taskai K, L, M, N vienoje
tieséje yra tada, kai: atkarpa BC kerta atkarpa AD, o atkarpos AC ir BD
yra lygiagrecios, arba kai A, B, C, D yra skirtingi vienos tiesés taskai.

. Alfa plius omega, 1, 2002.

Matematikos valstybinio brandos egzamino uZduotis 2001. Pagrindine sesija.
. Matematika 10, 1 dalis, TEV, Vilnius, 2001.

. Alfa plius omega, 3, 2001,
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