KLASESE IR AUDITORIJOSE

@ + w, 2002, Nr. 2, 23-25

Pagrindiné algebros teorema mokykloje
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Pagrinding algebros teoremq pravartu minéti jaw mokykliniame matematikos kurse. Fornduojant
teoremq kaip teigin apic daugianariy skaidymq tiesiniais ir kvadratiniais daugikliais, jq galima
frodyti mokiniams prieinamu biid.

Taip jau susikloste, kad mtisy mokykloje nedéstomi kompleksiniai skaiiai (18skyrus fakultatyva).
Todel mokykloje retai minima ir pagrindiné algebros teorema, kuri dazniausiai formuluojama taip:

Kiekviena n-ojo laipsnio lygtis turi bent vieng kompleksing Saknj.

Nagrin¢jant kompleksinius skai¢ius paminéti ja labai natiralu. Kai buvo atsisakyta kompleksi-
niy skaiciy, kartu buvo nustota kalbéti ir apie pagrindine algebros terorema. O visai be reikalo
— (a teorema turi daug ekvivalendiy ir paprasty formuluo&iy, kuriose kompleksiniy skaiéiy ne
neprireikia. Apskritai, jvedus iracionaliuosius skaitius tiese pasidaro pilna (nebeturi ,,skyliy*),
taigi nebéra jokio reikalo jvedinéti naujus skaicius.

Labai patogi mokykloje tokia pagrindinés algebros teoremos (kitaip — pagrindinés realiyjy
daugianariy teoremos) formuluoté:

Kickvienq daugianari

Py = x" b1 3" o doepx +ep

su realiaisiais koeficientais galima isskaidyii | pirmojo laipsnio daugianariy (pavidalo x + a) ir
neskaidziy antrojo laipsnio daugianariy (pavidalo x* + px +q, ¢ia p> —4q < 0) sandaugq.

Kodel gi §i formuluot¢ nebeminima? Mat pagrindiné algebros teorema paprastai jrodoma re-
miantis kompleksiniais skai¢iais. Taigi nors suformuluotoje teoremoje kompleksiniai skaiiai ir
neminimi, bet jie kaip ir plevena ore.

Didysis Gausas pateike net kelety pagrindinés al gebros teoremos jrodymuy, kuriuose nesiremiama
kompleksiniais skaiCiais — deja, juose prireikia integraly, algebriniy kreiviy, algebriniy kiiny, Jju
plétiniy ir dar Sio bei to.

Kartais aiSkinama, kad kompleksiniai skai¢iai buitini, nes Ju prireikia net sprendZiant kubine
lygti, turincia tris realiasias Saknis. Deja, toks aiSkinimas neteisingas. Viena, tai jsi§aknijusi klaida
— visas (ris Saknis galima uzrayti formulémis ir nesinaudojant kompleksiniais skai¢iais (kitas
dalykas, kad jy negalima iSreiksti formulemis, j kurias leity tik radikalai, bet nejeity kompleksiniai
skaiCiai — | minétas formules jeina trigonometrinés funkcijos — arccos ir pan.). Antra, yra jrodyta,
kad net naudojantis kompleksiniais skai&iais nejmanoma parasyti bent jau penktojo laipsnio lygéiy
formuliy (jos tiesiog neegzistuoja).

Kitaip sakant, turédami tre¢iojo ar ketvirtojo laipsnio lygtj, dar galime uzraSyti formules, ku-
rios padeda iSskaidyti daugianari. Bet tai jau neimanoma turint penktojo laipsnio daugianari. Kita
vertus, Zinome, kad penktojo laipsnio daugianaris visada turi bent viena Saknj, ir nors formulé
Saknims rasti neegzistuoja, suvokiame, jog tokia Saknis yra. Taigi penktojo laipsnio daugianarj
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galima i8skaidyti ir t.t. (prisiminkime, kad apskritai algebrinés lygties su racionaliaisiais koefi-
cientais racionaligsias Saknis rasti paprasta, o bet kurios algebrinés lygties visas Saknis galima
rasti norimu tikslumu). Todél musy Cia net nedomina klausimas apie treCiojo laipsnio daugianario
skaidyma — Zinome, kad jis (kaip ir kiekvienas nelyginio laipsnio daugianaris) turi $aknij, ir to
mums gana teigiant, kad ji galima i§skaidyti.

Mane seniai domino galimybé elementariai jrodyti §ig teoremg nesiremiant kompleksiniais skai-
Ciais. Neseniai pavyko tokj jrodymg sugalvoti. Tas jrodymas gana sudétingas (pavyzdZiui, jame
remiamasi cosnae ir sinne formulémis), nors visiSkai prieinamas stipriam mokiniui. Bel svar-
biausia — atsirado reali galimybé graZinti | mokykla pagrinding algebros teorema.

Visiskai suprantu, kad toks mokyklinio lygio jrodymas jau galéjo biti surastas anksciau. Sten-
giausi apklausti kuo daugiau specialisty, ar jie neZino panaSaus jrodymo. Bet jeigu ir paaiSkeéty,
kad toks jrodymas jau yra — dar geriau: gal jis bus paprastesnis ir prieinamas kiekvienam moki-
niui.

Remiantis pagrindine algebros teorema, paprasta atsakyti i klausima, kiek algebriné lygtis turi
sprendiniy:

Algebriné lygtis P,(x) = O turi tiek sprendiniy, kiek daugianaris P, (x) turi skirtingy tiesiniy
daugikliy.

Atkreipkite démesj — nereikia kalbéti nei apie realiyjy Sakny neturinCius kvadratinius trinarius,
nei apie kartotines Saknis. PavyzdZiui, lygtis

xx—=Dx*=1=0
turi tris sprendinius, nes daugianaris
P)=x(xr = DO =) =x(x = D2 + DEE+ 1)

turi tris skirtingus tiesinius daugiklius x — 0, x — 1 ir x + 1.

Tai visiS8kai aigku, bet fakti§kai mes remiamés tokia teorema:

Jeigu daugianaris turi Saknj a, tai jo skaidinys turi daugiklj x —a. Atvirk$¢iai, jei daugianario
skaidinys turi daugiklj x — a, tai jis turi Saknj a.

Jos jrodymas labai paprastas. Jeigu daugianaris P, (x) = x" + Ca1 X"V o ey x + o turd
Saknj a, tai Py(a) = a" +cu—1a”' + -+ cra +¢o =0, todél

Py(x) = Py(x) — Py(a) =
= ¥ g ey x 4 o 6 — (" +epa" g+ ) =
= (" —a") + et " — a4 oz —a).
Kiekvienas démuo turi daugikl] x —a, nes Wt = —a)* x4 A xak? 4 ak—h
(pastaraja lygybe galima patikrinti sudauginus, o galima pasakyti, kad tai geometrinés progresijos

sumos formulé). Taigi ir suma P, (x) turi daugiklj x — a.
Atvirkstinis teiginys dar paprastesnis. Jeigu P,(x) turi daugiklj x — a, tai

Pn (\) = (,\' — a) Py—1(x).
Bet tada P,(a) = 0, taigi a yra jo Saknis.
Vadinasi, jeigu daugianaris turi §aknj, tai galima i§skirti atitinkama tiesinj daugiklj. Sitg proce-
diirg tesiant galimi du atvejai: arba P,(x) bus iSskaidytas | tiesiniy daugikliy sandauga, arba jis

bus i§skaidytas | sandaugg tiesiniy daugikliy ir daugianario, kuris nebeturi Sakny.
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Taigi sprendZiant algebrines lygtis uZtenka rasti visus tiesinius daugiklius, o juos iSskyrus,
likusio daugianario, kuris teigiamas su visais x, skaidyti ir nebereikia. PavyzdZiui, sprendZiant
lygti (x—1)(x*+1) = 0 uZtenka pastebeéti, kad x*41 > 0 su visais x, ir visi¥kai nebereikia skaidyti
daugianario x* 4 1, nors tai ir nesudétinga: x4+ 1 = x*+2x2+1-2x2 = X2+ 1)2 — (x4/2)2 =
=24+ xV24+ DG —xV241).

Kitas dalykas, kad reikia isitikinti, jog likes daugianaris tikrai nebeturi §aknu, t.y. teigiamas su
visomis x reikSmemis. Tai daZnai pavyksta padaryti iSreiSkus tg daugianari paprastesniy daugia-
nariy kvadratais (beje, x* ir 1 iSnagrinétame pavyzdyje taip pat yra daugianariy kvadratai). Beje,
teoriSkai tai padaryti galima visada — €ia ir vél padeda pagrindiné algebros teorema. I¥ tikryju,
turint teigiamg daugianarj, ji galima iSskaidyti teigiamais kvadratiniais trinariais:

2 1
e px4g= (x-i—g) +(fj—]?) =(x-+a’+b>, b#0.

Sudauging du tokius trinarius, gauname

[Ce+a? +b}][(x +a2)® + 53] = [(x +a)(x +an)]* + [br(x +an) |+ [balx +aD) ] + b1,

ir tesdami gausime daugianariy kvadraty suma.

Pasakysime dar kelis ZodZius apie rastajj pagrindinés algebros teoremos jrodymg. Matéme,
Jei daugianaris turi Sakni, tai ji galima iSskaidyti. Todel didZiausias sunkumas buvo jrodyti, kad
galima iSskaidyti daugianarj, kuris neturi Sakny. Kadangi nelyginio laipsnio daugianaris visada
turi Sakni, tai uZtenka kalbéti apie lyginio laipsnio daugianarius. Kitaip sakant, svarbiausia buvo
jrodyti tokig lema:

Sakykime, kad daugianaris Py, (x) > 0 su kiekvienu x. Tada galima rasti tokius pirg
(p* —4g < 0), kad daugianaris P(x) dalijasi i§ x> + px +q.

Kada mokytojui bty patogu paminéti pagrinding algebros teorema? Aigku, kad mokinys jau turi
moketi reiSkinius skaidyti dauginamaisiais ir spresti kvadratines lygtis. Vadinasi, toks paminéjimas
deréty susipaZinus su minétais dalykais i§ karto arba bet kada veliau, vél su jais susidiirus.
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XVII Lictuvos komandinéje malematikos olimpiadoje dalyvavo 15 koman-
di i3 10 miestu: Vilniaus, Kauno, Panevézio, Siauliy, Utenos, Raseiniy,
Pasvalio, Krelingos, Visagino ir sveCiai i§ Minsko.
Pirmasias 6 vietas uZémé $ios komandos:
. KTU gimnazijos 1 komanda
. Minsko
. Vilniaus licéjaus I komanda
. Kretingos
. Panevézio
. Pasvalio
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