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Kodeél cos 17° iracionalus?
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Straipsnyje atsakoma | daug bendresnj nei antrastés klausimg. [rodoma, kad
cosn®, kai n — natiiralusis skaicius, yra visada iracionalusis skaicius, ifskyrus
titos atvejus, kai cosn® lygus 0, :l:.,l, +1.

Zinome (ar esame Zinynuose mat¢) nemaZzai tri-
gonometriniy funkcijy reik§miy — ir daZniau-
siai jos iracionalios. PavyzdZiui, Zinome, kada
kosinusas lygus 0, i%, -1, o §tai daugiau ra-
cionaliyjy reik§miy ir nepamename.

O gal jy ir nebiina? Kodel gi — bina. Pa-
vyzdZiui, nesunku uZraSyti kampa, kurio kosi-
nusas yra % — tai, pavyzdziui, arccos % Kitaip
sakant, mes turime patikslinti klausima: ar gali
cos «®, kai ¢« racionalusis skaidius, biiti racio-
nalus (ir nelygus 0, :l:%, +1)?

Apsiribokime lengvesniu klausimu: ar gali
cosn®, kai n yra naturalusis skaicius, biti ra-
cionalus (ir nelygus 0, 1, £1)?

Vienas budas buty toks: apskaiCiuoti visas
reik§mes ir pasiziuréti, kg gauname. Zinome
30° ir 45° trigonometriniy funkcijy reik§mes,
taigi nesunkiai randame ir 15° = 45° — 30°
reik¥mes — uZtenka pasinaudoti skirtumo for-
mulémis. Bet dabar visi ,,Zinomi* kampai da-
lijasi i§ 15 ir vilties kombinuojant juos gauti
dar kg nors — nebéra.

Beje, nusiminti dar anksti — galima apskai-
Ciuoti 18° kampo trigonometrines funkcijas.

RaSome lygybe cos 54° = sin36°. Kairéje
galima taikyti trigubo kampo kosinuso formu-
lg, bet galima apsieiti ir be jos:

€08 54° 4+ cos 18° = 2sin 18° cos 18° 4 cos 18°,
2c0s36°cos 187 = 2sin 18° cos 18° + cos 18°,

2¢0836° = 2sin 18° 41,
2(1 — 25sin® 18°) = 25in 18° + 1,
4sin®18° +2sin18° — 1 =0,

(ZSin 18° + %)2 = %.

Kadangi sin 18° > 0, tai

1 5 5 1
25i1118°+§=§. sin 18° = “/_4 .
Dabar galima apskaiciuoti cos 18° = 10+2\/§,

po to ir kampo 3° = 18° — 15° funkcijas, tada
ir visy 3° kartotiniy kampy funkcijy reik§mes.

Dabar visy nagrinéjamy kampy laipsniy skai-
giai dalijasi i§ 3, ir vél jstrigome. Zinoma,
galima bty i8reiksti cos 3° per cos 1°. Kadan-
gi cos3° jau turime, tai i§sprendg gauta ku-
bing lygti rastume cos 1°. Bet kubines lygtis
spresti sunku ir nejdomu, o &ia dar cos 3° bai-
sokas. Pasielkime kitaip. Remkimés lygybe
cos 60° = % Tada

1
cos 60° 4 cos 20° = = + cos 20°,

|
2 cos40° cos 20° = 3 + cos 20°,
4(2c0s*20° — 1) cos 20° = 1 + 2 cos 20°,
8 cos® 20° — 6¢c0s20° — 1 = 0.

Gavome kubine cos 20° atZvilgiu lygtj su svei-
kaisiais koeficientais. Zinome, jeigu algebriné
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lygtis su sveikaisiais koeficientais turi racio-
nalig Saknj {,1, tai g yra pirmojo koeficiento
daliklis, 0 p — laisvojo nario daliklis. Taigi
lygties 8x3 — 6x — | = 0 racionaliosios Saknys
galéty biti tik i¥ aibés {£1, 5, &1, +1), bet
lengva jsitikinti, kad né viena i§ ty reik§miy
netinka. Musy atveju dar papras¢iau, Kadangi
cos 60° < cos20° < cos0°, L < cos20° < 1,
tai cos 20° racionaliosios reik§més 1gyti negali.

Apskritai §ig lygtj galima i¥spresti kubiniais
ir kvadratiniais radikalais, bet vargu ar tai jdo-
mu. MaZa to, nejmanoma apsieiti be komplek-
siniy skaiCiu. O Siaip jau — i¥sprende rastume
20° funkcijas, o tada ir kampo 2° = 20° — [8°
funkcijas, pagaliau kampo 1° = 2° : 2 funkci-
Jjas. Apskaiciave visy ,sveikalaipsniy® kampy
funkcijas iki 45°, jsitikintume, kad trigonomet-
riniy funkcijy kity racionaliyjy reik¥miy negau-
name. Tada i§ redukcijos formuliy iSplaukia,
kad tai teisinga ir su visais sveikaisiais n.

Keléme sau uZdavinj jrodyti, kad cosn® ra-
cionaliyjy reik§miy (iSskyrus minétas) nejgy-
ja, bet to faktiSkai dar nepadaréme. Tiesa,
Sis tas buvo padaryta: nors ir neapskai&iavo-
me cos 20°, bet jrodéme, jog jis iracionalus.

Dabar, pavyzdZiui, nesunku jrodyti, kad ir
cos 10° iracionalus. Remiantis dvigubo kampo
kosinuso formule,

c0s20° = 2cos? 10° — 1,

todel cos 10° tikrai iracionalus. Tarkime prie-
Singai — kad cos 10° racionalus. Tada deSinioji
lygybés pusé racionali. Bet tada ir kairioji ly-
gybeés pusé — cos 20° racionali. PrieStara.

IS Sio jrodymo visiSkai aiSku: jei dvigubo
kampo kosinusas, iracionalus, tai ir viengubo
kampo kosinusas iracionalus.

Apskritai, jeigu kartotinio kampo kosinusas
iracionalus, tai ir viengubo kampo kosinusas
iracionalus (pavyzdZiui, cos 30° iracionalus, to-
del ir cos 1° ar cos 6° iracionaltis). Tai jrodyti
nesunku pasirémus tokiu pagalbiniu teiginiu.

Lema. Kartotinio kampo kosinusas cos no ra-
cionaliai iSreiskiamas viengubo kampo kosinu-
Sl COS .

[rodymas. 1§ pradziy — viskas paprasta:

kai n = 1, tai cosa = cose,

kai n = 2, tai cos2o = 2cos? o — 1,

kai n = 3, tai cos3e = cos3w + cosa —
cosa = 2cos 2« cos @ —cos «w. Kadangi cos 2«
iSreiSkiamas cosc, tai ir cos 3w iSreiSkiamas
cos«. Ir apskritai (matematiné indukcija!)

cos(n + 2)a = cos(n + 2)a + cos nae — cos ne

= 2cos(n + 1)a cos o — cos ne.

Vadinasi, nuosekliai galima bet kurj kartotinio
kampo kosinusg i3reiksti viengubo kampo ko-
sinusu. H

Teorema. Jeigu cos na iracionalus, tai ir cos o
iracionalus.

{rodymas. Tarkime prieSingai — kad cos o
racionalus. Tada pagal lema cosno taip pat
racionalus. PrieStara. |

Dabar jau mes pasiruo$¢ jrodyti, kad cos 1°
iracionalus (i8skyrus atvejus, kai jis jgyja reiks-
mes 0, £1, 41).

Kadangi cos 20°, cos 30° = é ir cos45° =

V2

=5 iracionalis, tai remiantis teorema iracio-
naliis yra cos 1°, cos 2°, cos 3°, cos 4°, cos 5°,
cos 6°, cos 9°, cos 10°, cos 15°.

Kadangi cos72° = sin 18° iracionalus, tai
iracionaltis taip pat ir cos 8°, cos 12°, cos 18°,
cos 24°, cos 36°. (Beje, nebiitinai reikéjo ies-
koti konkre€ios sin 18° reik§més — uzteko jsi-
tikinti, kad ji iracionali. Tai jrodoma lygiai taip
pat, kaip ir cos 20° atveju, nes sin 18° tenkina
ankstiau gauta lygtj 4sin® 18° + 2sin 18° —
—1=0)

Perzitrekime likusias reik¥mes. Pirma nepa-
tikrinta reikmé yra cos 7°. Padauging 7° i§ 26,
gauname 182°, Kadangi cos 182° = —cos2°
iracionalus, tai iracionalus ir cos 7°.

Toliau eina cos 11°, Kadangi 11° .17 =
= 187°, o0 cos 187° = — cos 7° iracionalus, tai
cos 11° iracionalus.

Kadangi 14 - 13° = 182° o cos182° =
= —cos 2° iracionalus, tai cos 13° iracionalus.

Iracionalus cos 14°, nes iracionalus
cos 13 - 14° = cos 182°,

Iracionalus cos 16°, nes 16 - 11 = 176 =
= 180 — 4.
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Iracionalts cos 17° ir cos 19°, nes 17 - 10 =
= 180—10, 1910 = 180 + 10.

Toliau, iracionalus cosn®, kai 21 < n < 25,
nes 168 < 8n < 200, |82 — 180] < 20, o
reik§mes iki 20 jau patikrintos.

Iracionalus cosn®, kai 26 < n < 29, nes
156 <6n <174, ir 6 < |6n— 180] < 24.

Iracionalus cosn®, kai 31 < n < 35, nes
186 < 6n < 210, o reik§més nuo 6 iki 30 jau
patikrintos.

Iracionalus cosn®, kai 37 € n < 43, nes
185 < 5n € 215.

Iracionalus cos44°, nes 44 . 4 =
cos 176° = — cos 4° iracionalus.

Iracionalus cosn®, kai 46 < n < 55, nes
184 < 4n < 220.

Iracionalus cosn®, kai 56 € n < 59, nes
168 < 3n < 177.

Iracionalus cosn®, kai 61 < n < 89, nes
122 < 2n < 178.

Remiantis redukcijos formulémis, ir su vi-
sais kitais sveikaisiais n racionalios gali buti
tik nurodytos kosinuso reik§mes 0, :I:%, +I1.
Tos pacios redukcijos formulés jrodo, kad toks
teiginys teisingas ir sinusui.

Dabar nebesunku jrodyti, kad ir tgn® ga-
li jgyti racionalias reik§mes tik O ir &1. Ka-

- 2 .
dangi tg’n°® = @ -1 = = — [, tai

tg?n® galéty biiti racionalus tik kai cos2n°® =
=0, %1, 1.

I8 tikrujuy, kai cos 2n° = 0, tai tg2n° = 1; kai
cos 2n° = —%, tai tg2n° = 3: kai cos 2n° = %
tai tg3n° — 31; kai cos 2n° = 1, tai tgzn" =0,

Kadangi tg?n° iracionalus, tai tgn® tikrai
iracionalus. Vadinasi, tgn® i§ racionaliyjy reik-
Smiy gali jgyti tik O ir £1.

Beje, jrodéme Siek tick daugiau: tg” n° visa-
da iracionalus, iSskyrus reikSmes 0, %, 1,3. 1§
tos pacios lygybés iSplaukia, kad cos® 1° (taigi

176, o

o

ir sin®n® = 1 — cos?n°) racionaliosios reik-
meés yra tik 0, % % % 1.

Pasirodo, ne tik cos n°, bet ir cos % ar net-
gi cos 1';—° (p ir g — sveikieji) taip pat negali
igyti kity racionaliujy reik§miy, iSskyrus iSvar-
dytas. Bet tai jau gilesné tema.

Dabar grizkime prie straipsnio pavadinimo.
Zinoma, skaidius 17 1 ji pateko beveik atsitik-
tinai. O S§tai jrodyti, kad cos 17° iracionalus,
dabar mums uZtenka keliy ZodZiy:

kartotinio kampo kosinusas cos30 - 17° =
— c0s(540° — 30°) = —c0s30° = —¥3 jra-
cionalus, todél ir viengubo kampo kosinusas
cos 17° iracionalus.

Teiginio, kad cos n° iracionalus, jrodyma taip
pat galima sutrumpinti. Zinome, kad cos 60°
racionalus, o cos45° ir cos 20° — iracionalus.
Kadangi cos 160° = — cos 20° iracionalus, tai
iracionaliis yra ir cos 40° bei cos 80°. I liku-
siy penketo kartotiniy (nuo 5 iki 85) dalijasi
skaidius N =2-3.5%.7-11-13-17, o kadan-
gi skaiCiaus N dalybos i§ 180 liekana yra 150,
tai cos N° iracionalus. Todeél iracionals ir N
dalikliy kosinusai.

IS penketo nekartotiniy nuo 1 iki 89 dalijasi
skaicius

M=2%3*.72.11.13.17-19.23.29 .31 -
.37.41-43.47.53.59.61-71-73.
.79.83 -89,

Dalijant i§ 180 skaiCiy M, gaunama liekana 72
(tuo nesunku jsitikinti dauginant ne pacius skai-
¢ius, o jy dalybos i§ 180 lickanas, pavyzdZiui,
vietoje 28.3% = 36.26.3%2 = 36(304+2)(10—1)
galima imti 36 - 2(10 — 1), tada 72 - (=1) =
= —72 ir t.t.). Kadangi cos72° iracionalus,
tai ir cos M° iracionalus, taip pat iracionalis
visy M dalikliy kosinusai.
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