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Awtoriai pateikia uidaviniy ir jig sprendimy rinkinj. Visi uZdaviniai sprendZiami
naudojantis sveikyjy skai¢iy dalumo savybémis.

2001 mety treé¢iame Zurnalo numeryje nagriné-
jome lyginiy ir nelyginiy skaiiy savybes, ki-
taip sakant, dalumo i§ 2 savybes. Siame nu-
meryje dalumo tema panagrinésime iSsamiau.

Apibrézimas. Sakome, kad sveikasis skaicius
m dalijasi is sveikojo skaiciaus n, jei egzistuoja
toks sveikasis skaicius k, kad m =k - n.

Tai uZraSome taip: m:n arba n | m.

Dalumo savybés

1. Jeibiaircia, tai (b+c):ia;
2. Jei bia, tai kb a;
3. Jeibyia, baia, ..., b,ta,

tai (biky + baka + - + buky) ia;
4. Jeib:a,c:b, taic:a;
5. Jei xia ir y:b, tai xy:ab.

Visi uzdaviniai, kuriuos ¢ia pateikiame, spren-
dziami remiantis dalumo savybémis.

Uzdaviniai

1. Duota trupmena 13, Kokia gali biti di-
dZiausia n reikSmeé, kad trupmena buty su-

prastinama?

2. Zinome, kad a! dalijasi i§ 10'2. Kokia ga-
lima maZiausia a reik§mé?

3. Su kuriomis nattiraliosiomis n reik§meémis

2 3 . ene s
reiskinys % lygus sveikajam skaiciui?

4. Jrodykite, kad su visomis sveikosiomis n

10.

11.

12

13.

o+ w

2n+1
3n+1

reik§mémis trupmena
nama.

yra nesuprasti-

. Raskite dviZenklius skaicius, kurie dalijasi

i§ savo skaitmeny sandaugos.

. Patikrinkite, ar skai¢ius, uZraSomas 81 vie-

netais, dalijasi i§ 81.

Irodykite, kad i§ 12 paeilivi paimty skai-
¢iy bent vienas yra maZesnis uZ savo da-
likliy sumg (imami dalikliai, maZesni uZ
patj skaiciy).

Skaicius 2002 ir 75 dalijant i§ to paties
skaiciaus, gaunamos lygios lickanos. IS
kokio skaiciaus galéjo buti dalyta?

Ar visada trijy i§ eilés einanciy naturaliyjy
skaiciy kuby suma dalijasi i§ 97

I§ dviZenklio skai€iaus atéme dviZenklj, pa-
raSyta tais paciais skaitmenimis, bet atvirks-
Cia tvarka, gavome naturaliojo skaiciaus

kvadrata. Raskite visus tokius skaicius, ku-
riems galioja i savybeé.

Kiek natiiraliyjy sprendiniy turi lygtis
141 _19
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Ar egzistuoja tokie sveikieji skaiciai x ir
y, kurie tenkinty lygti x% + y? = 20...02?
Pirmuyjy » natfraliyjy skaiiy suma yra tri-

Zenklis skai€ius, kurio visi skaitmenys vie-
nodi. Raskite n.
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Raskite dviZenklj skai&iy, kuris lygus sa-
vo pirmojo skaitmens ir antrojo skaitmens
kvadrato sumai.

15. I3spreskite lygti ¥yz = 3x!ylz!.
Sprendimai
1. Rasime, i§ kokio didZiausio 3 laipsnio dali-

jasi 100! = 100-99-...-2-1. Dalijame 100
1§ 3. Gautojo skai¢iaus sveikoji dalis yra
33, taigi 33 daugikliai 100! iSraiskoje dali-
jasi i§ 3. Taciau, jei skaiCius dalijasi i§ 9,
jis dalijasi ir i§ 3%, Taigi atsiras papildomy
trejeto laipsniy. Padalije 100 i§ 9, gauna-
me, kad yra 11 skaiciy, kurie dalijasi i3 9.
AnalogiSkai randame, kad yra 3 skaiéiai,
kurie dalijasi i§ 27, t.y. i§ 3% ir 1 skai&ius,
kuris dalijasi i§ 81, t.y. i§ 3*. Gauname,
kad didZiausias 3 laipsnis, i§ kurio dalijasi
100!, yran =33+ 11 +3+ 1 = 48,

. 1012 =212, 512, Tridami paeiliui einan-

Cius skaicius, besidalijandiy i§ 2 gausime
daugiau, negu ty, kurie dalijasi i§ 5. Todél
ieSkosime tokio skaitiaus a, kad a! daly-
tysi i¥ 5'2. Paeiliui dauginant skaigius, is
5 dalysis tie, kurie baigiasi 5 arba 0, t.y.
5, 10, 15, 20, ir t.t. Atrodyty, kad gali-
ma pasirinkti 12 tokiy skaidiy. Taiau turi-
me pastebeéti, kad tarp dauginamuyjy skaiciy
bus ir tokiy, kurie dalijasi i§ 5%. Tai skai-
Ciai 25 ir 50. Taigi jau sandauga nuo 1 iki
50 dalijasi i§ 5'2, kartu ir i§ 10'2. Todél
maZiausia galima a reik§meé yra lygi 50.

. ISskirkime nurodyto reiskinio sveikajg dalj:

nr4+n4+12  n+ 1) 12
= =n-+ i
n+1 n-+1 n+ 1

Sis reiskinys jgys sveikasias reik¥mes tada
ir tik tada, kai 12 dalysis i§ n + 1, t.y. kai
n+1 bus lygus 2, 3, 4, 6, 12, arba n jgys
reik8mes 1, 2, 3, 5, 11.

. Jei trupmena yra suprastinama, tai egzis-

tuoja toks didesnis uz 1 skaicius d, i§ ku-
rio dalijasi ir skaitiklis, ir vardiklis. Jei du

o+ w

skaiciai dalijasi i§ d, tai jy suma ir skir-
tumas taip pat dalijasi i§ 4. Tarkime, kad
2n+1 ir 3n+1 dalijasi i§ d. Tada i§ d dali-
jasi ir ju skirtumas (3n+1)—(2n+1) = n,
kartu ir skaiCius 2n. Tuomet i§ d dalijasi
ir skirtumas (2n + 1) —2n = 1. Jei | da-
lijasi i§ d, tai d gali biiti lygus tik 1. Taigi
trupmena nesuprastinama.

- DviZenklj skaiCiy galime paraSyti taip:

10x + y. Skai€iy, gaunama padalijus dvi-
zenklj skaiciy i jo skaitmeny sandaugos,
paZymékime k. Tuomet 10x + y = k - xy.
Issireiskiame y: y = k_]‘p;"]. Nesunku pa-
stebéti, kad skaidiai x ir kx — 1 yra tar-
pusavyje pirminiai, todél 10 turi dalytis i3
kx —1. Taigi kx —1 gali biti lygus 1, 2, 5,
10. Kai vardiklis lygus 1, tai y yra dvizen-
klis skaiCius, o taip biiti negali, nes y yra
skaitmuo. Lieka patikrinti reik§mes 2, 5 ir
10. Perrinkg gauname tokius dviZenklius
skaicius: 11, 12, 15, 24, 36.

. SkaiCiaus N uZraSa 81 vienetais suskirsty-

kime j 9 grupes po 9 vienetus. Tada N
galésime uZraSyti taip:

N=a+a 10°+a-10°%+...4a-10%°

Cia a skaiCius uZraSomas devyniais viene-
tais. Kadangi a skaitmeny suma dalija-
si i§ 9, tai ir pats skaiGius dalijasi i§ 9:
a=9-n. Tada

N=9%n+n - 10°+-..4n. 108'9).
Pakanka jrodyti, kad skaicius
M=n4n- 100+ +n.108°
dalijasi i§ 9.
Pagalvoje suprasime, kad skai€iaus M skait-

meny suma dalijasi i§ 9, taigi ir M dalijasi
i59.

. Tarp dvylikos i§ eilés paimty skai&iy biti-

nai yra vienas, kuris dalijasi i§ 12. Jei tg
skaigiy paZymésime k, tai £, £, £ bus jo
dalikliai. Siy dalikliy suma lygi %”‘, t.y.
didesn¢ uZ skaiCiy k. (Galima pastebéti,

. R
kad nepanaudojome daliklio £.)
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Jei du skaiCius dalijant i§ to paties skai-
¢iaus d gaunama ta pati lickana, tai jy skir-
tumas dalijasi i§ . Todel i§ d turi daly-
tis skirtumas 2002 — 75 = 1927. Kadangi
1927 yra pirminiy skaiiy 41 ir 47 sandau-
ga, tai galéjo buti dalyta i§ 41 arba i§ 47.
Be kita ko, 1927 yra ir vieneto bei saves
paties sandauga, todeél ir dalijant i§ 1927
gaunamos lygios liekanos.

. Imkime tris paeiliui einancius naturaliuo-

sius skaicus: n—1, n ir n+1 ir skaiciuoki-
me juy kuby suma: =13+ +m+1)? =
3 =324 3n— 14340’ +30243n+1 =
303 + 6n = 3n(n? + 2). Daugiklis 3 ro-
do, kad reiSkinys dalijasi i§ 3. Lieka jro-
dyti, kad n(n® + 2) taip pat dalijasi i§ 3.
Jei n = 3k, tai dalumas akivaizdus. Jei
n=3k+ 1, tain*+2=0Ck+N2+2=
9k% £ 6k + 1 +2 = 3(3k% £ 2k + 1). Siuo
atveju reigkinys n(n” 4 2) taip pat dalijasi
i§ 3, taigi 3n(n” 4 2) dalijasi i§ 9.

Pradinj dviZenklj skaiciy paZymékime xy.
Tuomet atéminys yra yx. xy—yx = 10x+
y—10y—x = 9(x—y). Sis skirtumas dali-
jasi 1§ 9. Kadangi tai natliraliojo skai¢iaus
kvadratas, tai skirtumas gali bti lygus 9,
36 arba 81. Tuomet x—y lygus 1, 4 arba 9,
I§ pastarojo sprendiniy negauname, o jras¢
visas galimas reik§mes, su kuriomis skirtu-
mas lygus 1 arba 4, gauname skaiéius 21,
32, 43, 54, 65, 76, 87, 98, 51, 62, 73, 84,
95.

I8 lygties iSreikSkime y:
L 6x _6x—36+36_6+ 36
"\_x—ﬁ_ x—06 o x=8

Tam, kad y bity nattralusis skaicius, 36
turi dalytis i§ x — 6. Skai€ius 36 dalijasi
i51,2,3,4,6,9, 12, 18 ir 36. Taigi yra
9 tokie skaiciai, todél lygtis turi 9 sprendi-
nius.
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Nesunku pastebéti, kad x ir y turi buti vie-
nodo lyginumo. Tuomet x> — y? dalijasi i§
4, o skai€ius 20...02 i§ 4 nesidalija. Todel
tokie skaiciai neegzistuoja.

UZdavinio salygg perraSykime taip: | +
2434 +n = kkk. Tada gauname
st = k- 111 =k -3-37. Cia k yra
skaitmuo, todel jis yra ne didesnis kaip 9.
Vienas i§ skai€iy n arba n+1 dalijasi i§ 37.
Tikrinkime galimas n reik§mes. Pirmiau-
sia patikrinkime atvejj, kai n arba n+1 yra
lygus 37. Jein =37, tain+1 =38 ir
Siy skaiCiy sandauga nesidalija i§ 3. Lieka
n+41 =37, tuomet n = 36. [state $ig reiks-
me, gauname 1 +2 434 ... + 36 = 666.
Patikrinkime atvejj, kai n arba n + 1 lygus
74. Tuomet 2 > 999 ir §i reikime jau
yra per didelé. Taigi vienintelé n reik8§meé
yra 36.

IeSkoma skai¢iy pazymékime Xy. Tuomet
10x +y = x4+ y% arba 9x = y2 — y. I§
Cia gauname, kad y(y — 1) dalijasi i§ 9, o
tai imanoma tik tada, kai y lygus 9. Taigi
ieSkomasis skaiCius yra 89.

Kairéje esantis skaicius dalijasi i§ 3, todél
102 < Xyz < 999, 68 < 3Xyz < 666,
68 < xlylz! < 666. I§ paskutinés nelygy-
bés galime padaryti iSvada, kad skaiCiai x,
y ir z yra ne didesni uz 5 (kitaip bet kurio
i§ ju faktorialas vir§yty 666). leSkomasis
skaiCius Xyz turi dalytis i§ 4, nes x!y!z!
dalijasi i§ 8 (kadangi x!y!z! yra ne maziau
kaip 68). Kadangi Xyz yra lyginis, tai z
galimos reik¥meés yra 2 arba 4. Jei z = 2,
tai y = I, arba 3, arba 5, nes ¥z turi dalytis
i§ 4. Jei z =4, tai y lygus 2 arba 4. Taigi
yz = 12,32,52,24, 44. ] sglygos lygtj jra-
Se vy, z ir ¥z reik8mes, randame, kad tik kai
Yz = 32, yra galima x reik§me, kuri lygi
4. Kitais atvejais x reik§miy néra. Lygties
sprendiniai yra x =4, y =3, z = 2.



